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Korollar 8.4.1. Sei 2 CC R™ von der Klasse C', 1 < p < co. Dann liegt der
Raum C°°(Q) dicht in WP(£).

Beweis. Sei u € WHP(Q), v = Fu € WHP(R") die Fortsetzung von u geméss
Satz 8.4.1. Nach Satz 8.2.1 gibt es (vx) C C*° N W'P(R") mit v — v in
WLP(R™). Fiir up = vi|q € C°(Q) gilt dann up — u in WHP(Q) (k — 00). O

Erstaunlicherweise gilt die Aussage von Korollar 8.4.1 auch fiir unbeschrénkte
Gebiete ohne weitere Annahmen an den Rand.

Korollar 8.4.2. Sei Q C R"™ von der Klasse C', 1 < p < co. Dann existiert
zu jedem uw € WHP(Q) eine Folge (ux) C C°(R™) mit ||ug|o — ullyyrngy = 0
(k — ).

Bemerkung 8.4.1. 092 muss nicht kompakt sein.

Beweis von Korollar 8.4.2. Sei u € W'P(Q) und sei § > 0 vorgegeben.

Behauptung 1. Ju € WHP(Q) mit supp(i) CC R™ und ||@ — ullyy1m(q) < 0.

Beweis. Sein € C°(B2(0)) mit 0 <n <1 und n =1 auf B;(0). Fir k € N
setze ni(x) = n(x/k) € CX(Bax(0)) mit |V < C/k und n, — 1 fast iiberall
(k — o00). Mit dominierter Konvergenz folgt

I — ull%y = / (1 — )P dz 0 (k — 00).

Weiter gilt V(ny - u) = uVny, + n Vu. Mit
lul Vel lle < CkHlullze — 0 (k= o)
und ||nxVu — Vul|;, = 0 (kK — 00) erhalten wir
IV (u) = Vaull, =0 (k= o0);
also mru — u in WHP(Q) (k — o). Setze @ = nyu fiir geeignetes k = k(). O

Da 99 N supp(i) kompakt, liefert das im Beweis von Satz 8.4.1 benutzte Ar-
gument eine Fortsetzung © = Fu € WHP(R™) mit supp(?) CC R™ und den Ei-
genschaften i)-iii) aus Satz 8.4.1; insbesonder 9| = @. Glattung durch Faltung
liefert eine Schar 0. = p.+0 € CZ°(R") mit [|0 — ||y (gn) — 0 (€ = 0) gemiiss
Lemma 7.3.3. Zum vorgegebenen ¢ > 0 wéhle & > 0 mit [[Tc — 0f|y1.5gn) < 6.
Es folgt

19l — ullyyre < N9 = 0llwro@n) + |9l — ullwir) < 26
O

Steigen die Anforderungen an das Gebiet {2, wenn wir Funktionen in WkP(Q)
fiir ein & > 1 durch Funktionen in C'*°(2) approximieren wollen?

Satz 8.4.2. Sei Q) C R" offen und von der Klasse C' mit kompaktem Rand
00 = T. Dann liegt der Raum C>=(Q) dicht in W*P(Q) fir jedes k € N und
jedes 1 < p < 0.
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Bemerkung 8.4.2. 2 € C! geniigt fiir jedes k! Wir kénnen jedoch nicht gleich
argumentieren wie im Beweis der Korollare 8.4.1 und 8.4.2.

Beweis von Satz 8.4.2. Da Q € C!, gibt es zu jedem Punkt 24 € I' Koordi-
naten und einen Zylinder U = @, = B,.(0;R"~1)x] — r,7[ um x5 = 0, so dass
UNT Graph einer C'-Funktion % iiber dem Tangentialraum 7,,I' = R"~! x {0}
an I' im Punkt z¢ ist und mit

UNnQ={(,z,); |2'| <r, (@) <z, <r}.

Zudem konnen wir annehmen, dass
1
v(z) - v(zg) > 3 fiir alle x e T'NU, (8.4.2)

wobel v(z) die dussere Normale an Q bezeichnet, mit v(xg) = —e,,.

Uberdecke T' mit endlich vielen derartigen Umgebungen Uy, ..., Uz, um Punkte
€I, 1 <[ < L, und wihle Uy C Q offen mit Q C UILZOUZ wie im Beweis
von Satz 8.4.1. Weiter sei (¢;)o<i<r eine Zerlegung der Eins auf Q beziiglich
(Ul)OglgL; und sei u € Wk’p(Q).
L
Zerlege u = > w; mit u; = up; € WFP(Q) fiir jedes I. Wir konstruieren glatte
1=0
Néherungen fiir u;, 0 < I < L. Sei dazu 0 < p € C°(B1(0)) mit [;, pdz =1
ein Standard-Mollifier, und skaliere ps(x) = 0 "p(z/0) € C°(B;s(0)), § > 0.

I =0: Da Ky := supp(ug) C supp(po) C Uy C Q mit g := dist(Ky,IN) > 0,
gilt fiir 0 < § < §p die Beziehung

v = ps *ug € CZ(Q), und [|vg — uollwrr — 0 (51.0)
analog zum Beweis von Satz 8.2.1.
[ > 1: Wahle Koordinaten mit ; = 0 und U; = @,, wie oben. Es gilt
Ky = supp(w) C supp(pr) CC U

mit §; := dist(K;, 0U;) > 0. Mit (8.4.2) erhalten wir fir z € UyNQ und € > 0
mit x + ee,, € K; die Abschiitzung dist(z + ee,,, U, NT) > /2.

Fiir € > 0 setze vjy = w o1, € WF2(U; N Q), wobei T, die Verschiebung
T.:UNQ>z+— x+ee, € R”

bezeichnet.

Behauptung 1. Es gilt vf € WEP(U; N Q) mit 90%§ = (0%w) o T. € LP fiir

alle |a| <k, und [[vf — wi|lwr.rv,n0) — 0 (€ = 0).

Beweis. Sei p € CX(U;NQ), |of < k. Fiir € > 0 gilt nach geeigneter Substitu-
tion

/ ((0%w) o T2 ) da = _/ w(po T, ') du
U;nQ Q

:(71)|0“/9u13°‘(<poT571)dm:(71)‘a|/ul((8a¢)oT;1) dx

Q
= (—1)l / (w0 T:)0%p da = (—1)le / v; 0% dz.
Q U

1NQ



148 KAPITEL 8. SOBOLEV-RAUME IM RN

Da weiter fiir f € CO(U; N Q) gilt || f o Tz — fllzewine) — 0 (€ — 0), und da
jedes 9“uy, |a| < k, durch Funktionen (f2 )men C CO(U; N Q) in LP(U; N Q)
approximiert werden kann, folgt die Behauptung. O

Beachte, dass fiir jedes € > 0 zur Definition von v; nur die Definition von v an
Punkten z € K; benutzt wird, wo dist(x,U; NT)) > &/2. Fiir ¢ < 26; kénnen
wir daher wie im Falle [ = 0 durch Faltung glatten.

Fir 0 < 0 < ¢/2 < ¢ setze v?’e = ps * v € C*(U; N Q). Wie in Lemma 7.3.3
folgt ||vl§’€ = ||Lr(in0) = 0 (6 — 0). Analog erhalten wir fiir jedes |o| < k fiir
90> = ps x 0°vf die Konvergenz

H(?“Uf“g — 8avl€||Lp(Ulmgz) —0 (5 — 0);

also [0 — vf [lwrw@ing) — 0 (8 — 0).

Zu vorgegebenem ~y > 0 gibt es also 0 < § < £/2 < §; mit

3, s,
v - ul||Wk=P(UmQ) < v - UzEHka(UmQ) + lloj — ul||W’“>P(UmQ) <7

Die Behauptung des Satzes folgt. 0

Bemerkung 8.4.3. i) Allgemeiner geniigt fiir die Aussage des Satz 8.4.2, dass
Q C R"” offen mit kompaktem Rand 02 die Segmenteigenschaft besitzt; verglei-
che Adams: “Sobolev spaces”, S. 66.

ii) Es lassen sich sogar fiir beliebiges ¥ € N und 1 < p < oo Funktionen
u € WFP(Q) analog zu Satz 8.4.1 fortsetzen, sofern Q C R™ offen mit kom-
paktem Rand 9€) nur eine gleichméssige Kegelbedingung erfiillt; siehe Adams,
Satz 4.32. Dies ist insbesondere bei Gebieten Q € C! mit kompaktem Rand
der Fall. Der Beweis dieses auf Calderon zuriickgehenden Fortsetzungssatzes
benutzt die Calderon-Zygmund Abschéitzung aus der Theorie der singuldren
Integraloperatoren, was die Einschriankung 1 < p < oo erklért.

Wie kann man fiir u € WHP(Q) sinnvoll die “Spur” u|gq erkliren?

Lemma 8.4.2. Sei u € W'P(Q1), 1 < p < oco. Dann ist ulg, € LP(Qo)
wohldefiniert, und der ,Spuroperator

Wl’p(Q+) S U U|Q0 € LP(Q())

ist linear und stetig.

Beweis. i) Sei u € C1(Q). Fiir 2’ € Q gilt

u(z’,0) = u(a',x,) — ' %(m’, s) ds.
0 n

Nach Mittelung bzgl. x,, erhalten wir die Abschéitzung

1 1
u(z’, 0)] g/ (e, )| dxn—f—/ V(e s)| ds.
0 0



