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Aufgabe 12.1

12.1a) Für φ ∈ [0, 2π] seien die Matrizen

A =

[
1 1 0
0 1 1

]
, B =

[
1 2
3 6

]
, C =

cos(φ) 0 − sin(φ)
0 1 0

sin(φ) 0 cos(φ)


gegeben. Berechnen Sie jeweils eine Singulärwertzerlegung von A, B und C.

12.1b) Lösen Sie Teilaufgabe 12.1a) für φ = π
4 mit MATLAB.

Hinweis: Um eine Singulärwertzerlegung zu berechnen, kann man die Funktion svd benutzen.

Aufgabe 12.2

Es sei die Fibonacci-Matrix A gegeben durch

A =

(
1 1
1 0

)

12.2a) Bestimmen Sie die Eigenwerte (σ1, σ2) und Eigenvektoren der Länge eins zu den Matrizen ATA
(Eigenvektoren u1, u2) und AAT (Eigenvektoren v1, v2).

12.2b) Zeigen Sie, dass für eine geeignete Wahl der Eigenvektoren in der ersten Teilaufgabe Av1 = σ1u1
und Av2 = σ2u2 gilt.

Hinweis: Die folgende Gleichung könnte für Teil-Aufgabe b) von Nutzen sein:(
1±
√

5

2

)2

=
3±
√

5

2
.

Aufgabe 12.3

Sei

A =

(
1 1 0
0 1 1

)
.

12.3a) Berechnen Sie AAT , sowie deren Eigenwerte und Eigenvektoren mit Länge eins. Bestimmen Sie
damit eine orthonormale Matrix U für die SVD-Zerlegung von A.
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12.3b) Berechnen Sie ATA, sowie deren Eigenwerte und Eigenvektoren mit Länge eins. Bestimmen Sie
damit eine orthonormale Matrix V für die SVD-Zerlegung von A.

12.3c) Bestimmen Sie orthonormal Matrizen U , V und eine Matrix Σ, so dass A = UΣV T ist. Zeigen Sie
durch direkte Rechnung, dass das Produkt der drei Matrizen UΣV T wieder A ergibt.

Aufgabe 12.4

12.4a) Es seien u1, . . . , un und v1, . . . , vn Orthonormalbasen für den Rn. Bestimmen Sie die Matrix A,
welche jeden Vektor vj 7→ uj abbildet; also so dass Av1 = u1, . . . , Avn = un ist.

12.4b) Konstruieren Sie die Matrix A mit Rang eins, so dass Av = 12u gilt, wobei v = 1
2(1, 1, 1, 1) und

u = 1
3(2, 2, 1) seien. Bestimmen Sie auch die Singulärwerte von A.

12.4c) Erklären Sie, wieso die Singulärwertzerlegung eine MatrixA als Summe von r Matrizen vom Rang
eins darstellt:

A = σ1u1v
T
1 + · · ·+ σrurv

T
r .

Aufgabe 12.5

12.5a) Es seiA eine symmetrische 2×2-Matrix mit den Eigenvektoren u1 und u2 (mit Länge eins). Welche
Matrizen U , Σ und V T erhalten Sie in der Singulärwertzerlegung, wenn die Eigenwerte von A λ1 = 3 und
λ2 = −2 sind?

12.5b) Gilt A = QR mit einer orthonormalen Matrix Q, so stimmt die Singulärwertzerlegung von A
beinahe mit derjenigen vonR überein. Welche der drei Matrizen ändert sich, wenn man vonR zuA = QR
übergeht?

12.5c) Wie äussert es sich in der Singulärwertzerlegung, wenn man A durch 4A austauscht?

12.5d) Bestimmmen Sie die Singulärwertzerlegung von AT und A−1, gegeben der Singulärwertzerlegung
A = UΣV T einer Matrix A.

12.5e) Warum steht in der SVD von A+ I nicht einfach Σ + I?

Aufgabe 12.6

12.6a) Mit Hilfe der Singulärwertzerlegung, lösen Sie das Ausgleichungsproblem

Ac = b,

für

A =
1

3
√

2


−4 5 2

0 3 6
2 2 −1
−2 −2 1

, b =


3
6
3
−3

.
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12.6b) Lösen Sie a) mit MATLAB.

Abgabe:

In der Woche vom 14. Dezember 2020 beim zugeteilten Assistenten. Bitte reichen Sie die MATLAB Auf-
gaben Online ein, wie auf der Webseite beschrieben..
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http://metaphor.ethz.ch/x/2020/hs/401-0151-00L/
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