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Losungen zur Priifung
Lineare Algebra I/II fiir D-MAVT

1. Hinweise zur Bewertung: Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch; machen Sie ein Kreuzchen in das ent-
sprechende Késtchen und zwar so:

wahr falsch

X

Als Markierungen sind ausschliesslich Kreuzchen x erlaubt. Wenn Sie ein Kreuzchen riickgéingig machen wollen,
streichen Sie es klar erkennbar durch.

Jede Teilaufgabe a)-j) gibt einen Punkt, wenn alle Kreuzchen richtig gesetzt sind, —1 falls nicht alle Kreuzchen
richtig sind und 0 falls die Frage unbeantwortet bleibt. Die erreichte Gesamtpunktzahl wird aber nie negativ
sein - wir runden auf 0 auf.

WICHTIG: Die Reihenfolge der Teilaufgaben a)-j) kann von der auf Threm Priifungsblatt abweichen.*

wahr | falsch

a) | Die Teilmenge U = {(z) € R? | x = y + 1} ist ein Unterraum von X
R2.
b) | Sei F': R? — R? eine lineare Abbildung mit F(;) = (zll) und F(?) = X
(5)- Dann ist (1) = (53)-
c) | Sei V' ein Vektorraum und seien w,v € V. Der Durchschnitt aller X
Unterrdume von V', die u und v enthalten, ist gleich span{u,v}.
d) | Sei A eine n x m Matrix, derart dass Ax = c fiir alle ¢ € R™ minde- X
stens eine Losung hat. Dann ist Rang(A) = m.
e) | Seien vy, v9,v3 Vektoren so dass die drei Paare {vy, v}, {v2, v3} und X
{v1,v3} linear unabhéngig sind. Dann sind {v;,vs,v3} linear un-
abhéngig.
f) | Sei A eine Matrix mit charakterischem Polynom p4(\) = (1 — \)3. X
1 00
Dannist A=[0 1 0
001
g) | Die Funktion det: R"*" — R ist linear genau dann wenn n = 1 gilt. X
h) | Sei P, der Vektorraum der Polynome vom Grad < mn. Ist X

{p1(2), pa(x), p3(x)} eine Basis von Py, dann ist {pj(z), py(z), py(2)}
eine Basis von P;.

Ist  {p1(z),p2(x),p3(x)} eine Basis von P,, dann ist X
{p}(z),ps(x), ps(x)} ein Erzeugendensystem von P;.

i) | Seien A, B € R™" Wenn A? = B?, dann gilt entweder A = B oder X
A= —-B.
j) | Jede schiefsymmetrische 3 x 3-Matrix ist singulér. X

Bitte wenden!



x verschiedene Serien A, B, C, D

Siehe nichstes Blatt!



2. Sei C der Vektorraum der stetigen Funktionen f : R — R, und sei V' C C der Unterraum
erzeugt von
B = {cos(z),sin(z), 1, z, 2°}.

B ist eine Basis von V.
a) [2 Punkt] Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix [L]|s der linearen Abbildung
L:V =V, fx) e flx)+ f(x) + f(z)
beziiglich B in der oben gegebenen Reihenfolge.

b) [3 Punkte| Finden Sie die Eigenwerte von [L]g. Ist [L]g diagonalisierbar? Begriinden Sie
Thre Antwort.

c) [2 Punkte] Bestimmen Sie die Losungsmenge S C V' der Differentialgleichung Lf(x) =
sin(x) + .

d) [3 Punkte] Beweisen Sie, dass B tatsdchlich eine Basis von V ist.
Hinweis: Werten Sie die Funktionen in B in den Punkten 0, &%, &7 aus.

Losung: a) Wir berechnen

L(cos(x)) = cos(x) — sin(z) — cos(x) = —sin(z),
L(sin(z)) = sin(x) + cos(x) — sin(x) = cos(x),
L(1) = 1,
L(z) = z+1,
L(z*) = 2°+22+2.
Es folgt daraus, dass
0 1000
-1 0 0 0 0
Ls=|0 01 1 2
0 001 2
0 0001
b) Seien
e (0 1)
-1 0
und

A 0
Da L]z = (0 B) eine Blockmatrix ist, miissen wir nur die Eigenwerte von A und B

berechnen.

Bitte wenden!



d)

Fiir A berechnen wir

det(A — \I) = A 1)\ =N+ 1=+ A—1i).

Deshalb hat die Matrix A die Eigenwerte A\; =i und \y = —i.

Da B eine Dreiecksmatrix ist, sehen wir sofort das B nur den Eigenwert 1 hat, mit alge-
braischer Vielfachheit 3 und geometrischer Vielfachheit 1. Es folgt daraus, dass B nicht
diagonalisierbar ist. Deswegen ist [L]z auch nicht diagonalisierbar.

In der Basis B entspricht der Vektor sin(x) + z dem Spaltenvektor (0,1,0,1,0)". Wir
suchen also die eindeutige Losung v € R® von [L]gv = (0,1,0,1,0)". Da [L]s eine Block-
matrix ist, ist das gewiinschte v gegeben durch die Loésungen v, und v, von Av, = (0,1)"
und Bv, = (0,1,0)".

Wir berechnen

ve =A10,1)" = (2 _01> 0,1)" = (=1,0)7,

und
1 -1 1
v=B710,1,00"=10 1 —=2](0,1,00T =(-1,1,0)".
0 0 1

Es folgt daraus, dass v = (—1,0,—1,1,0)" ist, und deshalb, dass f(x) = —cos(z) +z — 1
ist.

Wir miissen zeigen, dass die Elemente von B linear unabhéngig sind. Nehmen wir eine
lineare Kombination

ay cos(x) + agsin(z) + az + ayx + asr® = 0, (1)

wobei die a; € R sind.
Werten wir die Gleichung (1) in den Punkten & = 0, £7, &7 aus. Man findet

a1 +as3 =10 (2)
ayT axm?

a2—|—a3+7+ 1 =0 (3)
2
QT as7
—a2+a3—%+ 54 =0 (4)
—ay + ag + aym + az7* =0 (5)
CL1+CL3—CL47T+CL57T2:O (6)

Aus (3) + (4) und (5) + (6) bekommt man

7r2a5

2
2&3 + 27r2a5 =0

=0

261,3 —|—

Diese zwei Gleichungen haben nur die Losung az = 0, a5 = 0. Dann impliziert (2), dass
a; = 0 ist. Aus (6) — (2) bekommt man —way = 0~ a4 = 0, womit auch ay = 0. Es folgt
daraus, dass die lineare Kombination (1) trivial sein muss.

Siehe nichstes Blatt!



3. Gegeben sei die quadratische Form
¢:R* = R, x> q(x) =323+ 8xy23 + 75 + 323
a) [2 Punkte] Bestimmen Sie die symmetrische Matrix A, sodass ¢(z) = 2" Az ist.

b) [4 Punkte| Eine Quadrik @ ist gegeben durch die Gleichung ¢(z) = 4. Bringen Sie die
Quadrik durch eine Hauptachsentransformation x = Ty auf Normalform, und geben Sie
dabei auch T explizit an.

c) [4 Punkte]| Bestimmen Sie, welche der Hauptachsen die Quadrik @ nicht schneidet, und
begriinden Sie Thre Antwort.

Losung: a)

b) Wir miissen A diagonalsieren. Erstens finden wir die Eigenwerte von A.

det(A—A) = det 0 1-Xx 0
4 0 3—A
= (=3=M)1-=-XN)B=-X)—4(1—-))-4
(1 =M(=3=1B =) - 16]
= (1-X)(\?—25).

Die Nullstellen davon sind die gesuchten Eigenwerte (EW): A\ =1, Ay = 5, \3 = —5. Die
entsprechenden Eigenrdume/Eigenvektoren sind:

El - Span{(ovLO)T}
Es = span{(1,0,2)"}
E_5 = span{(—2,0,1)"}

Nun ordnen wir die Eigenvektoren in den Matrizen 7" und D an (wobei wir fiir 7" die
Spalten nur noch zu normieren brauchen) und erhalten

1 2

01 -2 0 VAR 1 0 0

10 0~T=1]1 0 0 , D=105 0
2 1

0 2 1 0 NG 00 =5

Weiter: Es gilt D =TT AT und als Normalform von ¢ bekommen wir
4=q(x) = q(Ty) = (Ty) " A(Ty) =y T ATy = y' Dy = yi + 5¢3 — 543,

was man aber auch direkt hinschreiben darf, da sich die Normalform sofort aus den Ei-
genwerten ablesen lésst.

Bitte wenden!



c) Die Hauptachse zum negativen Eigenwert schneidet {z | ¢(x) = 4} nicht. Die anderen
beiden schon. Beweis: Die Achse zum EW —5 ist der Eigenraum E_5. Fiir jeden Vektor v
auf dieser Achse gilt natiirlich Av = —5v und somit

g(v) = vT Av = o7 (=5v) = —50Tw = —5v v = —5|[v||? < 0.

Insbesondere ist ¢(v) nie gleich 4 und die Achse scheidet {z | g(x) = 4} nicht.

Fiir die anderen zwei Hauptachsen bekommt man ¢(z) = 2" Ax = M||z||?>, wobei z €
Ey, A =1, 5. In beiden Fillen gilt: Ist z € Ey derart dass ||z|[* = 1, so folgt z € Q.

NB: Man konnte die Lésung auch mit den y-Koordinaten formulieren. In diesem Fall sind
die drei Hauptachsen die gewohnliche Koordinatenachsen gegeben durch den Span von
den Vektoren (1,0,0)",(0,1,0)" und (0,0,1)".

Siehe nichstes Blatt!



4. Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

i = 2n+ys
Yo = —2y1+ 242 + 2y3
v = —dyi+2ys.
a) [1 Punkt] Schreiben Sie das System in der Form ' = Ay mit einer Matrix A € R3*3,

b) [4 Punkte] Bestimmen Sie die Eigenwerte von A sowie die zugehérigen Eigenvektoren
von A.

c) [5 Punkte] Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung des Differentialgleichungssystems
y' = Ay, und lésen Sie das Anfangswertproblem, y(0) = (0,0,1)".

Losung: a) In Matrixform lautet das System

n\ (2 01\ (n
vl =1-2 2 2 Y2
Y3 -4 0 2 Y3

b) Das charakteristische Polynom von A lautet

det(A— M) = (2=AP —(2-N(=4) =2 -N[2=N2+4)] = —(A—2)(\2 — 4\ +8)
= —(A—2)(A—2—2))(\— 2+ 20).

und daher sind die Eigenwerte A\ = 2, Ay = 2 + 2i, A3 = 2 — 2¢. Der Eigenraum zum
Eigenwert 2 ist der Kern von

0 01
-2 0 2
-4 0 0

Die zweite Spalte impliziert, dass Fy = span{(O, 1,0)"} ist. Analog berechnet man Es, 5 =
span{(—%,3 —4,1)"} und By o =span{(%,1+4,1)"}.

c) Der Real- und Imaginérteil der komplexen Losung

Y(t) 6(2+2z)t % i
1
liefern je eine relle Losung des Systems:
: -}
Yg(t):Re(Y(t)):e2t[cos(2t) L] —sin(2e) | -1 }
1 0
: K
Ya(t) = Im(Y (1)) = e [sm(Qt) Ll 4 cos(2t) | -1 ]
1 0

Bitte wenden!



Dazu haben wir die relle Lésung

Yi(t)=e* |1
0

Da diese Losungen linear unabhéngig sind, erhalten wir die allgemeine Losung:

Y (1
o (t
3(1

y(t) =

L

)

)

)

0 0 _%
ce?t | 1| + th{[a cos(2t) + bsin(2t)] %) — [asin(2t) — beos(2t)] | —1 }
0 1 0

Daraus folgt

n(t) = e715[01 sin(2t) + bcos(2t)]

ya(t) = Ce* 4 e* [(g —b) cos(2t) + (a + g) sin(2t)}
ys(t) = e*[acos(2t) + bsin(2t)].

Setzen wir t = 0 und die geforderten Anfangswerte ein. Die eindeutige Losung ist C' =
1
— 3 a = 1, b=0.

Siehe nichstes Blatt!



5. Auf R?*2 sei das folgende Skalarprodukt gegeben':
(A, B) := Spur(AB").
a) [3 Punkte] Zeigen Sie, dass dieser Ausdruck tatséchlich ein Skalarprodukt definiert.

b) [2 Punkte] Sei V die Teilmenge von R?*? bestehend aus allen Matrizen mit Spur gleich
Null:
V ={A € R¥? | Spur(A) = 0}.

Zeigen Sie, dass V ein Unterraum von R2?*2 ist, und dass die Matrizen

10 1 1 -1 0
B, = , By = , Bg :=

eine Basis B von V bilden.

c) [3 Punkte] Wenden Sie das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren auf B in
der gegebenen Reihenfolge an, um eine Orthonormalbasis B’ von V' zu erhalten.

d) [2 Punkte]| Betrachten Sie die lineare Abbildung F': V' — V definiert durch A — AB; —
B A. Berechnen Sie die Darstellungsmatrix von F' beziiglich B.

Losung: a) Ein Skalarprodukt muss bilinear, symmetrisch und positiv definit sein; wir iiber-
priifen diese drei Eigenschaften. Seien A, B und C' (2 x 2)-Matrizen und A € R.

e Bilinearitit: Dank der Symmetrie (siehe unten) miissen wir nur die Linearitét in der
ersten Komponente iiberpriifen:

(AM+B, C) = Spur (M + B)C") = ASpur(ACT)+Spur(BC") = A (4, C)+(B, C)

aufgrund der Linearitédt der Spur.
o Symmetrie: Wegen der Identitiit Spur(A") = Spur(A) ist

(A, B) = Spur (AB") = Spur (BA") = (B, A).

A::C Z).

a’+b* ac+bd
ac+bd &+ d?

o Positivdefinitheit: Sei

Dann ist
(A, A) = Spur(AAT) = Spur < ) =a*+b*+F+d* >0,

und (A4, A) = 0 genau dann, wenn a =b=c=d = 0.

1Zur Erinnerung: Die Spur einer quadratischen Matrix ist die Summe ihrer Diagonalelemente.

Bitte wenden!



b) Betrachte die lineare Abbildung
Spur: R*? — R, A+ Spur(A).

Da V genau der Kern von dieser Abbildung ist, folgt daraus, dass V' ein Unterraum von
R2?*? ist. Natiirlich kann man auch direkt iiberpriifen, dass A+ B € V fiir alle A, B € V
und A € R ist.

Die Matrizen B; sind sichtbar linear unabhéngig. Es gelten
4 = dim R**? = dim Kern(Spur) + dim Bild(Spur)

und dim Bild(Spur) = 1. Da V' = Kern(Spur) ist, folgt es, dass dim(V') = 3 ist. Die B;
sind deshalb eine Basis von V.

¢) Zuerst normieren wir By, um den ersten Vektor Bj unserer Orthonormalbasis (ONB) zu
erhalten:

. B 1

Sy oy

-1 0 —

Nach Gram-Schmidt ergibt By = By — (B,, B]) B} einen Vektor, dessen Normalisierung
B, der zweite Vektor der ONB ist:

ool )

weil die Matrix schon normiert ist.

Mit analoger Notation fithren wir Gram-Schmidt weiter durch, um den dritten Vektor Bj
zu bestimmen:

By = By —(Bs, By) Bj — (B3, Bj) By = <_11 (1)> ~ 2 Spur <<_11 (1)> | ((1) _01>> | <(1) _01>
—Spur : ’ - ’
1 1) \o o 0 0 10

. By 1

R g

0 -1 0
Die Menge B’ = {B], B}, B}} ist eine Orthonormalbasis von V.

d) Zuerst berechnen wir F'(B;) fiir jeden Basisvektor B; € B. Man findet

F(B)= 0
F(By) = (8 _02> = —2(B; — By)
roy- (9 0) ~am-s

Siehe nichstes Blatt!



Deshalb ist die Darstellungsmatrix von F' beziiglich B
0 2 =2

0 -2 0
0 0 2



