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1. Hinweise zur Bewertung: Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch; machen Sie ein Kreuzchen in das entsprechende

Losungen zur Priifung

Lineare Algebra I/II fiir D-MAVT

Késtchen und zwar so:

wahr

falsch

X

Als Markierungen sind ausschliesslich Kreuzchen x erlaubt. Wenn Sie ein Kreuzchen riickgéngig machen wollen, strei-

chen Sie es klar erkennbar durch.

Jedes richtig gesetzte Kreuzchen ergibt 1 Punkt, jedes falsch gesetzte Kreuzchen ergibt —1 Punkt, unbeantwortete Fragen

ergeben 0 Punkte. Die erreichte Gesamtpunktzahl wird aber nie negativ sein —wir runden auf 0 auf.

WICHTIG: Die Reihenfolge der Teilaufgaben a)-j) kann von der auf Threm Priifungsblatt abweichen.*

wahr | falsch
a) | Die Nullmatrix O € R™*" ist die einzige Matrix in R™*" mit Rang null. X
b) | Die Menge B = {1+ 3z, 1 — 3z, = +x*} ist eine Basis des Vektorraums X
der Polynome mit Grad < 2.
¢) | Die Abbildung F' : R®* — R?, definiert durch F(z,y,z) = (|z|,0), ist X
linear.
d) | Sei A eine n x n-Matrix. Dann existieren eine n x n-Linksdreiecksmatrix X
L mit Einsen auf der Diagonale und eine n x n-Rechtsdreiecksmatrix R,
so dass A = LR gilt.
e) | Sei B = (b;;) € R™*" eine Matrix mit ker B = {0}, so dass b;; = —b;; X
fiir alle 7, 7 ist. Dann muss n eine gerade Zahl sein.
Hinweis: Betrachten Sie die Determinante von B.
2 -1
f) | Es existiert keine Matrix W € R?*2, so dass W - W =1, X
wobei [ die 2 x 2-Einheitsmatrix bezeichnet.
g) | Sei A € R™ " eine Matrix mit A*+2A%+3A+41 = 0, wobei I dienxn X
Einheitsmatrix und 0 die n x n Nullmatrix ist. Dann ist 0 kein Eigenwert
von A.
h) | Sei A eine 4 x 3-Matrix mit Rang(A) = 3. Dann folgt aus Av = Aw, X
dass v = w ist.
i) | Bei einem linearen Gleichungssystem Az = b habe die Koeffizientenma- X
trix A einen kleineren Rang als die erweiterte Matrix des Systems. Dann
hat das Gleichungssystem keine Losung.
J) | Es existiert eine reguldre 11 x 11-Matrix, so dass 112 ihrer Eintrdage X
gleich 1 sind.

* verschiedene Serien A, B, C, D

Bitte wenden!




2. Betrachten Sie die Abbildung £ : R?® — R? gegeben durch

x Tr 4 5y — 8z
y| = | 5z + 3y — 4z
z —r — 3y + 82

a) [1 Punkt] Geben Sie die Darstellungsmatrix von F beziiglich der Standardbasis £ = {ey, 5, €3}
von R? an.

b) [4 Punkte] Gegeben sei die Basis B = {b; := ey, by := e;+e2, b := ea+e3} von R3. Finden
Sie die Ubergangsmatrix 7' von B nach £ (d.h. die Matrix T € R3*3, welche Koordinaten
beziiglich B auf Koordinaten beziiglich £ abbildet) und ihre Inverse 7 1.

¢) [2 Punkte] Berechnen Sie die Darstellungsmatrix von F' beziiglich B unter Verwendung der
Ubergangsmatrix 7" und ihrer Inversen.

d) [3 Punkte] Bestimmen Sie eine Basis des Kerns von £’ und eine Basis des Bildes von F', und
geben Sie die jeweiligen Dimensionen an.

Losung:

a) Es ldsst sich direkt ablesen, dass die Darstellungsmatrix [F]z von F beziiglich der Basis £ wie

folgt lautet:
7 5 =8
[Fle=| 5 3 —4
-1 -3 8

b) Die j-te Spalte der Matrix 7" entspricht dem Koordinatenvektor von b; beziiglich der Standard-
basis £ (j = 1, 2, 3). Das heisst:

1 10
T'=10 11
0 01

Die Inverse 7! ldsst sich auf verschiedene Arten berechnen; wir wenden z.B. das Gauss-
Jordan-Verfahren an:

1 10[100 110 0 0 1001 -1 1
01 1/010|~]01H0]|0 1 ]l~]1010/0 1 -1
00 1/0 01 00 1/0 0 1 00 1/l0 0 1
—(T|Is) —(Is|T-)
Also:

-1 1

T7'=10 1 -1

0 0 1

Siehe nichstes Blatt!



¢)

d)

Man bemerke, dass
[Flg =T '[FleT. (*)

Nun multiplizieren wir die Matrizen in (x) und erhalten die gesuchte Darstellungsmatrix:

1 -1 1 7 5 —8\ (110 1 0 3
Fls=[0 1 —1|]|5 3 —4|lo11|=|6 12 —6
00 1/\-1 -3 8/ \oo1 -1 —4 5

Wir wenden das Gauss-Verfahren auf die Darstellungsmatrix [F']¢ an, um sie auf Zeilenstufen-
form zu bringen:

7 5 =8 1 3 -8 1 0 1
5 3 —4|~1|0 —-12 36|~ |0 1 -3
-1 -3 8 0 —16 48 00 O
Folglich ist
-1

ker(F)=qt| 3 | :teRp,

und die Menge, die nur aus dem Vektor (—1,3,1)" besteht, eine Basis von ker(F). Es gilt also
dimker F' = 1.

Andererseits liest man aus der Zeilenstufenform von [F¢ ab, dass

eine Basis des Bildes von F ist, denn diese Spalten von [F|¢ entsprechen den Pivotspalten.
Somit ist dim Bild F' = 2.

Bitte wenden!



3. Auf R?*? gei das folgende Skalarprodukt gegeben':
(A, B) = Spur (AB").. (%)

a) [3 Punkte] Sei S der Unterraum von R?*? bestehend aus allen symmetrischen Matrizen. Zeigen

Sie, dass
11 1 -1 01
B =< B;:= , By = , B3 =
1 0 -1 0 11

eine Basis von S von ist.

b) [3 Punkte] Wenden Sie das Gram—Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren auf B in der
gegebenen Reihenfolge an, um eine Orthonormalbasis B’ von S zu erhalten.

¢) [2 Punkte] Vervollstindigen Sie B’ zu einer Orthonormalbasis von R?*2

d) [2 Punkte] Zeigen Sie, dass der Ausdruck () tatséchlich ein Skalarprodukt auf R**? definiert.

Losung: a) Der Unterraum S hat Dimension 3, denn

o (00

und es ist nicht schwierig zu zeigen, dass diese drei Matrizen linear unabhiingig sind. Nun soll
man bemerken, dass

B+ B E_Bl—Bz B - B

2 3= 9

E - - “
1 9 y 2 )

+ Bs.

Dies zeigt, dass B den Unterraum S erzeugt. Weil dazu die Anzahl von Elementen in B mit
dim S iibereinstimmt, dann muss B eine Basis von S sein.

Alternative Losung: Direkt zu zeigen, dass B eine erzeugende und linear unabhiingige Teilmenge
von S ist.

b) Zuerst normieren wir By, um den ersten Vektor B] unserer Orthonormalbasis (ONB) zu erhal-
ten:
, B 1

S e ERE

10 10

Nach Gram—Schmidt ergibt B, = By — (B,, B}) B} einen Vektor, dessen Normalisierung 3,
der zweite Vektor der ONB ist:

5 ro-1) g 1 -1\ (11 11\ 2/2 -1
= — — Spur : : == :
2=l o 3P 1 0 10 1 o) 3\-1 o
By 1

(e S LR G

-1 0 -1 0

!Zur Erinnerung: Die Spur einer quadratischen Matrix ist die Summe ihrer Diagonalelemente.

Siehe nichstes Blatt!



d)

Mit analoger Notation fithren wir Gram—Schmidt weiter durch, um den dritten Vektor B; zu
bestimmen:

A " pf //_Ol_llllrol'll'11

By = By — (By, B}) B, — (Bs, BQ>32—<1 1) 3P ((1 1> (1 0)) <1 0>
1 01\ (2 -1 2 -l 00 ;
_éSpur<<1 1>'(_1 0)>'(_1 0>:<0 1>:BS’

weil die Matrix schon normiert ist. Die Menge B’ = { B}, B}, B} ist eine Orthonormalbasis
von S.

In der Teilaufgabe (a) hat es sich gezeigt, dass die Dimension von S gleich 3 ist; es ist ausserdem
klar, dass dim R?*? = 4 ist. Das heisst, um B’ zu einer Basis von R?*? zu ergiinzen, braucht
man nur eine nichtsymmetrische Matrix mit Norm eins auszuwihlen, die orthogonal zu S ist.
Dies kann man z.B. erreichen, indem man eine normierte schiefsymmetrische Matrix auswihlt
(d.h. eine Matrix B, so dass B' = — B ist). Tatsichlich: Wenn A € S und B schiefsymmetrisch
ist, dann ist (A, B) = 0, denn

(A, B) = Spur(AB") = —Spur(A"B) £ —Spur(BA") = —(B, A) £ —(A, B),

wobei (1) aus der Identitit Spur(AB) = Spur(BA) folgt und (2) aus der Tatsache, dass (-, -)
ein Skalarprodukt ist. (Alternativ kann man dies auch sofort sehen, indem man bemerkt, dass
jede schiefsymmetrische Matrix orthogonal auf den Matrizen B}, Bj, B} steht.)

Eine konkrete schiefsymmetrische Matrix ist

0 1
B, = .

Man normiert sie nun, um die vierte Matrix B/ unserer ONB von R**? zu erhalten:

. B 1

B4B4spur<(0 1) _(0 1>)“2'<01 é>:%<—01 (1)>

-1 0 1 0

Alternative Losung: Man kann irgendeine nichtsymmetrische Matrix B, € R**? wiihlen (nicht
notwendigerweise schiefsymmetrisch) und das Gram—Schmidt’sche Verfahren fortsetzen, um
eine ONB von R?*2 zu finden.

Ein Skalarprodukt muss bilinear, symmetrisch und positiv definit sein; wir iiberpriifen diese drei
Eigenschaften. Seien A, B und C' (2 x 2)-Matrizen und A € R.

e Bilinearitdt: Dank der Symmetrie (siehe unten) miissen wir nur die Linearitit in der ersten
Komponente iiberpriifen:

(AM+B, C) = Spur (M + B)CT) = ASpur(ACT)+Spur(BC") = A (4, C)+(B, C)

aufgrund der Linearitét der Spur.
o Symmetrie: Wegen der Identitit Spur(A') = Spur(A) ist

(A, B) = Spur (AB") = Spur (BA") = (B, A).

Bitte wenden!



e Positivdefinitheit: Sei

Dann ist

a?+ b ac+bd

=a*+ P+ +d* >0,
ac + bd 62+d2> -

(A, A) = Spur(AAT) = Spur (

und (A, A) = 0 genau dann, wenna =b=c =d = 0.

Siehe nichstes Blatt!



4. Gegeben sei die Matrix
A=121 -2
1
a) [3 Punkte] Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und ihre entsprechenden Eigenrdume.
b) [3 Punkte] Geben Sie die allgemeine Losung des homogenen Differentialgleichungssystems
t(t) = Az(t) (t €R)
an.
¢) [2 Punkte] Finden Sie eine partikulidre Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems
i(t) = Az(t) + (5,5,5)" (t € R) (%)
und geben Sie dessen allgemeine Losung an.

d) [2 Punkte] Bestimmen Sie die Losung von (xx) zur Anfangsbedingung x(0) = (—3,4,0)".

Losung: a) Das charakteristische Polynom von A ist

A—1 0 0
Py(N) =det(A—=AL)=| =2 Xx—=1 2 |=A-1(A\—-2\+5).

Die Eigenwerte von A, d.h. die Nullstellen von Py, sind also A\; = 1, Ay = 1 + 2i, und \3 =
1 — 2¢. Mit dem Gauss-Verfahren bestimmen wir die entsprechenden Eigenrdume:

0O 0 O 1 0 -1 2
M=1:]1-2 0 2|~]|01 % .Alsoist By = < -3 >
-3 =20 00 0 2
2t 0 O 1 0 0 0
A=142i [ -2 20 2|~ |0 1 —i]|.AlsoistEy 9 = < 1 >
~3 -2 2 (o 0 0 1
-2 0 0 1 00 0
Ao = 1 — 23 -2 =2 2 ~ 10 1 7].Alsoist F1_q; = < —1 >
-3 -2 -2 0 00 1

b) Der Losungsraum von & (t) = Ax(t) ist dreidimensional; wir bestimmen drei linear unabhingige
Losungen. Fiir den Eigenwert \; ist

Bitte wenden!



d)

eine Losung. Aus den komplex konjugierten Eigenwerten \; und )\, erhilt man zwei linear
unabhiingige Losungen, nimlich den Real- und den Imaginirteil von e("+2)¢(0, 7, 1)T. Es gilt

0 0 0 0
U2 i | = el(cos2t +isin2t) | i | =€ —sin2t | +¢ | cos2t
1 1 cos 2t sin 2t
Dann sind
0 0
zo(t) =€ | —sin2t |, w3(t)=¢€" | cos2t
cos 2t sin 2t

die gesuchten Losungen. Die allgemeine Losung des homogenen Differentialgleichungssystems
ist also

2 0 0
z(t)=e" ¢ Cy | =3 | +Cy | —sin2t | +C5 | cos2t
2 cos 2t sin 2t

Wir miissen eine partikuldre Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems finden.
Offenbar hat das System eine konstante Losung, d.h. wir machen fiir die partikuldre Losung den
Ansatz z,(t) = (o, 3,7)" € R3. Nach Ersetzen in (xx) gilt

Az, (t) = (=5,-5,-5)".

Es handelt sich um ein inhomogenes lineares Gleichungssystem; wir bestimmen seine Losung
(z.B. mit Hilfe des Gauss-Verfahrens), nimlich

)
zp(t)=| 5
0
Die allgemeine Losung von (**) lautet also
2 0 0 -5
x(t)=e' O [ =3 | +Cy | —sin2t | + O3 | cos2t +1 5
2 cos 2t sin 2t
Die Anfangsbedingung ergibt:
2 0 0 -5 -3
SL’(O) = Cl -3 + CQ 0 + 03 1 -+ 5 == 4
2 1 0 0 0

Daraus folgt, dass ¢} = 1, Cy, = —2 und C3 = 2 sind.

Siehe nichstes Blatt!



5. Fiir die Abschitzung der Parameter A und B im Ausdruck
T(x,y) = Az + By

werden die Messwerte 7; jeweils an den Stellen (x;,y;),7 = 1,...,6, erfasst:

i) 4 -2 -3 -1 1

a) [4 Punkte] Stellen Sie das iiberbestimmte Gleichungssystem fiir dieses Problem auf (d.h. die
Gleichungen, die erfiillt werden miissten, wenn die Messwerte 7; an den Punkten (z;,y;) feh-
lerfrei wiren) und die dazugehdrigen Normalgleichungen.

b) [4 Punkte] Bestimmen Sie Parameter A und B, welche die Summe der Fehlerquadrate mini-
mieren. Sind diese Parameter eindeutig bestimmt? Begriinden Sie Ihre Antwort.

¢) [2 Punkte] Berechnen Sie die Ldnge des entsprechenden minimalen Residuenvektors.

Losung: a) Seien

2 =2 4
0 2 -2
A
I'=11 -1, c=1-3{|, xz()
B
1 1 -1
1 -1 1

Dann ist 7'z = c das iiberbestimmte System. Die Normalgleichungen entsprechen dem System
T'Tz =T'ec, wobei

2 -2
0 2
TTT—20111.11—7_5
-2 2 -1 1 -1 L1 -5 11 )’
1 —1
4
)
TTC—20111 3_5
-2 2 -1 1 -1 . —11
1

b) Die Normalgleichungen kann man auch als

()= ()

()

Bitte wenden!



ausdriicken. Man sieht direkt, dass A = 0 und B = —1 eine Losung der Normalgleichungen ist.
Weil Rang(7") = 2, ist die Losung eindeutig.

Bemerkung: Das System der Normalgleichungen lésst sich natiirlich auch mittels des Gaussver-
fahrens l6sen.

¢) Der Residuenvektor ist

2 —2 4 —2
0 2 —2 0
Ter—c=|1 -1 <O>— 3| = 4
1 1 - ~1 0
1 -1 1 0

Sein Betrag ist also

Tz —c|| = VA + 16 = V20 = 2V/5.



