D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
E.Kowalski Ferienserie HS 2020

Dies ist eine Sammlung an Aufgaben, welche im Laufe des Semesters nicht verwendet
wurden. Daher ist der Schwierigkeitsgrad auch durchgehend eher hoher als in den
requldren Aufgaben des vergangenen Semesters. Konnen Sie also eine Aufgabe nicht
losen, so soll dies kein Indikator sein, dass Sie das Material nicht verstanden haben,
viel eher sollten diese Aufgaben als Erginzung und Herausforderungen angesehen
werden.

Aufgaben mit x sind besonders schwierig oder erfordern ein priziseres Verstindnis
der Konzepte als tiblich.

1. Vollstidndigkeit (Serie 3)

(a) Benutzen Sie die Vollstandigkeit von R um zu zeigen, dass fir jede von oben
beschrinkte, nicht-leere Menge A C R ein Supremum s € R existiert. Was ist die
analoge Aussage fiir Infima?

(b) Eine Intervallschachtelung ist eine Folge I, I5, I3, . .. kompakter Intervalle, d.h.
Iy = [ag, br] mit ap < by, € R fiir alle & € N, mit folgenden Eigenschaften:

1.) Ixy1 C I fiir alle natiirlichen Zahlen k.

2.) |Ix| := by — ay, wird beliebig klein, d.h. fir jedes € > 0 existiert eine natiirliche
Zahl k mit |I;| < e.

Nutzen Sie die Vollstandigkeit von R, um folgende Aussage zu zeigen:

JxeRVEeN: zel

Hinweis: Die Existenz von Suprema und Infima kann hilfreich sein, doch auch ein
direkter Beweis mit der Definition aus der Vorlesung ist moglich.

2. Kreise und Gerade in der komplexen Ebene x (Serie 3)

Wir erinnern uns, dass ein Kreis in der Ebene R? gegeben ist durch eine Gleichung
der Form:
(& —my)* + (y —my)* =17,

wobei alle (z,y), welche diese Identitat erfilllen, auf dem Kreis mit Mittelpunkt
(my, m,) mit Radius r liegen. Eine Gerade ist hingegen gegeben durch:

a-z+b-y+c=0,

wobei alle (z,y), welche die Identitét erfiillen, auf einer Gerade liegen mit Steigungs-
vektor (—b, a) und ¢ die Entfernung zum Ursprung parametrisiert. Ziel dieser Aufgabe
ist es, eine einheitliche Beschreibung von Geraden und Kreisen in der komplexen
Ebene zu erhalten.
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(a) Nutzen Sie die Zerlegung von komplexen Zahlen in Real- und Imaginérteil, um zu
beweisen, dass die folgenden Gleichungen Kreise bzw. Geraden in der Ebene darstellen:

(i) |zP=1=0

(ii.) |2|> —iz+iz=0
(ifi.) |22 —iz+iz—2=0
(iv.) —iz+iz+1=0
Skizzieren Sie die Mengen.

(b) Beweisen Sie durch Umformen der Identitdt und unter der Verwendung des Real-
und Imaginarteils von z, dass die folgende Identitét:

alz?+bz+bz+c=0,

einen Kreis bzw. eine Gerade parametrisiert fiir eine beliebige komplexe Zahl b sowie
reelle Zahlen a, ¢ mit [b|*> — ac > 0. Gilt auch die Umkehrung, d.h. lassen sich alle
Kreise und Geraden in der Ebene durch eine solche Identitat beschreiben?

(c) Verwenden Sie die Darstellung aus der vorherigen Teilaufgabe, um zu zeigen, dass
die Inversionsabbildung, welche z seine Inverse 2! zuordnet, Kreise und Geraden mit
dem Koeffizienten ¢ # 0 auf Kreise und Geraden abbildet. Denken Sie dariiber nach,
was im Falle eines Kreises bzw. einer Geraden mit ¢ = 0 passiert.

3. Limes Superior (Serie 5)

Fir beschrankte Folgen reeller Zahlen existiert stets mindestens ein Haufungspunkt.
Ziel der Aufgabe ist es, eine Formel fir diesen zu finden. Sei dazu (a,),en eine
beschrankte Folge reeller Zahlen:

(a) Wir definieren fiir jede nattirliche Zahl n:

b, := sup a;
k>n

Zeigen Sie, dass die Folge (b, )nen monoton fallend und beschrénkt ist.

(b) Folgern Sie, dass die Folge (b,)nen konvergiert und der Grenzwert wie folgt
gegeben ist:

li = inf

A, b = ff sup a

Begriinden Sie, warum der Grenzwert ein Haufungspunkt der Folge (a,)nen ist.

Bemerkung: Dieser Haufungspunkt wird auch der Limes Superior der Folge genannt
und kurz als limsup,,_, . a, geschrieben.
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(c) Zeigen Sie, dass dies der grosste Haufungspunkt der Folge ist.
Hinweis: Argumentieren Sie mittels Widerspruch.

(d) Bonusaufgabe: Finden und beweisen Sie eine analoge Formel fiir den kleinsten
Héufungspunkt einer beschriankten Folge reeller Zahlen.

4. Kompaktheit (Serie 7)

Wir nennen eine Menge K C C kompakt, falls jede Folge (a,)nen mit a,, € K,Vn € N
eine konvergente Teilfolge besitzt, welche gegen einen Grenzwert in K konvergiert.

(a) Beweisen Sie, dass jede kompakte Menge K wie oben beschrankt ist.
(b) Zeigen Sie, dass [0, 1[ nicht kompakt ist, [0, 1] hingegen schon.

(c) Zeigen Sie, dass wenn K C C kompakt ist und f : K — C stetig, dann ist
folgende Menge auch kompakt:

S = {f(x) | 2 € K}

(d) Folgern Sie hieraus die folgende Verallgemeinerung des Extremwertsatzes: Sei
[+ K — R stetig und K C C kompakt, dann nimmt f sein Maximum und Minimum
an.

Hinweis: Wegen der vorherigen Teilaufgaben wissen Sie, dass f(/K) beschrankt ist.
Wihlen Sie nun (a,)nen eine Folge, sodass f(a,) gegen das Supremum bzw. das
Infimum der Menge f(K) konvergieren. Was kénnen Sie tiber (a,),ey aussagen?

5. Konvergenzverhalten auf dem komplexen Rand (Serie 8)

Als Verallgemeinerung der vorherigen Aufgabe wollen wir nun das Konvergenzverhalten
fir komplexe Zahlen x bestimmen, die |z| = R erfiillen.

Hinweis: Aufgabe 5.5 aus Serie 5 ist essenziell hier. Man darf ohne Beweis verwenden,
dass die Aussage von Aufgabe 5.5. weiterhin gilt, wenn (b,),en eine Folge komplexer
Zahlen mit beschrénkten Partialsummen ist.

(a) Betrachten Sie die Potenzreihe:
> "
n=1

Bestimmen Sie den Konvergenzradius R und beweisen Sie, dass die Reihe fiir alle
z € C mit |z| = R divergiert.
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(b) Betrachten Sie die Potenzreihe:
s
n=1 n

Bestimmen Sie den Konvergenzradius R (oder benutzen Sie die vorherige Aufgabe)
und bestimmen Sie die Punkte x € C, fiir welche die Potenzreihe konvergiert.

(c) Betrachten Sie die Potenzreihe:

OOITL
2

"2
n=1 n

Bestimmen Sie den Konvergenzradius R (oder benutzen Sie die vorherige Aufgabe)
und bestimmen Sie die Punkte x € C, fiir welche die Potenzreihe konvergiert.

Hinweis: Es ist hilfreich zu bemerken, dass jede komplexe Zahl z mit |z| = 1
die Form z = €% besitzt, fiir ein geeignetes ¢ € R. Benutzen Sie geometrische
Summationsformeln fiir Ausdriicke der Form 1+ ¢+ ¢? + ...+ ¢" mit ¢ € C.

6. Alternative Definition der Eulerzahl e (Serie 8)

Ziel dieser Aufgabe ist es, die folgende Formel zu beweisen:

n—oo

1 n
lim (1 + ) =e =exp(l)
n

(a) Nutzen Sie den Binomischen Lehrsatz, um den folgenden Ausdruck auszumulti-
plizieren:
1 n
(1+5)
n

(b) In dem Ausdruck oben erscheinen Summanden der Form:

n\ 1
k)| nk

fir k < n. Zeigen Sie, dass gilt:

(c) Beweisen Sie, dass gilt:
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(d) Betrachten Sie nun den folgenden Ausdruck:

N &1
14+2) — —
‘( * n> kz::o k!‘
Verwenden Sie die vorherigen Teilaufgaben und die Dreiecksungleichung, um zu

beweisen, dass fiir beliebiges € > 0 und n gross genug gilt:

1 "1

1+-) =S =<
K—i_n) ,;)k:!‘_g

Hinweis: Beachten Sie, dass Y32 v 1/k! beliebig klein wird, wenn N gross genug ist.
Sie sollten alle vorherigen Teilaufgaben anwenden kénnen in den Abschétzungen.

(e) Folgern Sie, dass:

n—o0

1 n
lim (1 + ) =exp(l) =:e
n

7. Zwischenwertsatz fiir Ableitungen x (Serie 10)

Ziel dieser Aufgabe ist es, eine Version des Zwischenwertsatzes fiir Ableitungen zu
beweisen.

(a) Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion:

o 2% sin (%), x#0
o= {s "

Beweisen Sie, dass f stetig und differenzierbar auf ganz R ist, aber f’ unstetig in 0
ist.

(b) Esseinun f: [a,b] — R differenzierbar und stetig und wir nehmen an, dass die
Grenzwerte:

f’(a+) — lim f([E) B f(a)’ f/(b,) — lim f(:L‘) B f(b)

z—at T — a b~ r—>b ’

existieren. Zeigen Sie, dass wenn f’(a;) > 0 > f/(b_), dann erreicht f ein globales
Maximum auf [a,b] im Inneren des Intervalls, d.h. an einer Stelle ¢ €]a, b].

Hinweis: Beachten Sie, dass f’(a;) > 0 impliziert, dass fiir x > a nahe genug auch

gilt:
f(x) — f(a)

r—a

>0

Daher gilt fir « nahe a auch f(x) > f(a). Begriinden Sie dies genau und folgern Sie
eine dhnliche Ungleichung fur f'(b_).



ETH Ziirich Analysis 1 D-ITET
HS 2020 Ferienserie E.Kowalski

(c) Esseinun f'(ay) >~ > f'(b—) mit v € R. Begriinden Sie mittels der Funktion
g(z) = f(x) —yz und den Uberlegungen aus der vorherigen Aufgabe, dass ein ¢ €]a, b]
existiert, sodass:

J()=1(e) =1 =0

(d) Folgern Sie mittels der vorherigen Teilaufgabe, dass wenn f'(a;) > f'(b-), dann
nimmt f’ jeden Wert in | f'(b_), f'(ay)[ an.

(e) Nehmen Sie nun an, dass f'(ay) < f'(b_). Wie kénnen Sie in diesem Fall aus den
vorherigen Teilaufgaben folgern, dass f” jeden Wert in | f'(a4 ), f/(b—)[ annimmt?

Hinweis: Wie miissen Sie f verandern, damit die vorhergehende Diskussion sich
anwenden lasst?

8. Grenzwerte und Taylorpolynome (Erginzung zu Serie 11)

Taylorpolynome stellen ein wichtiges Hilfsmittel bei der Bestimmung von einigen
Grenzwerten dar:

(a) Fir die ganze Aufgabe seien f,g: I — R Funktionen in C°°(I) und es sei 0 € I,
I ein offenes Intervall. Man nehme an, dass f)(0) = ¢ (0) = 0 firalle 0 < j < k—1
und f*)(0), g™ (0) # 0. Beweisen Sie:

f@) _ fM(0)

li =
20 g(z)  g®(0)

Moglicherweise méchten Sie sich auf den Fall £ = 1 beschranken, um die Berechnungen
iibersichtlich zu halten.

Hinweis: Benutzen Sie die Taylorpolynome der Ordnung £k von f, g und verwenden
Sie die Restgliedformel in Theorem 5.7.3. Zudem gilt die Formel auch fiir f*)(0) = 0,
dies wird aber einfachheitshalber nicht betrachtet, damit keine Fallunterscheidung
vorkommt.

(b) Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

log(14=x)

[} llmxﬁo -

cos(2z)—1+4222

e lim, z sin(z)3

1
T

e lim, ,cos(z)

Hinweis: Fir den letzten Grenzwert ist eine geschickte Umformung notig. Warum
ist diese erlaubt? Verwenden Sie Taylorpolynome wie in Example 5.7.10.
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9. Alternative Version des Mittelwertsatzes %
Wir formulieren und beweisen eine stiarkere Version des Mittelwertsatzes:

(a) Esseien f,g: [a,b] — R stetige Funktionen, die in ]a, b| differenzierbar sind. Wir
nehmen folgendes an:

g(a) # g(b)
Zeigen Sie, dass die folgende Funktion stetig in [a, b] und differenzierbar in |a, b| ist:
f(0) — f(a)
h:la,b| = R, h(z):=f(x) - ————=(g(x) —g(a
0,1 (@) = £ (o) = )y 9(0) = 9(a)
(b) Zeigen Sie, dass gilt:
h(a) = h(b)

(c) Nutzen Sie den Mittelwertsatz/Satz von Rolle, um zu zeigen, dass ein ¢ €|a, b]
existiert, sodass:
h'(c) = 0.

(d) Verwenden Sie diese Einsicht und die Definition von h(z), um zu zeigen, dass
wenn ¢'(z) # 0 fir alle z €]a, b]:

f'(e) _ fb) = f(a)
g'c)  g(b) —gla)

(e) Es seien nun f,g: I — R stetige und differenzierbare Funktionen mit xy € I.
Ferner sei f(z) = g(zo) = 0 und ¢'(z) # 0 fir alle x € I. Zeigen Sie, dass fiir jedes
x # x9 € I ein ¢, zwischen x und x, existiert, sodass:

f@) )
9(@) ~ glc)

Hinweis: Verwenden Sie den verallgemeinerten Mittelwertsatz hierzu.

(f) Wir bleiben bei der Notation aus der vorherigen Teilaufgabe. Folgern Sie nun,

dass: )
lim /(@) = lim f'(z)

o gla) ~ 0 g'(a)

Y

vorausgesetzt der Grenzwert auf der rechten Seite der Gleichung existiert.

Hinweis: Dies ist die sogenannte Regel von L’Hopital.
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10. Mittelwertsatz fiir Integrale (Serie 13)

Es seien f, ¢ : [a,b] — R stetige Funktionen und g(x) > 0 fur alle = € [a, b]. Beweisen
Sie, dass ein ¢ € [a, b] existiert, sodass gilt:

[ #@gwyiz = 1) [ gla)ar

11. Parameterabhingige Integrale (von F.Nestaas)

Es sei:
2 3

rt+x
/ ft)dt =z, Vz€l0,+o0]
0
Bestimmen Sie f(2).

Hinweis: Es sei F' eine Stammfunktion von f mit F(0) = 0. Schreiben Sie das
Integral um mittels F' und dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung.
Wenn Sie auf beiden Seiten nach x ableiten und F’ = f verwenden, sollten Sie der
Loésung nahe kommen.

12. Ableitungen, Integrale und Grenzwerte
Losen Sie die folgenden Teilaufgaben:

(a) Ableitungen: Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen explizit.

a) f 0, +oo[= R, f(z) := &® ¢) fiR\{0} 5 R, f(z) =
b) f:]0,400[— R, f(z) := cos(z™") d) f:]—1,1[= R, f(z) ;= 2tenz)

(b) Integrale: Losen Sie die folgenden Integrale explizit.

a) [Zlog(x)dx £) [y log(1 + 2?)dx

b 1Ld oo log(x

) I e ) I i

¢) Jfot log(1 + tan(x))dx

) Jo' log( (z)) b i de

d) i V1= a2dx

e) ¢ sin(log(z))dx i) fog sin(x) log(sin(z))dx

(c) Grenzwerte: Bestimmen Sie die Grenzwerte unter Verwendung aller Techniken
aus der Vorlesung.
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a) c)
sin(v1+x—1)

lim ’ 1 — cos(x)
w0 t mir(r)l‘*‘ T
b)
lim sin(z) + sin(3z) f)
3 cos(2x) no
li —_
C) ng{olo kzzzl n2 + k2
N |
lim
x—092% — ]
g)
d)

& 1
. . L lim ——
ilir(l)(l + 25sin(z)) @@ n=500 kz::l /2 £ 2kn

Hinweis: Zumal diese Aufgaben mittlerweile Routine sind, werden hierzu nur teilweise
explizite Losungen verdffentlicht. Sie kénnen Thre Losungen auch auf WolframAlpha
priifen und bei Fragen den Organisator kontaktieren.

«» Frohe Festtage! e



