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6.1. Potenzreihen

(a) Aus der geometrischen Reihe:

fur |z| < 1 folgt:
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(b) Es gilt fur alle || < 1
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(c) Man kann die gesuchten Anfangsglieder der Potenzreihe durch wiederholtes
Differenzieren der Funktion f berechnen. Wir wéhlen hier eine andere Moglichkeit.
Die gegebene Funktion ist das Produkt zweier Funktionen mit bekannter Taylor-

Entwicklung, f(z) = g(z)h(z), wobei

g(x) = Zix = ; i:%(_l)n (g)”
und
h(x) := sin(z) = ;;)(_ ) (2k +1)!
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Die Taylor-Entwicklung von f ergibt sich als Produkt dieser beiden Potenzreihen,
dank der allgemeinen Leibnizformel fiir Ableitungen:

f(z) = Z cpx™, mit ¢, = Z arby
n=0

k+0=n

wobel
(1"
ar = ok+1

und
0 falls ¢ gerade,

b, = _
¢ { (-1)7 - 4 falls £ ungerade.

Damit erhalten wir ¢y = 0 und
1
c1 = aphy = 5 )

1
cy = aiby :_Za
1 1 1

3 = aobs + asbs =—E+8 o0’
Der Anfang des Taylorpolynoms der Funktion f lautet also
2 3

@) =5 =T+ 5+ Ralf,0)(@).

6.2. Fehlerabschatzung
Aus der Vorlesung ist bekannt

sinz = Ty, sin(x)(x;0) + Ropia (),

wobei
: (2n+2)(€)
sin "
Fansa ) = = gy

mit £ € (0, z) ist.
Fir x = 1 gilt somit

Sin(2n+2) (5)

Ronya(1) = “enio)l
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mit £ € (0,1). Wir schitzen das Restglied mit

Sin(2n+2) (5)
(2n + 2)!

1
<
~ (2n+2)!

| Rons1(1)] =

ab. Weil wir einen Fehler kleiner als (100!)~! wollen, setzen wir die Bedingung

1

@2 < (100!)~*

durch. Das ist dquivalent zu 2n + 1 > 99. Deshalb wird die Losung der Aufgabe durch
2n 4+ 1 = 101 gegeben.

Tatséchlich reicht schon 2n 4+ 1 = 99. Dies kann man wie folgt sehen: Die Taylorreihe
von sinx besteht nur aus Termen mit ungeraden Potenzen von z. Somit gilt

Tony1sin(z)(x;0) = Topposin(z)(z; 0),

also
Rony1(7) = Ranya().
Letzteres lasst sich schéarfer abschétzen mit der Formel vom Restglied:

Sin(2n+3) (5)

(2n + 3)!

1
~ (2n+3)!

| Ron2(1)] =

Fiir 2n + 1 = 99 gilt also schon

| Rons1(1)] = [Ransa(1)] < (100!) 7

6.3. Grenzwerte

(a) Durch Erweitern sehen wir:

sin(z)? _ sin(z)*(vV1+ a3 + 1)
VIit+ad -1 a3

Nun bemerken wir, dass:

lim v1+234+1=2,

z—0t

daher reicht es, den folgenden Grenzwert zu bestimmen:

()3
lim sin(x)

z—0t 3
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Dank Taylorpolynomen und der Restgliedformel wissen wir:
sin(z)? = 2° + 2°r(2),
wobei r(z) — 0, wenn x — 0. Somit also:

. 3 3 .3
lim sin() = lim T+ 2r(z) = lim 1+r(z)=1
z—0+ 23 z—0+ 3 0+

Somit finden wir insgesamt:

()3
lim sin(x)

i S A
w0t /14 23 — 1

(b) Man bemerke, dass e'/* gegen e® = 1 konvergiert, wenn x — +oo. Somit folgt
sofort, da x gegen +o0o geht: )
mll}rgo rer = 400

(c) Ersetzen wir x durch 1/y, so sehen wir:

) 1 .eY
lim ze= = lim —
20+ y—+oo gy

Geméss der Potenzreihenentwicklung fiir e¥ wissen wir, dass fiir y > 0 gilt:

400 ., n 2
e¥ = Z yil > ¥
—n! 2
Somit also:
e Yy
—>Z =2
Y y 2
Daraus schliessen wir, da:
lim < = +o0,
Yy—+00
ebenso gelten muss:
ey
lim ze * = lim — = +00,
z—0+ y—=+oo Y

aufgrund der Monotonie von Grenzwerten.

(d) lim,,; =8 Man beachte, dass gilt:

e —ecos(z—1)

. log() . log(1+y)
lim =lim —————|
e=1e* —ecos(z — 1)  y=0e(e¥ — cos(y))
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wenn man 1 4 x durch y ersetzt. Gemass Taylorpolynomen wissen wir:
log(1+y) =y +yri(y),
wobei geméss der Restgliedformel gilt 7 (y) — 0 fiir y — 0. Zudem finden wir, dass:
e? — cos(0) = 0,e" +sin(0) = 1,
und somit haben wir geméss der Taylorformel:
e’ —cos(y) =y + yr2(y),

und auch hier gilt 75(y) — 0, wenn y — 0 wegen der Restgliedformel. Daher sehen
wir:

e(ev —cos(y)) e(y+yra(y) e(l+m(y) e
wenn y — 0. Daher kdnnen wir nun folgern:
log(z) 1

lim ==
z>le? —ecos(z—1) e

log(l+y)  y+yn(y) = 14+m(y) N

Y

(e) Es gilt:
Tt = exlog(a:)’

da die Exponentialfunktion stetig ist, reicht es also folgenden Grenzwert zu bestimmen:
lim log(z)

Hierzu bemerken wir, dass fiir x < 1 gilt:

log() = 2(10(x) — log(v/#) = - (x — V),

fur ein ¢ €]z, /2| geméass Mittelwertsatz. Somit sehen wir, da 1/z fallend ist:

2 2
0>1 > —(x — =2-—
o8(@) > ~(a — Vi) =2 - —
Dies impliziert:
0> zlog(z) > 2z — 2y/x
Da nun gilt, dass:
lim 22 — 2y/x = 0,
z—0
so folgt auch, wegen der Einschliessung oben:
glcll)%xlog(x) = 0.

Daher folgt:

limz® =¢e’ =1
z—0
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(f) Man bemerke, dass log(z) gegen —oo konvergiert, wenn x — 0. Somit ist sofort
klar, dass:
log(z)

lim = —00,
z—0 €T

da auch 1/x gegen +oo geht.



