D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
E.Kowalski Musterlosung 1 HS 2020

1.1. Logik

(a) 1.) Bedeutung: Fir alle x € N existiert ein y € N, sodass y > .
Die Aussage ist wahr, zumal y = = + 1 die gewiinschte Ungleichung erfillt und
r+1eN.

2.) Bedeutung: Fir jedes v € N gilt entweder die Ungleichung x > 10 oder x < 10.
Die Aussage ist falsch, da x = 10 keine der beiden Ungleichungen erfillt.

3.) Bedeutung: Es gibt eine reelle Zahl, sodass x # p/q fir alle p,q € Z mit q # 0.
/ Es gilt R # Q.

Die Aussage ist wahr, da 7 beispielsweise irrational ist, d.h. nicht durch einen
Bruch darstellbar.

4.) Bedeutung: Fir jedes Tripel (a,b,c) € Z X Z X 7 gilt, dass wenn ¢ das Produkt
ab teilt, dann teilt ¢ entweder a oder b.
Die Aussage ist falsch, betrachte 4|2 - 2, aber offensichtlicherweise teilt 4 nicht 2.

(b) 1.) VneN:n®>#24oderVn €Z:n? +# 24
2.) VnEN,EImEN:m>noderﬁ(EInEN,VmEN:an)

Hinweis: Es gibt auch andere, korrekte Losungen. Im Zweifelsfall wenden Sie sich an
Thren Ubungsassistenten.

1.2. Negation

(a) In € N:n >n+1, d.h. es existiert eine natiirliche Zahl n, welche grosser ist
wie n + 1.

(b) Vvn e Nyam € N: (n # m) A (n+m # 0), d.h. zu jedem n € N existiert ein
m € N, sodass n # m und gleichzeitig n +m # 0.

() In e N3m e NVk€Z: (n#m)A((k=0)V(n+k#m)), dh. es gibt
natiirliche Zahlen n, m, sodass fiir alle ganzen Zahlen k gilt n # m und entweder
k =0 oder n+ k # m.
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1.3. Induktion

(a) Verankerung: Im Fall n = 1 ist die Formel trivial:

1
12:1:61'2'3

Induktionsannahme: Die Formel gilt fiir ein gegebenes n € N.

Induktionsschritt: Betrachten wir nun die folgende Summe:
2 2 21 2
“4+...+n°+(n+1) = 6n(n+1)(2n+1)+(n+1)
1
= (n+1) (671(271 +1)+ (n+1))
1
= é(n + 1)<n(2n +1) +6n + 6)
1
= é(n +1)(2n* + Tn + 6)

= é(n+ 1)(n+2)(2n + 3)

_ é(n F )+ 1)+ 1)@2m+ 1) +1)

Somit haben wir die gewiinschte Formel fiir n + 1 bewiesen und die allgemeine Formel
daher per Induktion geprift.
(b) Verankerung: Im Fall n = 1 ist die Formel trivial:

1 2
3 — — — .
1P=1= (21 2)

Induktionsannahme: Die Formel gilt fiir ein gegebenes n € N.

Induktionsschritt: Betrachten wir nun die folgende Summe:

Pt 40+ n+1)P= (;n(n—kl))?—i—(n—kl)?’
= L+ 12 ( +4(n + 1))

1
= z(n +1)%(n* + 4n + 4)

= L+ 1)+ 2)?

_ (;(n—i— D((n+1)+1))°
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Somit haben wir die gewiinschte Formel fiir n + 1 bewiesen und die allgemeine Formel
daher per Induktion gepriift.

(c) Verankerung: Im Fall n = 0 ist die Formel schlicht die dritte binomische Formel:

=

Induktionsannahme: Die Formel gilt fiir ein gegebenes n € N.

Induktionsschritt: Betrachten wir nun das folgende Produkt:

n n 1_ 2n+1 n
(1 +a) (L) (1) = 2 ()
(1 _ x2n+l)(1 + x2n+1)

11—z
1— 22"

1—=x
(n+1)+1
1 — 2

Y

11—z

wobel wir abermals die dritte binomische Formel verwendet haben. Somit haben
wir die gewtinschte Formel fiir n + 1 bewiesen und die allgemeine Formel daher per
Induktion gepriift.

(d) Verankerung: Fir n = 1 ist die Aussage trivial:

1
Dkkl=1-11=1=2-1=2—-1
k=1

Induktionsannahme: Die Formel gelte nun fiir ein gegebenes n € N.

Induktionsschritt: Betrachten wir die Summe, so sehen wir:

n+1 n
Skekl=(mn+1)-(n+1+> k- k&
k=1

:(n+1)-(n+1)!+(;+1)!—1
(n+1)+1)-(n+1)! -1
=(n+2)-n+1)—-1=(n+2)! -1,

was die gesuchte Identitat fiir n + 1 ist.
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1.4. Induktionsbeweis

Der Schritt von &k =1 zu k + 1 = 2 ist falsch!
Wenn man je 1 Pferd wegnimmt, ist das tibriggebliebene Pferd zwar einfarbig, aber
entgegen der Behauptung miissen die Farben nicht gleich sein.

1.5. Online-MC
(a) (iv)
(b) (i)

(i

(c) (iii), die Kontraposition einer Implikation p = ¢ ist gegeben durch —¢ = —p

(d) (i)



