D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
E.Kowalski Serie 11 HS 2020

11.1. Hohere Ableitungen

(a) Dank der Ketten- und Produktregel finden wir:

f'(z) = —sin(z)es™® + cos(z)?e5 @)
= (—sin(z) + cos(z)?)e ™
f"(x) = — cos(z)e™® — sin(z) cos(z)es™® — 2 cos(z) sin(z)es™®) + cos(z)3es @)

= (—cos(x) — 3cos(x) sin(z) + cos(x)?)es @)
f"(x) = (sin(z) + 3Sin(g;)2 _ 4COS(:L')2 _ 6cos(x)2 sin(z) + cos(x)4)esm(z)
fP(x) = (14 15sin(z) + 15sin(x)? — 10 cos(z)* — 10 cos(x)? sin(x) + cos(z)*) cos(z)es ™

(b) Abermals unter Verwendung der Ketten- und Produkt/Quotientenregel:

O
" _ 2<I2 — 1)
f(x) = 122
" o 4x(x2 — 3)
f(x) = T+

(c) Wie in den vorherigen Teilaufgaben finden wir unter Verwendung der iiblichen
Rechenregeln zu Ableitungen:

(@) () - (e + 1) sin()
(x) = (z — 2€") sin(x) — 2 cos(z)
f"(x) = (3 —2¢e")sin(x) + (x — 2e") cos(x)
fW(z) = —xsin(z) — 4(e® — 1) cos(z)

f'(z) = (" —x) cos(x

11.2. Konvexitat

(a) e Zumal die Funktion beliebig oft differenzierbar ist als Komposition solcher
Funktionen, reicht es geméss des Konvexitéitskriteriums aus der Vorlesung das
Vorzeichen der zweiten Ableitung zu bestimmen. Aus der vorherigen Aufgabe
wissen wir:

2(x% — 1)

(log(1 +2%))" = — 05222
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Somit finden wir an der Stelle z = 2:

6
—— <0
25 ’

und somit ist die Funktion nicht iiberall konvex. Tatséchlich lasst sich so sehen,
dass die Funktion genau auf [—1, 1] konvex ist.

e Dank des Konvexitatskriteriums aus der Vorlesung und der Differenzierbarkeit
des Logarithmus reicht es, die zweite Ableitung zu bestimmen:

(1Og(x)2)” _ 3 B 2log(x) _ 2 — 2log(x)

2 2
Die zweite Ableitung ist daher genau dann nicht-negativ, wenn:

x x? x
1—log(z) >0 = e >z,
somit ist die Funktion auf ]0, e] konvex, aber nicht auf |0, oo.

e Man bemerke, dass gilt:
—? < xz, VreR

Daher ist:

max{z?, —2°} = z?

Diese Funktion ist aber trivialerweise konvex, da die zweite Ableitung konstant
2 > 0 ist.

(b) Man betrachte als Beispiel die Funktionen f(z) = z,g(x) = —z. Die zweiten
Ableitungen dieser Funktionen verschwinden, sind sie konvex. Allerdings ist fg(z) =
f(x)g(x) = —z?* und diese Funktion ist nicht konvex. Damit haben wir das gewtinschte
Gegenbeispiel gefunden.

(c) Man bemerke, dass gilt:
(f(x)g(x))" = f"(2)g(z) + 2f (2)g'(x) + f(x)g"(x)

Da beide Funktionen konvex sind, gilt:

f'(@),9"(x) 20

Zudem aufgrund der Monotonie:

f'(@),g'(x) 2 0
Daher gilt:

(f(x)g(x))" = f"(x)g(z) + 2f (2)g'(x) + f(x)g"(x) = O,

somit ist fg gemass des Konvexitétskriteriums konvex.

2/s
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11.3. Konvexitat und Tangenten

(a) Wir bestimmen zuerst ein A € [0, 1] mit:
y=Ar+(1-X\)z

Somit gilt:

Y

Mz—x)=z—y = A=
z2—z

Somit folgt aus der Konvexitit der Funktion f:

fy) = fAz+ (1= N)z) S Af(2) + (1= A)f(2)
Setzen wir nun \ wie oben bestimmt ein und formen um, so finden wir:

f2) = () _ ()~ 1)

Z—x B zZ—Y

Af(z) = f(2) < (f(2) = fy)) =
Um die andere Ungleichung zu erhalten, bemerken wir:

fly) = fx) [z = fle)  f(z) = fy)

Yy—x Yy—x Yy—
cTE) = f@) () = f(@)(z—y)
T oy-—x (z —2)(y — )
@) —fl)z—x z—y
N z— <y—x y—x)
_ f(z) — f(=)

wobei wir die bereits bekannte Ungleichung verwendet haben.

(b) Man bemerke, dass nach Umordnen die gewiinschte Ungleichung die folgende
Form hat fiir z > xy:

f([)’}) — f(ZE()) > f/(x0)7
r — Tg
sowie fiir z < zy (aufgrund der Division durch eine negative Zahl):
f(l') B f(fl?[)) < f,<x0)
r — g

Man bemerke, dass die Tangentenungleichung fiir x = x4 trivial ist, somit kénnen wir
x # xo annehmen. Zudem beschranken wir und auf = > z(, der andere Fall lasst sich
komplett analog l6sen. In diesem Fall finden wir fir jedes y €]z, z|:

1) = flwo) _ f@) = f(z0)

y—xo T =X
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Dies ist eine klare Konsequenz der vorherigen Teilaufgabe. Lassen wir nun y gegen z
konvergieren, so gilt:
lim f(y) = f(zo)

ymEe Y — Xo

= f'(z0)
Daher, dank der Abschitzung oben kénnen wir sofort schliessen:

f(@) — f(o)

r — g

f(w) <

Das ist die gewiinschte Aussage.

11.4. Taylorpolynome
e Fiir f(z) = cos(x)e™® finden wir geméss Definition 5.7.1:

oy 1 3 4 8 4 14 14

e Fiir f(x) = log(1 + z?) finden wir geméss Definition 5.7.1:

2 12 1
T, f(x;0) = 5232 — Jx‘l =z? — 5:64

e Fiir f(x) = e”cos(z) — xsin(z) finden wir geméss Definition 5.7.1:
1 2 2 1
Tyf(z;0) = 1+ﬂx— axQ— gx‘g =1l4+z—2>- §x3
11.5. Grenzwerte und Taylorpolynome
e Wir sehen dank der Restgliedformel:
log(1+ ) =z + ar(x),
wobei r(z) gegen 0 konvergiert, wenn x — 0. Somit gilt:

log(1+x)  x+axr(x)
T B T

— 1+ r(a),

und wir finden daher den folgenden Grenzwert:

log(1
lim leiml—l—r(w):l

z —0 x z—0
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e Da cos(2z) eine Potenzreihe ist, lasst sich das Taylorpolynom 4.0Ordnung von
cos(2z) — 1 — 222 leicht bestimmen:

24 2
cos(2r) — 1+ 22° = E:l:4 + 2tr(z) = §:c4 + 2 (2),
wobei 1 (z) — 0, falls © — 0 dank der Restgliedformel fiir Taylorpolynome.
Zudem gilt:
sin(z) = x + xry(x),
und somit:
rsin(z)® = (1 + ry(x))?,

wobei auch hier r5(z) — 0, wenn x — 0. Daher kénnen wir sehen:

. cos(2x) — 1+ 222 . 2at tatry (o) 2 4r(2) 2
lim - = lim~*————% =lim =—F+ 2 = -
20 xsin(z)? =0 24 (1 4+ ro(x))?  «=0 (1 +1r9(x))® 3

e Wir bemerken zuerst:

8=

cos(x)= = exp (; log(cos(a:)))

Da die Exponentialfunktion stetig ist, reicht es den folgenden Grenzwert zu
bestimmen:

lim log(cos(x))

z—0 €T
Wir bestimmen das Taylorpolynom des Zahlers: Der erste Koeffizient lasst sich
durch Einsetzen bestimmen:

log(cos(0)) = log(1) =0,
Durch Ableiten finden wir zudem:

(log(cos(x)))l =

Somit ist die Ableitung in x = 0 gerade 0. Daher folgt mittels der Restgliedformel:

1

~ cos(z)

sin(x)

log(cos(z)) =0+ 3x +ar(z) = ar(zx),

wobei r(x) — 0 wenn x — 0 dank der Taylorformel. Daher berechnen wir:

1
lim (28L08@) @) ) =0,
z—0 €T z—0 €T x—0

und somit dank der Stetigkeit:

lim cos(z)* = exp(0) = 1

z—0



