D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
E.Kowalski Serie 12 HS 2020

12.1. Stammfunktionen

(a) Wir sehen dank Prop. 6.1.4.(2):

/sin(:v)Zdw = /(— cos(z)" sin(z)dx
= — cos(z) sin(x) + /cos(x)(sin(:v))’dm
= —cos(z) sin(z) + /COS(ZL‘)2d{E

= — cos(x)sin(z) +x — /sin(w)2dx

und somit:
2/Sin(x)2dx = — cos(x)sin(z) + z + 2C,

daher auch: )
/sin(:v)de =—3 cos(x) sin(x) + g + C,

wobei C' € R beliebig ist.

(b) Durch wiederholtes Anwenden von Prop. 6.1.4.(2) sehen wir:

/sin(:v)exdx = /(— cos(x)) e"dx
= —cos(x)e® + /cos(x)e“”d:p
= —cos(z)e” + /(sin(x))’e””dx
= —cos(x)e” + sin(z)e” — /sin(x)emdx
Lost man dies nun nach der Stammfunktion auf, so sehen wir:

/sin(x)e“”da: = sin(z) ; Cos(x)e”” +C,

wobei C € R beliebig ist.

(c) Gemiss der Kettenregel ist klar, dass e¥"(®) eine Stammfunktion ist, siehe auch
Prop. 6.1.6. Daher gilt:

/cos(x)esm(”)dx — @ 4 ¢,

wobei C' € R beliebig ist.
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(d) Durch wiederholtes Anwenden von Prop. 6.1.4.(2) sehen wir:
/sinh(x) cos(x)dx = cosh(z) cos(x) + /cosh(x) sin(x)dx
= cosh(x) cos(x) + sinh(z) sin(z) — /sinh(x) cos(z)dx,
und somit:
/sinh(:z:) cos(x)dx = ;(cosh(x) cos(x) + sinh(x) sin(m)) + C,

wobei C € R eine beliebige Konstante ist.

12.2. Stammfunktionen per Rekursion berechnen

Bestimmen Sie fiir jedes n € N die Stammfunktionen zu folgenden Funktionen:

cos(z)", z"e”, log(z)"

Zuerst bemerken wir, dass fir n = 1 gilt:
/cos(az)daz = sin(z) + C,/xexdx =ze® —e® + C,/log(a:)da: =zlog(z) —x + C,

wobei C' € R beliebig ist. Dies folgt gemaéss den bekannten Ableitungen und Formeln
aus der Vorlesung. Fiir n = 2 haben wir dank partieller Integration analog zu 12.1.(a):

/cos(m)2dx = ;cos(m) sin(x) + g +C

Ferner findet man auch, mittels analogen Uberlegungen wie im Fall n = 1:

/log(x)2dx = zlog(x)* — 2z log(x) + 22 + C,/xZezdx = x%e® — 2re” + 2e" + C

Wie im Hinweis vorgeschlagen, wollen wir nun Prop. 6.1.4.(2) verwenden, um induktiv
die Stammfunktionen fiir n > 2 zu bestimmen. Es gilt fiir n > 2 dank partieller
Integration:

/cos(a:)"dx = /(sin(x))’cos(x)”_ldx
= sin(z) cos(x)" ' + (n — 1) [ sin(z)? cos(x)" dx

/
= sin(z) cos(x)" ™t + (n — 1) /cos(x)”_de —(n—-1) /Cos(x)”dx,



D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
E.Kowalski Serie 12 HS 2020

und die elementare Umformungen zeigen:

n - l . n—1 n—1 n—2
/Cos(x) dx = nsm@) cos(x)" " + - /Cos(x) dx

Dies erlaubt uns nun, die folgenden Formeln leicht herzuleiten:

1 2
/Cos(x)?’dx =3 sin(z) cos(z)? + 3 sin(z) + C

/Cos(x)4dx = isin(x) COS(:L‘)3 + :sin(x) cos(z) + zx +C

/cos(x)5dx = ;sin(x) cos(z)* + 145 sin(z) cos(z)? + 185 sin(z) + C
1 5 15 15
6 _ = .
/cos(x) dr = G sin(z) cos(z)° + 2 sin(z) cos(z)? + e sin(z) cos(z) + =T C

Als néchstes wollen wir eine Rekursionsformel fiir log(z)™ bestimmen, wobei wir
denselben Trick wie fiir n = 1,2 mittels partieller Integration verwenden:

/log(a:)”d:c = /(:U)'log(a:)”d:c
= zlog(z)" — /m : nlog(x)”_lidx
= zlog(z)" —n / log(x)" da

Diese Rekursionsformel muss nicht mehr umgeformt werden. Hieraus kénnen wir
bestimmen:

/log(x)3d$ = z(log(z)* — 3log(z)? + 6log(x) — 6) + C

/log(x)4da: = 2( log(z)* — 4log(z)* + 12log(z)? — 24 log(z) + 24) + C
/log Vdr = x(Z(— )5_kz!log(a:)k> +C

log( )>—|—C

wobei wir hier einfachheitshalber log(z)? = 1 definieren (obwohl 0° = log(1)° nicht
wohldefiniert ist). Im Allgemeinen kann man sogar induktiv zeigen:

n

/log Vidx = Jc( > (= 1)”’“2: log(m)k> +C,

k=0
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fiir eine beliebige Konstante C' € R.

Zuletzt sehen wir, dass abermals dank Prop. 6.1.4.(2) gilt:
/x"exd:ﬂ =x"e" — /n:c"’lexd:c
Daher, wenn wir definieren:
I, = /m”e“”dm,
so finden wir die Rekursionsformel:
I, =2"" —nl,_

Es ist nun leicht zu sehen, dass (unter Verwendung der Rekursionsformel und unserer
obigen Berechnungen):

Iy=e"+C, 1) = (x—1)e"+C, I = (2* —22+2)e" +C, I3 = (2° — 32> + 62 —6)e” +C,
fiir ein beliebiges C' € R. Dies fiihrt uns zu der folgenden Vermutung:

k=0
Diese Formel ist korrekt fiir n = 0,1, 2,3 wie oben gesehen. Um die Identitéit per

Induktion zu beweisen, gentigt es also, zu zeigen, dass die Formel fiir I, gilt, sofern
sie fur I,,_; korrekt ist. Dies fithrt und zu:

I, =x"e* —nl,_,
n—1 (_1)n—1—k(n _ 1)|

:x"ex—n(z i

k=0

:Ek> e’ +C

—1\7npl n—1 1 n—k !
:7< ) nw"e"+<z< )k‘ nxk>ex+0

n! prr
n (_1>nfkn|

N <Z Kl ‘xk)euo

k=0
Damit ist die Aussage bewiesen. Zumal wir eigentlich nur an [, fir n < 6 finden sollen,
wiirde es auch reichen, die Rekursionsformel zu verwenden, um folgende Ausdriicke
zu finden:

/x?’exdx = (2° — 32% + 62 — 6)e” + C
/x4exdas = (2* — 42® 4 122 — 241 + 24)e” + C
/ Petdr = (25 — 52t + 202° — 6022 + 120z — 120)e” + C

/ 2Sevdr = (25 — 625 + 302 — 1202° + 36022 — 720z + 720)e” + C
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12.3. Integrale berechnen per Definition

(a) Wir wahlen die Stufenfunktionen f,(x), sodass fiir alle n € N und alle k €
{1,...n} gilt:
fa(z) =

Gemadss Theorem 6.2.7 konvergiert diese Folge von Funktionen gleichmaéssig gegen f.
Daher gilt:

k? k kK—1 k
—ﬁ:(n)Q,Va:G] n ’ﬁ]’

/1 2d _ zn: k72 _ i En: k2

0" x_kzzlng_n?’k:l

Gemaéss Aufgabe 1.3.(a) gilt:
1 & Inn+1)(2n+1) 2 1
— L2 — I
n? 2 n? 6 3

wenn n — oo. Daher kénnen wir folgern:

1 1
/ widr = =
0 3

(b) Wir wihlen die Stufenfunktionen f,(z), sodass fir alle n € N und alle k €
{1,...n} gilt:

) =5 = (Y e gL by

R n n on
Gemass Theorem 6.2.7 konvergiert diese Folge von Funktionen gleichmaéssig gegen f.
Daher gilt:

vdr =) —=—
0 e e
Dank Aufgabe 1.3.(b) wissen wir:
iikg _ P11
nt = A ’
fiir n — oo. Daher folgern wir:
1 1
3
dr = ~
/0 Ty

12.4. Partialbruchzerlegung
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(a) Bringen wir beide Summanden auf einen gemeinsamen Nenner, so sehen wir:

1 Az — 24 Bx— B (A+ B)z — (2A+ B)

G-DE-2) @-De-2 G-DE-2  @-DE-2)
Die gesuchten Konstanten A, B miissen also folgendes lineares System erfiillen:
A+B=0, 2A+B=-1

Direktes Ausrechnen zeigt:
A=-1,B=1

Somit gilt also:
1 -1 1
= -
(r—1)(x—-2) z-1 =x-2

(b) Unser Vorgehen der letzten Teilaufgabe ergibt sofort:
r+1 (A+ B)x — (2A+ B)

(x —1)(x —2) (x —1)(x —2)
Somit sind die gesuchten Gleichungen:
A+B=1, 2A+B=-1

Auflésen ergibt sofort:

A=-2B=3
Daher ist die gesuchte Partialbruchzerlegung:
r+1 2 3
= - +

(x —1)(x —2) r—1 x-2

(c) Wie im Hinweis verwenden wir zuerst Polynomdivision, um die Zerlegung zu
vereinfachen. Hierzu bemerken wir:

2} =(x+3)(2* -3z +2)+7r—6
Dies lasst sich einfach aus einer Division mit Rest herauslesen. Daher gilt:

z3 _(a:+3)(ac—1)(x—2)+7x—6_x Tr —6
G- D@2 =Dz —2) SIS T )@=

Somit ist C' = 1, D = 3. Fiir A, B gehen wir vor wie bereits zuvor und finden das
System:
A+B=7 2A4+B=6
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Somit muss gelten:

A=-1,B=8
Daher haben wir die Partialbruchzerlegung:

z3 L3 1 N 8
= _——_—
(x—1)(z—2) r—1 x-2

(d) Wir finden durch Erweitern:

1 (A+ B)x? + (—4A—-3B+C)z + (4A+2B - C)

(x—1)(z —2)2 (x —1)(x —2)2

Das gesuchte Gleichungssystem ist hier also:

0=A+1B
0=—-4A-3B+C
1=4A+2B-C

Auflésen zeigt sofort:
A=1,B=-1,0=1
Somit haben wir:

1 1 1 1

D@22 1-1 z-2 @-2p

Da alle drei Konstanten # 0 sind, folgt, dass alle drei Summanden notig waren.

(e) Einer der grossen Nutzen von Partialbruchzerlegungen besteht darin, dass sie die
Bestimmung von Stammfunktionen signifikant vereinfachen:

e Aus der ersten Teilaufgabe wissen wir:

1 oL
(r—1)(z—-2) -1 z-2

Da log(z) eine Stammfunktion zu 1/x ist, finden wir:

1
/ - D@ =2 = ~loellr = 1) +log(le = 2) + €,

fiir eine beliebige Konstante C' € R. Man beachte, dass der Absolutbetrag
verwendet wird, damit wir iiberall auf R\ {1,2} eine Stammfunktion haben.

7/8
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e Aus der zweiten Teilaufgabe wissen wir:

x+1 2 3

(x —1)(x —2) _m+x—2

Somit folgt, analog zu vorhin:

x+1
/Cp_mw_2ﬂx=—zmgu—1p+3mgm—zp+a

fiir eine beliebiges C' € R.

e Dank unserer Partialbruchzerlegung wie oben gilt:

3 L3 1 N 8
= —_——_— [
(x —1)(z —2) r—1 z-2

und daher:

3

x 1
@1 = z)dac = §ZB2 + 32 — log(|z — 1]) + 8log(|z — 2|) + C,

fiir ein beliebiges C' € R.

° 52 Aus den obigen Berechnungen ist klar, dass:

1
(z=1)(z—

1 1 1 1

G- D@—27 o-1 z-2 (@=22

und daher ist sind die Stammfunktionen gegeben durch:

1

1
/@qux_mﬂxzbﬁ”_lD_b““_QD_x—2+c’

fiir ein beliebiges C' € R.



