D-ITET Analysis 1
E.Kowalski Serie 13

ETH Ziirich
HS 2020

13.1. Integration I

(a) Wir machen den Ansatz

L 1 —ﬂ—i- wWo n w3
33—z zx+1l)(z—-1) 2z x+1 z-1

und erhalten
wi(x? — 1) +wer(z — 1) +wsz(r +1) =1,
d.h.

wl—l—wQ—l—wg:O,
—CUQ+CU3:0,
—wlzl.

Die Losungen des Systems sind

1 1
wlz_la Wy =5, W3 =5,

2 2

und deshalb erhalten wir

1 1 (PBZ)

-z zx+1)(zr—-1) r+1 x-—1
Damit gilt
3 3 3 3
dz 1 1 1 1 1
- (24 7/ d 7/ d
/x3—x /:E :p+2 r+1 x+2 r—1
2 2 2 2
r=3 1 r=3 1
= —Inzl +-In(z+1) +=-In(z-1)
3 1 4 1
= —In-4+-In-+4+=-In2
fy oMyt
2 2 2 2
= In=+ln—+Inv2=In{>-—-v2
3 V3 (3 V3 )

_ /32
- Mgy

(b) Fiir den Nenner gilt

2> —2r — 63 = (v +7)(z —9)

1/u



ETH Ziirich Analysis 1 D-ITET
HS 2020 Serie 13 E.Kowalski

und daher bestimmen wir A, B so dass

dr — 2 A B

(:c+7)(a:—9)_x—9+x+7'

Wir erhalten
4o —2=A(x+T7)+ B(x - 9).

Einsetzen von x = —7, bzw. x = 9 liefert

—-30=-16B = B=15/8
und

34=16-A = A=17/8.

Also gilt
4r—2  17/8  15/8

x2—2x—63_m—9+$+7.

Das Integral ist damit

Qo — 2 1 1
/x—dx:/ 7/8d$+/ 5/8dx
2?2 —2x — 63 z—9 x+7

17 15
=3 log(|z —9]) + glogﬂx + 7)) + e

(c) Wir verwenden eine Partialbruchzerlegung mit dem Ansatz

2x +1 a b

(x+2)2 :x—|—2+(:v—|—2)2'
Das liefert nun
20 +1 _ax+2a—|—b

(z+2)? (z+2)?

und somit das System

a=2
2a+b=1.
d.h. ¢ = 2 und b = —3. Wir bekommen deshalb
20 +1 2 B 3
(z+2)2  z+2 (x+2)2

Wir bekommen
20 +1 2 3
——dx = /7d —/761
/(x+2)2 ‘ cr2 T w2 ™

3
= 21 2|+ —— + C.
oglx + ‘+x+2+
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(d) Wir faktorisieren den Nenner und bekommen
(2% = 9)* = [(z — 3)(z + 3)]* = (x — 3)*(z + 3)°.
Weil die Nullstellen 3 und —3 Multiplizitat 2 besitzen, folgt, dass wir den Ansatz

x? A n B n C n D
(22-9)2 -3 (-3 z+3 (z+3)2

machen miissen, wobei A, B,C, D € R zu bestimmen sind.

Somit erhalten wir

A(x —3)(z +3)*+ B(x +3)*+ C(z — 3)*(x + 3) + D(z — 3)? z?
(x —3)%(x +3)2 (x —3)%(x +3)?

und
(A4+C)2*+(3A4+B—3C+D)2*+(—9A+6 B—9C—6D)x+(—27A+9B+27C+9D) = 22,
was uns das System

A+C=0

A+ B-3C+D=1
—9A+6B-9C -6D =0
—2TA+9B+27C+9D =0

liefert. Das System besitzt die Losungen

1 1 1 1
A=—,B=-,C=-—,D==-
TR U T Ml

und deshalb ist die gesuchte Partialbruchzerlegung

2 1 Lol L.
(22 -9)2 12z —3)  4(x—3)2 12(x+3) 4(x+3)2’

Mit der Partialbruchzerlegung folgt:

2

T 1 1
Ty :/————fd /—————d
/@ﬂ—%?x ]2$—3 SRl e

d
./u +3) +/4x+$ !

1
71 _ -
: olle ~3) - 1=
1
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(e) Zunéchst zerlegen wir die gegebene rationale Funktion durch Polynomdivion in
die Summe eines Polynoms p(z) und eines rationalen Anteils r(x), so dass der Grad
des Zéhlers von r(z) kleiner ist als der Grad des Nenners. Wir erhalten

3z

10 7 3 7
—z' +3x): —1)=a"+ .
(x T z): (z ) == R

3z

Wir faktorisieren den Nenner von r(x) =

3z

Sl ey 3 e B

In diesem Fall wird der Ansatz durch

v a N br +c
-1 x—1 224x+1

gegeben. Somit erhalten wir

3x ar’ +ar+a+br> —br+cr—c

-1 3 —1

und das System

a+b=0
a—b+c=3
a—c=20,

dessen Losungen
a=1,b=-1¢c=1
sind. Die gesuchte Partialbruchzerlegung ist somit

210 — 27 4+ 3¢ N 1 N 1—x
N .
3 —1 r—1 224+x+1

Damit ist

10 .7 3 1—
/Hﬂdx:/ﬂdm%—/ d:c—i—/ *
3 —1 362—|—:c+1

1
féx + log(|z — 1) —l—/de—i-Cl

Um das letzte Integral zu berechnen, versuchen wir die Substitution v = x? +x + 1.
Es gilt Z—Z = (2z + 1). Wir teilen das Integral also wieder auf:

1-— 2 1
/ x T + A

:c2+x+1 - 2 2tr+1 +2/$2+x+1
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Den ersten Teil kénnen wir nun mithilfe der Substitution u = x* + = + 1 berechnen:

1 2v+1

11 1 1,

Fiir den zweiten Teil, erganzen wir quadratisch und benutzen Substitution:
3 1 34 1
2 / N, T 23 1 1)
(z+3) +2 (Vi@+1) +1
1
-3 /

d
v2+1 v

= V3arctan(v) + C3 = V3 arctan (\/g(:c + ;)) + Cs.

dx

Wir schliessen daraus

10 _ .74 3 1 1
/de: —a% +log(|z — 1)) —ilog(\xQ—i-a:— 1)

3 —1 8
4 1
++/3arctan <\/;($ + 2)) +C

13.2. Integration II

(a) Esist

/4 dz B
3 22—20+5

3
dx _/3 du _/2 %dv
(x—1)2+4 Ju2+4 J 0241

2 1
3 1 3 7
(arctan — — arctan 1) = —arctan - — —,
2 2 2 8

DO | = WS~

wobei wir zuerst © = x — 1 und dann v = 2v substituiert haben.

(b) Wir erhalten zunéchst mit partieller Integration
/t3 arctan(t) dt = 1154 arctan(t) — 1/t4 dt.
4 4/ 2 +1
Den letzten Bruch vereinfachen wir mittel Polynomdivision zu
t* 1

=t*—1+_—
241 T

5/11



ETH Ziirich Analysis 1 D-ITET
HS 2020 Serie 13 E.Kowalski

und erhalten somit
1
/t3 arctan(t) dt = Zt4 arctan(t /t2 -1 + d

1 1 1
= 1154 arctan(t) — ﬁt3 + 475 ~1 arctan(t) +C

(c) Die Substitution t = sin x liefert

/Cos:z: _/ 1—sm:ccosxdx:/l—tht:/(l_1)dt
sint z smx t4 tt 2
1 1

:_@+7+K__3sin3x+sinx+K'

(d) Die Substitution & = 4sinh z ergibt dx = 4 cosh z dz und folglich
/\/:E2 +16dx = / \/1651nh2z+ 16 - 4cosh zdz = 16/Cosh2zdz

:8/(cosh2z+1)dz =4sinh2z 4+ 82+ C

= 8sinh zcoshz + 8z + C
= 2z cosh (Arsinh %) + 8 Arsinh % +C

2
— 2 (Z) +1—|—8Arsinh§+0

1
= ix\/azi2 + 16 + 8Arsinh% + C.
Dabei haben wir die Relation
1
cosh? z = B (cosh(2z) +1)+C

verwendet.

Bemerkung: Alternativ kénnte man das obige Integral I := [ cosh? z dz auch mithilfe
einer partiellen Integration berechnen:

I = /cosh2 zdz = sinh z cosh z — /sinh2 zdz

:sinhzcoshz—/(cosh2z—1)dz:sinhzcoshz—/cosh22d2+z
=sginhzcoshz + 2z — I,

also

1
I = i(sinhzcoshz—irz)%—C.
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13.3. Tangenssubstitution

(a) Wir berechnen:

cos(z/2)? + sin(z/2)? _ 1
cos(x/2) cos(3)

1+t(x) =

Dies folgt aus der iiblichen Identitét sin(z)? + cos(z)? = 1. Ferner sehen wir:

cos(z/2)? —sin(x/2)2

1- t2 cos(x
5 = (1/2)2 = cos(z/2)* — sin(x/2)* = cos(z),
L+t cos(z/2)2

wobei wir im letzten Schritt das Additionstheorem fiur Kosinus verwenden. Ganz
dhnlich findet man:
2t sin(z/2)
=2 2)2 2
1+t cos(z/2) cos(x/2)

unter Verwendung des Additionstheorems fiir Sinus.
(b) Direktes Ableiten zeigt:

1 x 1 x 1+¢2
t'(z) = —tan'(Z) = = (1 + tan(%)?) =
() = 5 tan'(5) = 5 (1 + tan(5 ) = —
Man beachte, dass also t'(z) > 1/2 gilt, somit ist ¢(z) also streng monoton wachsend
und auch injektiv. Die Surjektivitat lasst sich aus der Surjektivitit des Tangens folgern

oder mittels Abschiatzungen aus den vergangenen Serien.

= 2sin(z/2) cos(z/2) = sin(x),

(c) Man sieht leicht nun leicht:

3 1 2 1 2
/ dx :/ St (x)de
; 2t(z) —t(x)>?
0 cos(x) + sin(z) U O +1 o 1+ t(x)?
1
——dt
0o 2t+1—1¢2

1 1
:2/;——————&
2—t—12

\/_(artanh(O) - artanh(—\f))

= \/ﬁartanh(\f)
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Hier haben wir y = % verwendet in der zweiten Substitution. Alternativ kann man
mittels Partialbruchzerlegung sehen:

0 0 0
/1 —1y V2dy :\/5/ iydy%—\/ﬁ/l Ldy

V2 1
:7<10g<1+ﬁ>—10g(1—\/§)
_v51 V2 +1
9 Og(\/ﬁ_l)

= \f log(3 + 2v/2)

Beide Losungen sind korrekt. Man beachte, dass als Stammfunktion zu ﬁ hier gerade
die folgende Funktion gewahlt wurde:

—log(1 —y)

13.4. Ableiten von Parameterintegralen

Wir schreiben: .
G:R—=RG(t) = / e dx
0

Gemaéss dem Hauptsatz ist G differenzierbar mit Ableitung:
G't)=e", VteR

Somit sehen wir nun also:

F(t) = G(sin(t))
Dies ist klar, denn:
sin(t) 9
F(t)= [ e de = G(sin(1)),
0

da G als Stammfunktion gewédhlt wurde. Somit gilt also nach Kettenregel:

F'(t) = G'(sin(t)) cos(t) = e~ cos(t), Vte R
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13.5. Konvergenz von Reihen via Integrale

(a) Dank der Monotonie von Integralen reicht es, folgende Ungleichung zu beweisen:

filz) < f(z) < folx), Va € [1,+oo]

Denn Prop. 6.3.2 gilt auch im Falle von Regelfunktionen. Dies lédsst sich sehen, indem
man eine feinere, gemeinsame Zerlegung in Intervalle wahlt und somit den Grenzwert
in Definition 6.2.9 berechnet.

Es reicht, diese Ungleichung fiir jedes n € N auf dem Intervall [n,n + 1[ zu priifen.
Sei also n < x < n + 1, dann gilt per Definition:

file) = f(n+1) < f(x) < fn) = fa(),

wobei wir die Monotonie von f verwendet haben. Die gesuchte Ungleichung folgt also.

(b) Da fi, fo Treppenfunktionen auf [1, b sind und somit natiirlich auch Regelfunk-
tionen, existiert das Integral. Tatsédchlich ist das Integral gerade gegeben durch die
Definition in Def. 6.2.1, das heisst fir b € N:

b+1

/1bf1(x Z (k+1) - X_j (k1) =3 J(k)

Dies ist klar, indem man die Zerlegung aus der Definition von f; betrachtet und im
Hinterkopf behalt, dass fi(z) konstant auf den Intervallen [k, k 4 1] ist. Géanzlich
analog folgt:

[ oo =32 00k + 1) <) = 3 5h

k=1
Die Ungleichung aus der ersten Teilaufgabe ergibt also:

b+1

> S0k )< [ iz < 3 f(), VbeN

(c) Man nehme an, die Reihe konvergiere. Dann gilt geméss unserer vorherigen
Ungleichung fiir jedes b € R:

400
/ dx</ dx<Zf <k§::1f(k;)<+oo,

wobei b < B € N. Man beachte, dass wir f > 0 verwenden in der obigen Folge von
Ungleichungen. Somit sind die Integrale von f iiber beschrankte Teilintervalle von
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[1, +00o[ beschrankt und geméiss Prop. 6.5.2 existiert also das uneigentliche Integral
von f und erfiillt die Ungleichung;:

AR WD

Umgekehrt konvergiere nun das uneigentliche Integral. Somit gilt analog dank der
vorherigen Teilaufgabe fiir alle natiirlichen Zahlen b:

SR =10+ S < F+ [ e < f)+ [ e < too,
k=1

abermals unter Verwendung von f > (. Somit sind alle Partialsummen von der Reihe
beschrankt und dank der Nicht-Negativitdt von f konvergiert diese somit (Thm.
2.10.5) absolut. Ferner gilt die Ungleichung;:

> f) < 50+ [ fayas

(d) Man bemerke, dass die Funktion:

1

folw) = (x + 1) log(x + 1)5’

auf [1, oo[ stetig und sogar differenzierbar sind. Durch Ableiten finden wir:

, log(z +1) + s
= — 0
fi@) (x +1)2log(z + 1)+ =

fir alle x > 1 und s # 0. Somit sind also alle f; auch streng monoton fallend (fiir
s = 0 ist dies offensichtlich!) und ferner auch nicht-negativ. Die Konvergenz der
Reihe ist also dquivalent geméss unserer vorherigen Uberlegungen zur Konvergenz
des uneigentlichen Integrals:

+o00 1 d
/1 (z+ Dlog(z + 1"

Es sei nun b € [1,4o00[. Dann gilt:

b 1 b+1
/1 (x4 1)log(x + 1)* _/ :Blog da
log(b+1)

= 7dy7
log(2) y®
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wobei wir im letzten Schritt die Substitution y = log(z) verwendet haben. Gemaéss
der Vorlesung wissen wir, dass das uneigentliche Integral in der letzten Zeile genau
dann konvergiert, wenn s > 1. Folglich konvergiert das uneigentliche Integral von f
auch genau dann, wenn s > 1. Daraus schliessen wir, dass die Reihe:

> 1
z:: n+1)log(n+1)%’

genau dann (absolut) konvergiert, wenn s > 1.
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