D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
E.Kowalski Musterlosung Ferienserie HS 2020

1. Vollstandigkeit

(a) Essei O C R die Menge aller oberen Schranken von A. Es gilt M # ), da A von
oben beschréinkt ist. Geméss Definition gilt fiir alle a € A,0 € O:

a<o
Daher impliziert die Vollstandigkeit von R, dass ein s € R existiert, sodass:
Vae AVoe O: a<s<o

Man beachte, dass a < s fir alle a € A. Daher gilt s € O. Somit ist s das Supremum,
da s < o fiir alle 0 € O. Dies beweist die gewiinschte Aussage.

Die gewiinschte Aussage fiir das Infimum besagt, dass wenn A nach unten beschrankt
ist, so besitzt A ein Infimum. Man kann priifen, dass sich das Infimum wie folgt
berechnen lasst:

inf A = —sup(—A)

Man bemerke, dass wenn A nach unten beschrankt ist, so ist —A nach oben beschrankt.
Daher lésst sich die Existenz des Supremums von —A verwenden, um das Infimum zu
A zu bestimmen.

(b) Beweis 1: Wie in der Definition der Intervallschachtelung seien I, = [ag, by] fiir
alle natiirlichen k£ und wir definieren:

A:={a, | ke N}, B:={b | k € N}
Es gilt per Wahl der ag, by und I1 C Ij:
ar < g1 < bppn < by, VEEN
Somit seien nun j, k € N. Wir nehmen an, dass j < k. Es gilt:
a; <ajp1 <. <ap < by

Ganz analog zeigt man:
bj > bj1 > ... > by > ay

Somit wissen wir, dass fiir alle a € A,;b € B gilt a < b. Gemaéss der Vollstandigkeit
von R existiert nun ein reelles ¢ mit a < ¢ < b fiir alle a € A,b € B. Somit gilt:

cel, VkeN
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Es seien nun ¢, ¢’ zwei reelle Zahlen, welche in jedem der I, liegen. Falls ¢ # ¢, so
konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass ¢ < . Dadurch
gilt, da alle I} Intervalle sind:

le,d] C Iy, VkeN

Somit:
Il =by —ap > —¢c>0

Dies ist ein Widerspruch zur zweiten Eigenschaft der Intervallschatelung und somit
ist ¢ = /. Daher folgt die Eindeutigkeit.

Beweis 2: Es seien A, B wie zuvor. Beide Mengen sind von oben und unten beschrénkt,
daher besitzt A ein Supremum s. Man beachte, dass alle b, obere Schranken fir A
sind, daher gilt:

s<by,, VkeN

Das bedeutet aber auch:
sel,, VN

Also ist die Existenz wiederum klar und die Eindeutigkeit folgt wie in Beweis 1.

2. Kreise und Gerade in der komplexen Ebene x (Serie 3)

(a) (i.) Es gilt:
[2]* = 2 + ¢,

wenn z = z + iy. Also ist die Menge |z]? — 1 = 0 gerade:
2+ y2 =1
Die gesuchte Menge ist also der Kreis mit Radius 1 um den Ursprung.
(ii.) Wahlen wir z = x + iy, so wird die Gleichung zu:
PPy —2=a+(y+1)72 -1
Durch Umordnen sehen wir:
2?4+ (y+1)7°=3

Also ist die Menge gerade der Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt (0, —1).
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(iii.) Wir zuvor reduziert sich die Gleichung zu:
2’ + (y+1)°—=3=0,

also:
4+ (y+1)72=3

Dies parametrisiert gerade den Kreis mit Mittelpunkt (0, —1) und Radius v/3.
(iv.) Direktes Einsetzen von z = z + iy liefert:
—iz+iz4+1=2y+1=0
Dies Parametrisiert genau die Gerade y = —1/2 parallel zur z-Achse.
(b) Setzen wir z = x + iy ein, so konnen wir die Identitat umformen zu:
alz|> + bz + bz + ¢ = a(z® + y*) + 2(byx + bay) + ¢ =0

wobei wir b = by + byt verwendet haben mit by, by reell. Dies lasst sich auch schreiben

als:
bin2 b2 byn2 b2
a(x—l——l) ——1+a<y+—2) — 2 4c=0,
a a a a
oder auch:

(e By Loy 2

Man bemerke, dass wir hier implizit a # 0 angenommen haben. Die Bedeutung von

|b]> > ac wird hierbei klar, denn:
\/]6)% — ac

> 0,
|al

ist genau der Radius des Kreises um (—by/a, —by/a) der die vorgegebene Gleichung
beschreibt. Somit haben wir gesehen, dass fiir a # 0 die Gleichung ein Kreis beschreibt.
Umgekehrt ist klar aufgrund der expliziten Formeln fiir Mittelpunkt und Radius, dass
jeder Kreis sich in dieser Form schreiben lasst.

Wir behandeln nun den Fall a = 0. Dann |b| # 0, also b # 0. Man sieht sofort, dass:
bz + bz +c=2(b1x +byy) +c=2by -z +2by -y +c =0,

unter Verwendung derselben Methoden wie oben. Dank der Einfiihrung in die Aufgabe
wissen wir, dass eine solche Menge eine Gerade ist und jede Gerade diese Form besitzt.
Somit haben wir die Aufgabe gelost.
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(c) Wir wissen, dass:

IRER
Teilen wir also die Gleichung fiir eine Gerade oder einen Kreis mit ¢ # 0 (dann z = 0
keine Losung der Gleichung) durch |z|?, so sehen wir:

_ z 1 N
a—l—bi—l—bi—l—c— =a+bzl4+bz 4z =0,
E1R 1 L 1

zumindest fiir z # 0. Es zeigt sich, dass 27! eine dhnliche Identitét erfiillt, daher also

auf einem Kreis liegt (unabhéngig davon, ob vorher a # 0 oder nicht). Falls ¢ = 0,
so liegt z = 0 in der Menge der Losungen. Wenn wir z # 0 betrachten, so sehen wir
analog zu oben:

a+bzl4+bz" =0
Daher liegen alle z # 0 weiterhin auf einer Geraden. Fiir diejenigen, die die Riemann-
Sphére kennen, kann das Verhalten in oo ergénzt werden um zu sehen, dass sich die
Aussage in 0 und oo fortsetzen lassen.

3. Limes Superior

(a) Zuerst ist festzustellen, dass b, wohldefiniert ist: Zumal (a,) und damit auch
jede Teilfolge beschrankt ist, existiert das Supremum b, fiir alle natiirlichen Zahlen n.
Zudem bemerken wir, dass fir alle m > n + 1 gilt:

(< SUP ag,
k>n

denn das Supremum ist eine obere Schranke fiir alle Folgeglieder ab n und somit auch
fir alle Folgeglieder ab n + 1. Da das Supremum die kleinste obere Schranke ist, folgt
fiir alle n € N:

bpi1 = sup ax < supag = by,
k>n+1 k>n

das heisst, die Folge ist monoton fallend.

Da die Folge (b,) fallend ist, reicht es zu zeigen, dass sie von unten beschrénkt ist.
Dazu sei bemerkt, dass ein C' € R existiert mit:

VneN:a, >C,
denn (a,) ist von unten beschrankt. Ware b, < C' fir ein n € N, so wiirde folgen:
VeE>n:C<a,<b, <C,

was ein Widerspruch ist. Somit ist (b,) beschrankt.

4/2



D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
E.Kowalski Musterlosung Ferienserie HS 2020

(b) Dank Theorem 2.8.3 wissen wir, dass die Folge (b,) konvergiert mit Grenzwert:

lim b, = inf b,, = inf supa; =: b
n—oo ' peN " neN k>5 k

Wir konstruieren nun eine Teilfolge (¢,) von (a,), welche gegen b konvergiert. Es sei
¢y = a; und wir definieren dann ¢,, induktiv: Es sei ¢, = ay, , dann wéhlen wir ¢, 1,
sodass ¢p41 = ay,,, mit k, < k,41 und:

1 1

Cpgl = Qg > SUD G — gnit = bi+1 — on

I>kn+1

Zudem gilt ¢, 11 < b, +1 per Definition der b,,. Beachte, dass ein solches ¢, existiert,
da das Supremum die kleinste obere Schranke ist.

Die Folge (c,,) ist also definiert, wir miissen nur noch die Konvergenz nachweisen. Es
gilt:

|en = bl < Jen = bk, _y 41| + |0k, 41 — D]
1
< g+ Brumarr — b
Es ist klar, dass 1/2" gegen 0 konvergiert und der zweite Summand konvergiert
ebenfalls gegen 0, da (b,,) und somit jede Teilfolge gegen b konvergiert. Die gwiinschte
Konvergenz folgt also aus Lemma 2.5.8.

(c) Es sei a ein Haufungspunkt von (a,), welcher grosser als b ist, d.h. b < a. Dann
existiert eine Teilfollge (¢,) von (a,), sodass:

Jim e, =
Dann existieren also unendlich viele Folgeglieder a;, mit b < a;,, da ein N € N

existiert, sodass:

1
‘v’nZN:|cn—a|<§(a—b),

und somit ¢, > a —|¢, —a | > a— 3(a—b) = $(a+b). Zudem sind die k,, definiert

durch ¢, = a,. Dann gilt aber auch:
1
bkn > ag, > 5(@“‘[))

Da aber die Teilfolge by, auch gegen b konvergiert, liefert dies den gewtinschten
Widerspruch, da by, nicht beliebig nahe an b herankommen kann.
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(d) Schlagen Sie unter Wikipedia oder einer der auf der Vorlesungsseite prasentierten
Referenzen unter 'Limes Inferior’ nach.

4. Kompaktheit

(a) Da jede konvergente Teilfolge beschrénkt ist, ist dies klar. Genauer, nehmen wir
an, dass K unbeschrankt ist. Dann existieren Elements a, € K fiir jede natiirliche
Zahl n mit:

la,| >n

Somit konnen wir eine unbeschrankte Folge in K wéhlen. Diese muss nun eine konver-
gente Teilfolge besitzen, da K kompakt ist. Diese konvergente Teilfolge ist beschrankt.
Da aber jede Teilfolge von (a,)n,en automatisch wegen |a,| > n unbeschrinkt ist,
fithrt dies zu einem Widerspruch. Also ist K beschréinkt.

(b) Wir wihlen die Folge a, = 1 — % fiir alle n € N. Offensichtlich ist dies eine Folge
in [0, 1], welche konvergiert mit Grenzwert 1, da aber 1 nicht in der Menge [0, 1]
liegt ist diese geméss unserer Definition nicht kompakt. Dies zeigt insbesondere, dass
Beschranktheit nicht aquivalent zu Kompaktheit ist.

Es sei nun (a,) eine Folge in [0, 1]. Eine solche Folge ist offensichtlich beschrankt, also
besitzt sie eine konvergente Teilfolge. Der Grenzwert muss auch in [0, 1] liegen, denn
ware der Grenzwert y > 1, dann gilt:

|Tn —yl =y —2, >y —1>0,

was der Konvergenz widerspricht. Beachte, dass wir z,, < 1 verwendet haben. Ahnlich
kann man y > 0 zeigen. Also ist [0, 1] kompakt.

(c) Es sei (b,) eine Folge in f(K). Dann existiert eine Folge (a,) in K, sodass fur
jedes n gilt:
f(an) = by,

Beachten Sie, dass a,, nicht eindeutig festgelegt sein muss. Da (a,,) eine Folge in K
ist und K kompakt ist, besitzt diese eine konvergente Teilfolge (c,) mit Grenzwert
c € K. Da f stetig ist, gilt nun auch, dass die Folge (d,) definiert durch d,, := f(¢,)
fiir alle n konvergiert mit Grenzwert:

lim d, = lim f(cn) = f( lim cn> = f(c) € f(K)

n—o0 n—o0

Da (d,,) per Definition eine Teilfolge von (b,,) ist und (b,) beliebig war, folgern wir,
dass f(K) kompakt ist.
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(d) Es ist klar durch die vorherigen Aufgaben, dass f(K) kompakt und somit be-
schrankt ist. Es seien s := sup f(K) und j := inf f(K). Wir zeigen nur, dass f sein
Supremum annimmt (was somit ein Maximum ist), die Uberlegungen zum Minimum
sind komplett analog: Nehmen wir eine Folge (b,,) in f(K) monoton wachsend, welche
gegen sup f(K) konvergiert. Da die Folge in der kompakten Menge f(K) liegt, besitzt
sie eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in f(K). Da die Folge (b,) aber sogar
konvergent ist mit Grenzwert sup f(K), konvergiert auch jede Teilfolge gegen das
Supremum. Somit folgert sich, dass sup f(K) € f(K), da der Grenzwert einer Teilfolge
in f(K) liegen muss. Somit nimmt f also sein Maximum an.

5. Konvergenzverhalten auf dem komplexen Rand

(a) Geméss der vorherigen Teilaufgabe wissen wir, dass der Konvergenzradius 1 ist.
Ein  mit |« | = 1 hat daher die folgende Form:

x =e'"’,

fir ein ¢ € R. Setzen wir dies nun in die Partialsummen der Potenzreihe ein, so
erkennen wir fiir jedes n € N:

m _ Litmep
Z ne . ip 1 €
C T e
n=1 —€
Man erkennt problemlos, dass:

et =1,

TL|_

| z

also ist die Folge keine Nullfolge und die Reihe kann somit nirgends konvergieren auf
dem Rand.

(b) Gemaéss der vorherigen Teilaufgabe wissen wir, dass der Konvergenzradius 1
ist. Verwenden wir abermals die Darstellung von z als Exponential, so sehen wir,
dass die Folge a,, = 1/n monoton fallend ist und die Folge b, = ¢™¥ beschrinkte
Partialsummen hat, falls ¢ # 0, 27, 47, .. .:

m 1 —etme 2
> b =€ i S‘ i |’
o 1—ew 1 —ew

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass:

’1—6”"90 <2

7/21



ETH Ziirich Analysis 1 D-ITET
HS 2020 Musterlosung Ferienserie E.Kowalski

Daher konnen wir Aufgabe 5.5. aus Serie 5 verwenden, um zu schlussfolgern, dass
die Reihe also fiir ¢ # 0,27, 4m, ... konvergiert. Daher konvergiert die Potenzreihe
am Rand des Konvergenzkreises fiir x # 1 bedingt. Fiir x = 1 sehen wir, dass die
Potenzreihe wie folgt aussieht:

Y

S|

o0
k=1
was offensichtlich divergiert.

(c) Gemass der vorherigen Teilaufgabe wissen wir, dass der Konvergenzradius 1 ist.
Man beachte, dass fir alle |z| = 1 gilt:

n

1

27

X

n

n?
und da die Reihe 3°0° ; 1/n? absolut konvergiert, folgt, dass die Potenzreihe iiberall
auf dem Rand absolut konvergiert.

6. Alternative Definition der Eulerzahl e

(a) Wir finden mittels des Binomischen Lehrsatzes:
1\n AN
0 -5 ()
(b) Man beachte, dass gilt:

n n! nn—1)...(n—k+1) _n*
Q)‘(n—mwr‘ k! =

fiir beliebige natiirliche Zahlen k < n. Damit folgt sich nun aber:
ny1 _n"1 1
k] nk = Elnk
(c) Mittels der Berechnungen aus der vorherigen Teilaufgabe wissen wir:

n i_l (n n—1 n—k+1>
k]l nk k' \n n n

Man beachte, dass hieraus sofort folgt mittels der Produkteigenschaft von Grenzwerten:

I ny 1 1
wsoo \ k) mk Kl
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(d) Wir wahlen kg fix. Dann gilt:

I\ 1 Foo /i 1 Foo1 "o (n) 1
1+-) =Y =< I —
‘( +n> kzzg)k!‘ e (kJ) nk = k! + k:%:ﬂ (k nk
ko ko n
n) 1 1 1
< — - —+2- —
ko ko oo
ny 1 1 1
< _ _ —1+2. Z -
k=0 <k> n* o k! k=ko+1 k!

21

2

k=ko+1 .

Es sei hier hervorgehoben, dass wir die Schranke aus der zweiten Teilaufgabe verwendet
haben. Wir bemerken, dass ein kg existiert, sodass fiir ein beliebiges € > 0 gilt:

hfo 1 kKl 4
Daher wissen wir bereits:

1\" "1
4 ) =3 ] <
’( n Pt

ko

N HEES RS

%
k=0 nt 1 >o

(-

I
k! 2

Gemaiss der vorherigen Teilaufgabe konvergiert jeder Summand gegen 0, d.h. da wir
nur endlich viele (ndmlich kg-viele) Summanden klein machen wollen, welche alle

gegen (0 gehen, existiert ein IV € N, sodass fiir alle n > N gilt:

‘ n 1_1‘<5

Daher finden wir fiir alle n > N:

1\" L | € €
1+=) =S 2| <ky —+-=
’( +n) kzolc!’< 0 9k T2 ¢

Dies ist die gewtinschte Ungleichung.

(e) Es gilt:

n

1
r}grgogy =exp(l)=e

Daher existiert zu jedem € > 0 ein N € N, sodass fiir alle n > N:
L |

Zg—e

k=0

<e€
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Indem wir N hochstens vergrossern, finden wir mittels der vorherigen Teilaufgabe fiir

alle n gross genug:
n n 1
< -
| 3) -2l

1 n
2y -
n
und somit kénnen wir folgern, dass:

) 1\™
lim <1 + ) =e.
n

n—oo

n

1
Zk!_e

=0

< 2e¢,

7. Zwischenwertsatz fiir Ableitungen

(a) Wir sehen sofort, dass f auf R\ {0} sicherlich stetig und differenzierbar ist als
Komposition solcher Funktionen. Die Ableitung fir z # 0 ldsst sich mit Ketten-,
Produkt und Quotientenregel wie folgt berechnen:

/ 1y 2? 1 /1 1
fi(z) = 2xsin (;) — —cos( ) = 2 sin (—) — cos (—)

x? x x x
Dank der Oszillationen des Kosinus, genauer durch Einsetzen der Folgen:

1 1
ap = —,bp = ———— VneN,
(2n+ 1w
sehen wir sofort:
f'(an) = 2a, sin(2nm) — cos(2nw) = —1,

und andererseits:
f'(by) = 2b, sin((2n + 1)7) — cos((2n + 1)) = 1.

Dies zeigt, da sowohl (a,) als auch (b,) gegen 0 konvergieren, dass die Ableitung
keine stetige Fortsetzung in 0 besitzt. Also gilt, auch wenn f in 0 differenzierbar ist,
automatisch dass f’ in 0 unstetig ist.

Wir miissen noch priifen, ob f in 0 differenzierbar ist. Aus der Vorlesung wissen wir,
dass f dann auch in 0 stetig ist, das bedeutet, wir konnen automatisch schliessen, dass
f stetig und differenzierbar ist und haben die Aufgabe gelost. Zur Differenzierbarkeit
betrachten wir den Differenzenquotienten und beobachten fiir beliebige x # 0:

‘f(x) - f(O)‘ 2 sin ()

po = " :’xsin(i)‘§|x|,
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wobei wir die Beschréanktheit des Sinus verwendet haben. Lésst man nun z — 0, so
sehen wir, dass:
— f(0
lim M = lim x sin (—) =0,
z—0 z—0 z—0 T
also ist f in 0 differenzierbar mit f’(0) = 0.

(b) Es gilt, dass wenn f’(a;) > 0 ist, dann gilt per Definition des Grenzwertes:

f(x) = f(a)

30 > 0,Vx € [a,b], |z —a| <6
r—a

> 0,

und somit auch:
f(z) = fla) > 0= f(z) > f(a),

fir alle x € [a,b] mit |x — a|] < §. Dies folgt, da © — a > 0. Das impliziert, dass f(a)
sicherlich nicht das Maximum der Funktion f sein kann. Ganz analog argumentiert
man fir f(b), wobei hier aus f/(b_) < 0 folgt, dass:

fx) = f(b)

36" > 0,Vx € [a,b], |z —a| < ¢ :
x—0b

<0,

und unter Verwendung von b > x also auch:

f(x) = f(0) > 0= f(x) > f(b).

Da f also sein Maximum, welches geméss Extremumssatz an einer Stelle in [a, b]
angenommen werden muss, da f stetig ist, nicht in a oder b erreicht, nimmt f sein
Maximum an einer Stelle ¢ €]a, b] an.

(c) Betrachten wir g wie aus der Aufgabe, so sehen wir sofort:

g'(ay) > 0g'(b-),

denn der entsprechende Grenzwert fiir ¢ ldsst sich sofort dank der Differenzierbarkeit
von Polynomen auf ganz R bestimmen. Daher gilt geméss der vorherigen Teilaufgabe,
dass ¢ sein Maximum an einer Stelle ¢ €]a, b| annimmt. Das bedeutet aber auch, dass
gilt:

g'c)=f(c) —v=0,

dank eines Resultats aus der Vorlesung. Somit ist die gewiinschte Aussage gezeigt.

(d) Die vorherige Aufgabe zeigt uns, dass fiir beliebiges v €] f'(b-), f'(a)[ eine Stelle
¢y €la,b| existiert mit f'(c,) = 7. Das gewlinschte Resultat ist also eine direkte
Konsequenz.
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(e) Wir definieren f(z) := —f(x). Dann sehen wir sofort:

f'las) > 0f'(b-)

Also lasst sich das vorherige Resultat auf f anwenden. (Bemerke, dass f dieselben
Differenzierbarkeits- und Stetigkeitseigenschaften wie f besitzt) Da aber f'(z) =
—f'(z), kann man somit auch den Zwischenwertsatz fiir Ableitungen fiir f beweisen,

denn wenn v €] f'(ay), '(b_)], 0 gilt — €] F/(b_), — f'(a)[=)'(b_), (@ )[. Damit
existiert ein ¢, €la, b[ mit f'(c,) = —f'(¢y) = —v. Kiirzt man das Vorzeichen weg, ist
also klar, dass:

flley) =~

8. Grenzwerte und Taylorpolynome

(a) Durch Definition 5.7.1 sehen wir:

Ty f(;0) = f®(0)2*
Treg(x;0) = g™ (0)2*

Ferner schreiben wir:

Ri(z; f) = f(x) = T f(2;0), R(w; g) := g(x) — Trg(w;0)

Somit sehen wir fiir x # 0:

f)  fW0)2* + Ry(; f)

g(x) — g®(0)z* + Ry(x;g)
OO OO+ Rlaf)  g®(0)*
-~ g®(0)xk f®(0)zk g®)(0)x* + Ry(z; 9)
_fW0) fM0) + 2Ry (s f) g™ (0)
~ g®(0) f®(0) g®(0) + 27 *Ry(x; 9)
f®(0) 1

1
Spéater werden wir kurz erkldren, warum diese Rechnung funktioniert, d.h. warum

wir nicht durch 0 teilen. Man bemerke, dass wegen x # 0 und der Annahme zu den
Ableitungen von f, g nur gezeigt werden muss, dass:

WRI@@W) # 0,
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fir alle x nahe bei 0. Zuerst bemerken wir, dass geméss Theorem 5.7.3 wissen:

fE (e) k+1 g™ (d,) k
R . _ +1 R . — +1

wobei ¢,, d, im Intervall zwischen = und 0 liegt. Da f, g beliebig oft differenzierbar
sind, sind 1) g*+1) stetig und somit auf [—¢, €] beschrinkt geméiss Extremumssatz
(hier, € > 0 ist klein genug, damit obiges Intervall in I liegt). Also existiert eine
Konstante C' > 0, sodass:

|fED (@), |g* T (2)| < C, Vo € [—e,¢]

Daher gilt:
¢ k41

CEE
und analog fiir Ri(x; g). Man beachte, dass insbesondere dank der Dreiecksungleichung
gilt:

|Ri(w; f)] <

C
FBO) %+ 1)1

c 1
FOO)k+ 1)1 = ‘1 T f(k)(o)Rk(x;f)‘ <1+

Daher gilt auch fiir  nahe genug an 0:

1—

1
0< ‘1 + L]C(T(O)Rk<x’ f)‘

Somit ist dividieren wir in unseren obigen Vereinfachungen sicher nicht durch 0 fiir
nahe genug bei 0. Zudem folgt mit der Abschéitzung des Restgliedes:

1 C
- A1l <
i FE oy ) IE FEO)k+ 1)1
Somit haben wir: .
glclir(l) (1 + WRk(x; f)) =1

Daher gilt, mittels der analogen Berechnung fiir g unter Verwendung des Grenzwertes
unter Inversion:

Cf@) W) . 1t g B ) p®(o)
lim = lim 1 =i

(b) e Wir sehen dank der Restgliedformel:

log(1+ ) =z + ar(x),
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wobei r(x) gegen 0 konvergiert, wenn x — 0. Somit gilt:

log(1 + ) _ x + ar(z) C 14 (),
T T

und wir finden daher den folgenden Grenzwert:

log(1
lim leiml—i—r(m):l

z —0 x z—0

e Da cos(2x) eine Potenzreihe ist, lasst sich das Taylorpolynom 4.Ordnung von
cos(2x) — 1 — 222 leicht bestimmen:

24 2
cos(2r) — 1+ 22% = Zx‘l + zr(z) = §x4 + zr (2),
wobei r1(z) — 0, falls z — 0 dank der Restgliedformel fiir Taylorpolynome.
Zudem gilt:
sin(z) = x + xry(x),
und somit:

wsin(z)® = 2*(1 + ro(2))3,

wobei auch hier ro(z) — 0, wenn 2 — 0. Daher konnen wir sehen:

. cos(2x) — 1+ 222 ) %3134 + xtry(z) . % + 7y (x) 2
lim - = lim2®*— ——~ ° — 3 v =
20 xsin(z)3 =0 21+ 1o(2))3 220 (1 +19(z))® 3

e Wir bemerken zuerst:
1
cos(m)% = exp (— 1og(cos(x)))
x

Da die Exponentialfunktion stetig ist, reicht es den folgenden Grenzwert zu
bestimmen:

lim log(cos(x))

z—0 x
Wir bestimmen das Taylorpolynom des Zéhlers: Der erste Koeffizient lasst sich
durch Einsetzen bestimmen:

log(cos(0)) = log(1) =0,

Durch Ableiten finden wir zudem:

<log(cos(x)))/:— ! sin(x)

cos(x)
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Somit ist die Ableitung in x = 0 gerade 0. Daher folgt mittels der Restgliedformel:

log(cos(z)) =0+ 3:13 + ar(x) = zr(x),

wobei r(z) — 0 wenn z — 0 dank der Taylorformel. Daher berechnen wir:

1
lim log(cos(z)) = lim () = lim r(z) = 0,
z—0 €T z—0 €T z—0

und somit dank der Stetigkeit:

ilg(l) cos(z)= =exp(0) =1

9. Alternative Version des Mittelwertsatzes

(a) Da g(b) # g(a) ist die Funktion wohldefiniert und als Summe und Produkt
differenzierbarer Funktionen differenzierbar. Stetigkeit folgt auch sofort aus demselben

Grund.

(b) Setzen wir x = a, so finden wir:

Analog, wenn wir x = b setzen:

f(b) = f(a)

ho) = F0) = 5 =gl

Somit folgt:

(c) Gemass Mittelwertsatz (die Bedingungen um diesen anzuwenden wurden in der
ersten Teilaufgabe gepriift) existiert ein ¢ €|a, b[ mit:

h(b) — h(a)

Pile) = b—a

=0,

wobei die zweite Gleichung aus h(a) = h(b) folgt.
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(d) Durch Ableiten finden wir:

Somit gilt also, falls A/(c) = 0:

/ _f(b)_f(a)/c
7O =50~ 9@
Daher folgt, falls ¢'(c) # 0:
f'le) _ f(b) = f(a)

(e) Man beachte, dass g(z) # 0 fiir alle € I, denn sonst existiert ein ¢ zwischen z
und z mit ¢’'(c) = 0 geméss Mittelwertsatz. Also sind alle Quotienten wohldefiniert.
Wir bemerken, dass:

f(x) _ f(x) = f(xo)

g(xz)  glx) — gl(xo)

# 0 fur alle y € I und dem bewiesenen
xo € I ein ¢, zwischen z und x( finden,

) —
) =
Somit kénnen wir dank der Annahme ¢'(y)
verallgemeinerten Mittelertsatz fiir jedes x #
sodass:

(f) Man erinnere sich, dass es reicht, fir jede konvergente Folge (x,,) C I mit z,, # z¢
und lim,, ., x,, = x( zu zeigen, dass:

lim f(@n)
n—00 g(xn)

existiert und mit dem Grenzwert auf der rechten Seite der Aufgabenstellung iiber-
einstimmt. Man bemerke, dass Vn € N, existiert ein ¢, zwischen z, und x, gemass
verallgemeinertem Mittelwertsatz, sodass:

f(an) _ flan)
g'(cz,) 9(wy)

Da z,, aber gegen xy konvergiert und c,, zwischen x,, und z, liegt, konvergiert auch
e, gegen xg fir n gegen +o00. Es gilt aber per Annahme:
/! /!
n—o0 g/(cx’!L) =0 g/('r)
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und somit auch:

lim f(@n) = lim f'(z)

n—oo g(gjn) T—TQ g’(x)
Da dies fiir alle Folgen gilt, existiert der Grenzwert und die Gleichung aus der
Aufgabenstellung ist bewiesen.

10. Mittelwertsatz fiir Integrale (Serie 13)

Da [a, b] ein abgeschlossenes und beschrianktes Intervall ist, nimmt f auf [a,b] sein
Maximum M an einer Stelle zp; € [a,b] und Minimum m in [a,b] an einer Stelle
Ty €la, b] gemiss Extremumssatz an. Das heisst:

Vo € [a,b]: f@n) = m < f(x) < M = f(zu)

Da g(x) > 0 gilt nun auch:

mg(z) < f(z)g(x) < Mg(x)

Hieraus folgert sich sofort aufgrund der Monotonie des Integrals:

/ dx</ dx<M/

Somit existiert ein C' € [m, M| mit:

/f da:—C/

Dam < C < M existiert gemass Zwischenwertsatz ein ¢ zwischen x,, und x,;, sodass:

Das heisst aber gerade:

11. Parameterabhingige Integrale (von F.Nestaas)

Es sei F' die Stammfunktion zu f mit F(0) = 0. Geméss Hauptsatz gilt:

Fz) = /Oxf(t)dt,Vx eR
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Somit sehen wir:

2 3

F(a* +2%) = F@@® +2%) - F(0) = [ ) dt = 2 Ve > 0

Leiten wir nun fiir z > 0 auf beiden Seiten nach x ab, so sehen wir dank der Kettenregel
und F’ = f:
f@® 4+ 2% (22 4+ 32%) =1

Daher wissen wir durch Einsetzen von x = 1:

1

@) 5=1 = f(2) =

Alternativ lasst sich die Aufgabe losen, indem wir feststellen, dass F' die Umkehrfunk-
tion zu 2% + 23 ist auf [0, +o00[. Dies folgert sich sofort aus:

Fa*+2%) =2
Zudem kann man sehen, dass:
(2° + 2%) = 22+ 32* > 0,Vz > 0,

Also ist x? + 2 streng monoton wachsend auf ]0, +ool, also injektiv, und wegen
der Divergenz gegen +oo fiir x gegen unendlich auch surjektiv, wenn der Bildraum
10, +oo[ gewdhlt wird, geméss Zwischenwertsatz (denn 0% + 0% = 0). Also besitzt
die Funktion auf ]0, +00[ eine Umkehrfunktion & :)0, co[—]0, co[ und wir haben wir
beobachtet F' = h. Die Aufgabe lasst sich nun mittels Prop. 5.1.6 l6sen.

12. Ableitungen, Integrale und Grenzwerte

Priifen Sie Thre Losungen mittels Wolframalpha. Sollten einzelne Aufgaben Schwierig-
keiten bereiten oder der Losungsweg unklar sein, so kontaktieren Sie den Organisator
unter:

jerome.wettstein@math.ethz.ch

Als Hilfsmittel prasentieren wir einzelne Losungen:

(a) Wir I16sen a) und d):

In a) bemerken wir:
7% = e7"8® vy €]0, 400
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Somit, dank der Kettenregel:

(x7%) = e_xlog(‘r)( —log(z) — x - i) = —z (1 + log(x))

In d) sehen wir mittels der Produktregel (oder der Quotientenregel):

(arctan(as))/ 1 1 2x arctan(x)
1—22 /7 1—22 1422 (1 —2a2)?
1 —2® +22(1 + 2*) arctan(z)

(- 2?)2(1 +2?)

(b) In ¢) verwenden die Beobachtung:

1 + tan(z) = sin(z) + cos(x)

cos(z)

Daher gilt:

S
13

log(cos(x) + sin(z))dr — /0 log(cos(x))dx

/0ZI log(1 + tan(z))dx = /

0
Verwenden wir die Formeln fiir cos(x), sin(x), so sechen wir:
ei:v + 6—ix N eia: _ e—ia:
2 21

1 -\ T -\ ,—1x
:§<(1—2)e + (1+4d)e )

—( e’ + —=e )

VAR

cos(x) + sin(x) =

2
_ \/5 ;(e—iw/4eia: + e”/‘le_”)
= Vv 2cos (% — x)

Also wissen wir:

™

/0Z log(cos(z) + sin(z))dx = glog(Q) + /Oer log (cos (% - x))dz

Verwendet man die Substitution y = 7/4 — x, so sehen wir nun sofort:

INE]

/0 log(1 + tan(z))dz = glog(Q)
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In e) verwenden wir die Substitution y = log(z) um folgende Gleichung zu finden:

/ sin(log(x))dx = / sin(y)e?dy,
1 0
und durch wiederholte Anwendung von partieller Integration finden wir somit:

em+1
2

/7r sin(y)e’dy =
0

In h) verwenden wir, dass:

1 1+e*—e” er
— :1/1_1,_6&?_7
V14 e V14 e v1+e®

Damit reduziert sich das Integral auf die Berechnung der Integrale:

1 1 et
VI Fevd, / _° 4
/o + e%dx A o T

Bei Letzterem geniigt die Substitution y = e* und das Integral wird expllzit 16sbar.
Bei Ersterem fiihrt hingegen die Substitution y = v/1 + e* direkt zu:

/m 2" /ﬁ 2 4od
y = y

1
V1Ferdr = ——
/0 car vz ooy —1 vz ooyr—1

Alternativ lésst sich das ganze Integral mit dieser Substitution betrachten.

In i) nutzt man sin(z) = /1 — cos(x)? fir alle 0 < z < 7/2. Dann findet man mittels
der Substitution y = cos(z) sowie den Logarithmusgesetzen:

us
2

/og sin(x) log(sin(x))dz = / sin(z )log( 1 — cos(x)?)dx
= / sin(x log(l — cos(x)) + cos(1 + cos(x)))dx
= / 10g (1—y)+log(l+ y))dy

=log(2) — 1

(c) In e), beobachten wir:
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also gentigt es, den Grenzwert von:

1 — cos(x)

lim 5

z—07F x
zu berechnen und davon die Wurzel zu ziehen, zumal die Wurzel eine stetige Funktion
definiert. Dies ist nun einfach zu l6sen mittels Taylorapproximation.

In f) beobachten wir:
- n "1 1
Zn2+k‘2 _Zg 1+(%)2

k=1 k=1

Wir erkennen, dass auf der rechten Seite eine Riemann-Summe der Funktion ﬁ auf
[0, 1] darstellt. Da 1/n gegen 0 konvergiert, finden wir also dank den Resultaten aus
der Vorlesung:

n

lim 3 n /1 1 d tan(1) T
im » —— = | ——dz=arctan(l) = —
n=oo =2 + k2 Jo 1+ 22 4

In g) gehen wir vor wie in f) und sehen:

1 1 1
VnZ+2kn 0 /14 2k

Somit sind die Summen Riemann-Summen der Funktion 1121 auf [0,1] und der

Grenzwert lasst sich abermals mittels Integrieren der Funktion bestimmen.

:
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