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Analysis III Losungen

1. Losen Sie die Wellengleichung

(2, t) — gz (x,t) =0 firz e R, t >0,
u(z,0) = f(z), u(x,0) = g(a) fir z € R,

mit der Formel von d’ Alembert, wobei
f(z) =2e* und g¢g(x)= —3€".

[10 Punkte]

Losung: Die Losung ist nach der Formel von d’ Alembert (mit ¢ = 2) gegeben durch

flx+2t) + f(z —2t) 1/”%

u(z,t) = + -

d
5 1 g(y) dy

—2t

3 T+2t 7 r—2t
_ TR | o2t _ : (2 — o) = € Z e
firz e R, t > 0.
2. Losen Sie die Wiarmeleitungsgleichung
u(z,t) = dug,(z,t) firx € [0, 7], t >0,

u(0,t) = uy(m,t) =0 firt > 0,
u(z,0) = sin (3z/2) — 2sin (212/6)  fir z € [0, 7).

[10 Punkte]

Losung: Wie in Beispiel 2.B in der Vorlesung, benutzen wir die Methode der Sepa-
ration der Variablen um das vorliegende Problem zu 16sen. Mit dem Ansatz u(x,t) =
X (x)T(t) sehen wir, dass u eine Losung des Anfangs- und Randwertproblems ist,

wenn gilt
) _ y _X'2)

T(t) X (x)

fiir ein A € R. Damit folgt, dass T' gegeben ist durch T'(t) = ce~*". Um die Funktion
X zu bestimmen unterscheiden wir drei Félle:
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A) X > 0: In diesem Fall ist die Losung von X”(z) = —4X () gegeben durch
X(z) = acos (@x) + bsin (—)‘x
mit
X'(z) = —a@ sin (@x) + b@ cos (—’\:z:> :
Aufgrund der Randbedingung «(0,¢) = 0 und sin(0) = 0, cos(0) = 1 folgt

a = 0. Damit erhalten wir

2

X(x) = bsin <ﬁx>

Zusitzlich folgt aus u, (7, t) = 0 die Bedingung cos(7mv/A/2) = 0. Da cos(z) =
0 gilt, wenn 2 = (n + 1/2)7 mit n € Ny erhalten wir v/A = 2n + 1 fiir ein
n € Np. Damit folgt

X(z) = bysin (ZHz), neN,.

B) A = 0: In diesem Fall hat X die Form X (z) = az + b. Aufgrund der Randbe-
dingungen u(0,t) = u,(m,t) = 0 erhalten wir X = 0, jedoch kann dann die
Anfangsbedingung nicht erfiillt werden.

C) A\ < 0: In diesem Fall ist X gegeben durch
X(x) = acosh <§a:> + bsinh <éx)
mit VA VA VA v
X ) X )
X'(x) = a¥% sinh (Tm) + b2 cosh <7$> :

Da sinh(0) = 0, cosh(0) = 1, impliziert u(0,¢) = 0 dass @ = 0. Andererseits
folgt aus u,(m,t) = 0 dass b = 0, weil der Cosinus-Hyperbolicus fiir kein z € R
null wird. Dies fiihrt wieder zu einem Widerspruch.

Folglich ist die allgemeine Losung
u(z,t) = Z by sin (28 g) e~ (2nH D%

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten b,,, n € Ny. Wegen der Anfangsbedingung,
21/6 = 7/2 gilt
sin (3750) — 2sin (%x) = Z b, sin (%x)
n=0
und damit erhalten wir by = 1, b3 = —2, b,, = 0 sonst. Somit ist die Losung
u(z,t) =sin (2) e — 2sin (&) e

firz e R, t > 0.

Siehe nachstes Blatt!



3. Betrachten Sie das folgende Randwertproblem fiir die Laplace-Gleichung:

Au(z,y) =0 fir (z,y) € K,
u(x,y) =3zy fir (z,y) € 0K,

wobei K = {(z,y) € R?: 2° + y> < 4} und OK = {(z,y) € R?: 2% + y? = 4}.
a) Finden Sie den Wert von u im Punkt (0, 0). [S Punkte]

b) Finden Sie das Minimum von u auf K. [5 Punkte]

Losung: In Abschnitt 8.1 des Skripts haben wir gesehen, dass die Losung u des
Dirichlet-Problems fiir die Laplace-Gleichung auf einer Kreisscheibe mit Radius a =
2, Zentrum (xg,yo) = 0 und Randwerten beschrieben durch eine Funktion g(x,y)
gegeben ist durch

v(r, @) = L /2” i h(¢') de’ ey
’ 21 Jo 4 —4drcos(p — ') + r? ’

wobei
o x =rcos(p),y=rsin(p)
) f

o g(z,y) = hiy
o u(x,y) =v(r, ) firz? +y? < 4.

iir 22 + y? = 4 mit g(z,y) = 3zy und

a) Wir haben
h(p) = 12 cos gsin g = 6sin(2yp),

wobei wir die Identitit sin(z & y) = sinx cosy % cos z sin y verwendet haben.
Damit zeigt (1), dass

u(0,0) = v(0,0) = ;ﬂ / " h() dip

2
:—/ sin(2¢p) d(p——/ sin(2¢) d

= —%(008(271') —cos(0)) =0,

da h eine m—periodische Funktion ist.

b) Nach dem Minimumprinzip fiir harmonische Funktionen wird das Minimum von
u auf dem Rand 0 K’ angenommen und damit miissen wir das Minimum der Funk-
tion

[0,27] 5 ¢ — h(p) = 6sin(2¢)
bestimmen. Wegen sin(2¢) € [—1, 1] und h(37/4) = —6 folgt

min u(z, min  u(x min h(y) = —6.
(z,y)eK ( y) (z,y)EOK ( y> p€[0,27] ( )
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4. Losen Sie das Anfangswertproblem

ur(x,t) + 2tuy,(z,t) +u(z,t) =0  firz e R, t >0,
u(z,0) =e® fir z € R,

mit der Methode der Charakteristiken. [10 Punkte]

Losung: Das gegebene Anfangswertproblem ist von der Form

w + d(x, t, u)u, = e(z,t,u), reRt>0,
u(z,0) = f(z), z €R,

fiir
d(xz,t,u) =2t, e(z,t,u)=—-u, f(x)=e"

Nach dem Algorithmus in Abschnitt 9.3 im Skript miissen wir die DGLn

fiir jedes xy € R 16sen. Die Losung der ersten Gleichung ist
x(t) =t + o,
und somit hat man xy = z(t) — ¢. Die Losung der zweiten Gleichung ist
2(t) = 2(0)e™t = e~ (@0 H),

Damit ist u gegeben durch
u(a:,t) _ e—(z+t7t2).

5. Finden Sie die Biegelinie eines schmalen homogenen horizontalen Balkens der Lénge
4 mit Biegesteifigkeit £/ = 1, der bei x = 0 eingespannt und bei x = 4 frei ist und
auf den eine senkrechte Kraft

g(z) =0(x —1) —Vax —3H(z —3)

pro Liangeneinheit einwirkt, wobei § die Dirac-Deltafunktion und H die Heaviside-
Funktion bezeichnet. [10 Punkte]

Losung: Wie wir im Kapitel 11 im Skript gesehen haben, 16st die Biegelinie v fol-
gendes Randwertproblem
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Wir 16sen dieses Anfangswertproblem wie in Beispiel 11.A durch direkte Integration
der Differentialgleichung. Wir haben

/Ox(S(y—a)dy:H(x—a)

und
Aiy—wWﬂy—wdy—/Wy—wwwﬂu—aw—ézafdwﬂx—w
1 r+1
:r+1(x—a)+H(x—a)

fur alle a € [0,4], »r > 0, x € [0, 4]. Wir erhalten

u”(x) —Co+/0x5(y—1)dy—/0x\/y—3H(y—3)dy

:co—i—H(x—l)—%(x—?))?)/QH(x—S)

und somit
" 22 5/2
W(@) = e+ e+ (v = DH(x — 1) = 5 =(z = 3)"H(x = 3).
Integrieren wir nochmals so folgt
, co 5  (x—1) 222 7/2
= 5 Hxz—-1)— -==(z—-3)""H(x — 3
u' () atar+ o+ —) (x —1) 357(1' ) (x —3)
und damit folgt
1 9 C 5 (—1)3 2222 9/
- o5 Y Hrx—-1)— 5--= 3)"°H 3
u(z) 03—|—02:13+2x +6at + 5 (x—1) 3579( ) (x —3)

Wegen u(0) = «/(0) = 0 erhalten wir ¢, = ¢3 = 0. Die Randbedingungen u”(4) =
u”"(4) = 0 ergeben

co—i-l—g:O = coz—%
22 4
cl+4co+3—§g:0 = 01:—460—3+1—5.
Setzen wir ¢y = —1/3 in die zweite Gleichung ein, dann erhalten wir
4 4 20—-45+4 21 7
O R R EET ST A

und somit ist die Biegelinie u gegeben durch

7, 1., (z—1) 16
S e B M H(e—1) - —
u(z) x x” + (x—1) VG

—N2H(r —
10 13 5 (x —3) (x —3).
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Alternative Losung: Wir haben

{ W"(z) = 6(x — 1) — T — 3H(z — 3),
u(0) =u'(0) = u"(4) = u"(4) = 0.

Dieses Problem konnen wir auch mittels Laplacetransformation l6sen. Dazu setzen
wir u zu einer Funktion auf ganz R, fort und bezeichnen mit U die Laplacetransfor-
mierte von u, d.h. es gilt

U(s) = /0 " u(w)e " da.

Wenden wir die Laplacetransformation auf die obige Balkengleichung an, so erhalten
wir

7.‘_1 /2 s

2532°

wobei wir die angehédngte Tabelle und die Ableitungsregel verwendet haben. Wegen
den Randbedingungen vereinfacht sich diese Gleichung zu

s*U(s) — s°u(0) — s*u/(0) — su”(0) — u”"(0) = e —

1 es 71_1/26735

Co . " "
Uls) = i+ + o — g mit @ =u"(0), co = u'(0).

Mit der angehédngten Tabelle erhalten wir

—1)3 132
u(gg):%x3+c2—0x2+%}[(x—1)—5%(3;—3)9/211[@—3)
13 C o (—1)3 16 9/2
O 02 M T g 1) — —(x— 3)2H(z — 3).
5L +oet 5 (x —1) 945(x 3) (x —3)

Es bleibt die Konstanten ¢y, ¢; zu bestimmen. Fiir z = 4 gilt

u'(zr)=(co+caz+(x—1)H(x—-1)— 1 (z —3)°2H(x — 3))|p=4

15
=co+4c +3 1
= Cp C1 15’
2
u'(x)=(cp+ Hx—1)— g(x - 3)3/2H(x —3))|z=a
2
=C + 1-— §
Aus den Randbedingungen im Endpunkt x = 4 folgt
+1 2 0 = L
c — == € = ——
! 3 T3
+4c + 3 1 0 = 4 3+ 1
G C - — = co = —4cn — —
0 1 15 0 0 15
Setzen wir ¢; = —1/3 in die zweite Gleichung ein, dann erhalten wir
4 3+4_ 20—-45+4 21 7
“=3 5 5 15 5
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und somit ist die Biegelinie u gegeben durch

To L (=D 16

- %(l' —3)Y2H(z — 3).

. Berechnen Sie die reelle Fourierreihe der Funktion

—(m + x), —rm<x<-m/2,
f:(=m7] =R, f(x)= x, —m/2 <z <T7/2,
T —x, /2 <z <.

Losung: Die gegebene Funktion f ist eine ungerade, 2w —periodische, stetige und
stiickweise zweifach differenzierbare Funktion. Wie wir in der Vorlesung gesehen ha-
ben, existiert somit die reelle Fourierreihe und ist gegeben durch

oo 2 T
flz) = Z b,sin(nz) mit b, = —/ f(z)sin(nzx) dx.
n=1 T Jo
Wir haben

9 w/2 ™
b, = — / xsin(nz) dr + / (m — x)sin(nz)dz | .
n 0 /2

Mittels partieller Integration erhalten wir

1 d

w/2 /2
/0 xsin(nz) dr = —E/O e cos(nx) dx

(3o (5) 5[ Gpsminnr)
0
(o) -3 ()

T (mr) . 1 . (mr)
= ——2C0Ss | — — s | —
2n 2 n? 2
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und

T 1
/ (m — ) sin(nz) —/ T— —cos(nx) dx
w/2 nJr/2
1 T
— ((71’—[)3 ) cos(nz)|7 / cos(nz) dm)
n /2
1 T 1 [ d
— (-2 - Bt d
n( 5 C +n/ﬂ/2 T sin(nz) :p)
1 T 1 . <n7r>
—|—= — —sin (—
a\2¢ n 2
cos <n >—|— 1 S ( W)
= — — )+ —sin(—
"o 2 n? 2
Damit folgt
b 2 U ( )+1 (mr>+7r < >+1 (mr)
n=—|—=—cos|— )+ —=sin(—)+-—cos|— )+ —sin|—
T 2n 2 2 2 2n 2 2 2
4 (mr)
= —sin :
mn? 2

Beachte, dass sin(nm/2) = 0 fiir n = 2k und sin(nn/2) = (—=1)* fir n = 2k + 1 und
somit folgt

o) = % 3 % sin((2n + 1)a).



