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1. Berechnen Sie die folgenden Integrale

. 2 2
(a) Wir nutzen -Le® = 2ze® aus und erhalten

1 1
/xem2 dx = 5/23:6””2033:: 5612 + C.

(b) Wir benutzen - (14 22)!0 = 20z(1 + 22)° und erhalten
219 1
/x(lJr:c P dr = oo (1+2%)0 4 C.

(¢c) Da = 1 eine Nullstelle des Zihlers ist, spalten wir diese zunéchst ab (Polynomdivision)
und erhalten

-2 =1—2)1+z+2>+2°+2).
Damit ergibt sich

/1_x5d /(1+ fa? b tatydr= 20+ tat Lty L ha g O
xr = x X X x Xr = —-X —Z =T =T x .
-z 57 T4t T3T )

(d) /de:/mwdx:/(x+3)dx=;x2+3x+0.
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(e) Mit x+2=x+1+1 folgt

2 1 1
/x+ dx:/aH_ dm—l—/ dx =z +log|x + 1] + C.
z+1 z+1 z+1

2. Berechnen Sie die folgenden Integrale

fo ¥ sin(nz)dx

ff—‘,—acQ

Loésung:



(a) Fiir n = 0 ist das Integral gleich 0, da sin(0) = 0. Sei nun also n # 0. Zweimaliges partielles
Integrieren liefert (mit v =e™*, v’ = sin(nx))
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Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass sin(27n) = 0 fiir alle n € Z. Wenn wir das
gesuchte Integral mit J bezeichnen, so gilt also die Gleichung

J = - —=J
n n?
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Also:
(1—e2™)n

n2+1
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/ e Tsin(nz)dr =
0
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(b) Wir benutzen die Subsitution u = y/z. Dann ist % 5—. Also
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Der Nenner hat bei u = —1 eine Nullstelle und mit Polynomdivision erhalten wir

w1 = (u+1)(u? —u+1).

Der zweite Faktor u? — u 4+ 1 auf der rechten Seite hat keine reelle Nullstelle, wir fithren
also die Partialbruchzerlegung durch:

1
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und somit
/ dx :/ 2du :/gdu+/ —juts
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_2/ du _1/ 2u —1 +/ du
" 3) u+1 3) wr-—u+1 uz—u+1
210 |u+1|7110 |u27u+1|+lar0tan(l(u—7))+C
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2 1 2 2
= —log(vz+1) — - log(x — vz + 1) + —= arctan(—=(v/x — =)) + C.
08(VE + 1) = S log(e — v+ 1) + —z arctan( 2 (VE - )
Die Berechnung es Integrals von zﬂ%uﬂ ist im Skript Teil A, Kap. III, Seiten 30-31

ausgefiihrt (Mit quadratischen Ergiinzung fithrt man das Integral auf die Form [ 1/(y*+
1)dy zuriick).




3. Zeigen Sie mittels Induktion, dass fiir alle A £ 0, n > 0

1 & !
/xnekacdxzxz n kk';l - kez\x_"_C.

Losung: Wir zeigen zuerst, dass die Aussage fiir n = 0 wahr ist: Einerseits gilt es
0 \x Az 1 Az
reMdr = | eMdr = Ne + C.
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Sei nun n > 0 und wir nehmen an, dass die Aussage fiir n gilt. Wir miissen zeigen, dass

Anderseits gilt es

n+1

, : 1 x (m+D
/33 ey = 1 > (=1t kik!)\nﬁ»lfk ahe M + C.
k=0
Wir fangen mit der rechten Seite an:
n+1
1 itk (m+1)!
+1-k kX —
XZ(_l)n En+i—k* ¢ +CO=
k=0
-k (n+D! L nti—(nt1) (n+1)! n+l Az
by Z( P R et <o
1)! 1
=5 Z < 1)t kk(lr,;\nt-lzkxke)\m> i in+1 e
1 1
)\Z< nk(:';‘)\)n kxke)\z>+)\xn+le)\z+c
_ 1) & ! 1
- TS (st ) + e

1 1
_ <_7’l‘>i\‘ /xne)\rdx) + Xxn—&-le)\m.

Im letzten Schritt haben wir die Induktionssannahme angewendet. Fiir die linke Seite benutzten
wir partielle Integration (v = z"*! AT)

1 1
/x”“e’\wdx = Xm”“e’\m - X(n +1) /x”e’\wdx.

I
,u' =e

Also gilt die Aussage fiir n + 1.



