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MC-Aufgaben

1. Die verkiirzte Zykloide ist die Kurve die von einem Punkt auf einem rollenden Rad beschrieben
wird. Eine Parameterdarstellung ist

z(t) = at—bsint
y(t) = a—bcost,

mit a > b > 0. Berechnen Sie den Flédcheninhalt der gefirbten Fléche.
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Die Zahl a ist der Radius des rollenden Rads; b ist der Abstand des Punktes zum Mittelpunkt des
Rads. Die Fliachenformel

27
/ y(t)i(t)dt
0

gibt den Flécheninhalt unter der Kurve mit Parametrisierung (x(t), y(t)). Gesucht ist aber den
Flacheninhalt der blauen Figur, also miissen wir den Flidcheninhalt des Rechtecks subtrahieren.
Dieses Rechteck hat Hohe a — b und Breite 2ra (=Umfang des Rads). Der gesuchte Flicheninhalt
ist gleich



2m
F:/ (a —bcost)(a —beost)dt — 2wa(a — b)
0

2
= / (a® — 2abcost + b2 cos? t) dt — 2mwa(a — b)
0

2 1+ cos(2
z/ <a2 — 2abcost + b* - _'_C;)b(t)> dt — 2ma(a —b)
0

b? in(2t
= |a*t — 2absint + E(t + sm; )

27
)} —2na(a — b) = 2a*7 + b*1 — 2ma(a — b) = (b* + 2ab)7.
0

2. Die Kurve K ist gegeben durch die Parameterdarstellung

t (z(t), y(t) = (/lt Coif“)du, /lt Sianu)du),

wobei ¢ € [1,4m).
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Was ist die Bogenldnge von K vom Koordinatenursprung bis zum ersten Punkt mit vertikaler
Tangente?
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Zur Parametrisierung 7(t) = (z(t), y(t)) mit t4 <t < tp ist die Bogenlinge gegeben durch

5= /t  ED F R dt,

wir miissen zunéchst also t4 und ¢p bestimmen. Da wir im Punkt (0, 0) starten sollen, gilt offen-
sichtlich t4 = 1.



Der Tangentialvektor 7(t) = (z(¢), y(t)) an die Kurve K ist vertikal, wenn #(¢) = 0 und
y(t) # 0 gilt. Mit dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung muss also

() d /t cos(u)du _ cos(t) —0

:% u t

und

t . .
_ i/ sin(u) du = sin(t)
dt 1 u t

gelten. Der erste Punkt mit vertikaler Tangente ist somit bei t = 7. Die gesuchte Bogenlinge ist
also

y(t) 40

o= [ v () ()
=[]} =n(5).



3. Es sei a > 0 eine Konstante. Was ist die Bogenlénge der Kardioide, gegeben in Polarkoordinaten
durch p(p) = 2a(1 + cos p) fiir ¢ € [0, 27]?

(a) 8a

(b)  8v2a
(c) 16a
(d) 16v2a
(e) 32a

Die Bogenlédnge ist
2m 27
s = \/p2+p'2dnp:2a/ \/(1+cos<p)2+sin2<pd<p
’ 2 ’ 2m 2
=2a \/2(1+cos<p)dg0:2a/0 ,/40082§d90=4a/0 |cos £| dy

0

T /2 T
:8a/ |cosu| du = 8a </ cosuduf/ cosudu) =8a(l+1)
0 0 /2

= 16a.

Skizze der Kardioide (mit a = 1):




4. Eine geschlossene Kurve [0,1] — R?, t — (2(¢),y(t)) wird um den Faktor a > 0 gestreckt, das
heisst, man erhiilt eine neue Kurve [0,1] — R?, t — (az(t), ay(t)). Welche der folgenden Aussagen
sind wahr?
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Die Bogenlénge der neuen Kurve ist das a-te Vielfache der Bogenlénge der alten Kurve
Die Bogenlinge der neuen Kurve ist das a?-te Vielfache der Bogenlinge der alten Kurve.
Die Bogenlinge der neuen Kurve ist das y/a-te Vielfache der Bogenlinge der alten Kurve.

Die eingeschlossene Fliache der neuen Kurve ist das a-te Vielfache der eingeschlossenen Fléche
der alten Kurve.

Die eingeschlossene Fliche der neuen Kurve ist das a?-te Vielfache der eingeschlossenen
Flédche der alten Kurve.

Die eingeschlossene Flidche der neuen Kurve ist das y/a-te Vielfache der eingeschlossenen
Flédche der alten Kurve.

Die Bogenlénge der neuen Kurve berechnet sich durch

/ V (az(t) (ay(t th—a/ Vax(t)? + y(t)2dt;

also das a-te Vielfache. Die eingeschlossene Fliache der neuen Kurve ist

1! . . a? [ . :
3 | (ealait) — aitayo)i = G [ @i = itay(e)ar

also das a?-te Vielfache. Was beides zu erwarten war: Lingen strecken sich eindimensional, Flichen
zweidimensional.

5. Berechnen Sie die Bogenlidnge L der Spirale, die gegeben ist durch

7:[0,T] — R?, t = e"*(cost,sint),

wobei T" — +o0.
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Es gilt zunéchst

(#(t),y(t)) = —e *(cost,sint) + e (—sint,cost) = e *(—cost —sint,cost — sint).

Fiir fixes T ist die Bogenldnge damit gegeben durch

T T
L= / Va(t)? +g(t)2dt = / e '\/(—cost —sint)? + (cost — sint)2dt
0 0

T
:/ e*t\/cos2t+2costsint+sin2t+c082tf2costsint+sin2tdt
0

— /T e tV2dt =v2(1 —eT).
0

Die gesamtlinge der Kurve erhalten wir, indem wir 7" gegen +o00 streben lassen. Wir erhalten also

L=+2.




Offene Aufgaben

6. Durch
p(p) = alcos(2¢)|
mit a > 0 wird in Polarkoordinaten der Rand eines Kleeblattes parametrisiert.

—

(a) Berechnen Sie den Flidcheninhalt des Kleeblattes.
(b) Bestimmen Sie die Breite b des Kleeblattes.

Losung:

(a) Fiir die Fliiche erhalten wir nach der bekannten Formel

1 27 1 27 a2 27
F=3 [ oerde=ga [ eof@ade=" [ (4 eostp)de
0 0 0

2 2

a? [ 1 P g2
=— |p+- Sin(4g0)} = —.

1 1 oo 2

(b) Um die Breite zu bestimmen, benstigen wir die y-Koordinate desjenigen Punktes im
ersten Quadranten, an dem die Tangente an der Kurve horizontal ist. Dazu bestimmen
wir zunéchst die kartesischen Komponenten der Kurve:

(z(¢),y(¢)) = (p(p) cos @, p(¢) sinp)
= (acos(p)| cos(2p)|, asin ¢|cos(2¢)]) .

Aus der Skizze wird klar, dass wir einen Punkt mit ¢ € (0, §] suchen. Dort ist also

cos(2¢) > 0, und wir finden

d d
0= % = 1 (asin cos(2¢)) = acos p cos(2¢) — 2asin @ sin(2¢p)

= a [cos ¢(cos? ¢ — sin?

®)— 4sin? p cos <p] = acosp (cos2 @ — 5sin? g@)
= acosp (1 — 6sin? <p) .
Die einzige Losung hiervon im Intervall (0, %] ist

.1
(o = arcsin —

\/6’
und die Breite ergibt sich zu
. . . 9 2a 1
b = 2y(po) = 2asin g cos(2pg) = 2asinpg(l — 2sin” pg) = —= (1 — =

_ 4da
= 73\/5



7. Berechnen Sie den Flicheninhalt, den die folgenden Kurven im Bereich 0 < ¢ < 27 einsch-

liessen.

(a) ple) =9

(b) ple) = 115

(c) p(p) = [sin(y)|
Loésung:

(a) Wir berechnen

1 27 27
F=§/ p(@)gds0=2 Vo dp
0
1/2” 1 [1 Zr’f
=5 pdp =5 |59
2 /o 2127 |,
1
2147r2:7r2.
(b) Wir berechnen
1 27 1 27 1 2
F=_ 2d :7/ —
2/0 p(p)” dp 3/, (1+so) ®
_1|: 1:|27r
2] 1+4¢),
RN
T2 244r
(¢) Wir berechnen
1 2’71' 2 1 271' . 2
F=g p(») dp =5 |sin(p)|” dp
0 0
1 27
Z*/ sin()” dg
2 0
27
1 1 U
=~ |2~ Zsin(2 —_—
2{2 7 5t @)]0 2

Hier haben wir benutzt, dass sin(¢)? = $(1 — cos(2¢)).

8. Es sei die Spirale p(p) = ¢ in Polarkoordinaten gegeben. Berechnen Sie den Inhalt des
schattierten Flachenstiickes, das eingeschlossen wird von der z-Achse und den Stiicken der

Kurve mit ¢ € [0,27] und ¢ € [27,47].

\| /




Losung: Die schraffierte Flache ist die Sektorfliche der Spirale zwischen 27 und 47 ab-
zuiiglich der Sektorfliche zwischen 0 und 27. Wir rechnen in Polarkoordinaten p, ¢ und
erhaltendamit die Formel

1 4 ) 1 2T ) 1 4 ) 1 27T )
A= p(p) dp — - plp)*de = - e dp — - pdp
2 2 2 0 2 2 2 0

s s

L 3an 32w i 3
:§(g0 on — O)ZE(64—8—8+0)=87T.
9. Berechnen Sie die Fliche F des durch die ebene Kurve /|z|++/|y| = 1 begrenzten Bereichs.

Hinweis: Eine im ersten Quadranten giiltige Parametrisierung der Kurve ist durch ¢ —
(cos*(t),sin®(t)) mit ¢ € [0, Z] gegeben. Verwenden Sie Symmetrien!
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Losung: Wegen der Spiegelungssymmetrie an der - und y-Achse gilt wieder F = 4 A, wobei
F' die Fliche der Figur ist und A die Flidche der Figur im ersten Quadranten ist. Mit der
Formel fiir Flidchen unter parametrisierten Kurven gilt:

w/2 d w/2
A= 7/ sin?(t) - a(cos‘*(t)) dt = 4/ sin®(t) cos3(t) dt
0 0

w/2
4/0 sin® (¢)(1 — sin(t)*) cos(t) dt

w/2 /2
4/ sin®(t) cos(t) dt — 4/ sin”(t) cos(t) dt
0 0

w/2 /2

—4 B sins(t)]

0

; _ _ 4 _ 2
AISOlStF—4A—6—§.



10. Es sei die Astroide durch die folgende Parameterdarstellung gegeben:

rd -\.\.\
/ b
-.J'/// \\‘. "\-\_\
- 1 —= z(t) = acos®t
. //" y(t) = asin®t,  fiir 0 < ¢ < 2r.
\\-I :.,‘

Dabei ist a > 0 eine feste Zahl. Berechnen Sei in Abhéngigkeit von a:
(a) die Bogenlinge der Astroide;
(b) die Fliche des Astroidensterns;
(c) das Volumen des Rotationskérpers, der erhalten wird, wenn die Astroide um die z-Achse
gedreht wird.
Erinnerung: (fiir Teilaufgabe b)) Es sei

™

3
In:/ sin"xdr, n€N.
0

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass I = 7 und die Rekursionsformel

n—1
I, = I, _o.
n

Es wurde auch die folgende Formel gezeigt:

Z 5
/ sin x dox = / cos" x dx.
0 0

Loésung:

(a) Fiir unsere Rechnungen niitzen wir immer wieder die vorhandene Symmetrie aus; im

ersten Quadranten lduft der Parameter ¢ von 0 bis § und die gesamte Bogenlinge ist

das Vierfache der Bogenlidnge im ersten Quadranten, analog fiir die Fléche.
Mit () = —3acos?tsint und 9(t) = 3asin®tcost ergibt sich fiir die Bogenléinge der
Astroide

H 3 2 4
s = 4/ Va(t)? +y(t)2dt = 4/ 3a\/cost tsin® ¢t + sin® ¢ cos? t dt
0 0
3 / 2 2
= 12a/ costsintyv/ cos?t +sin® tdt = 12a[% sin t]
0

= 6a.

vy



(b) Die Fliiche des Astroidensterns ist

(x(t)yt) — z(t)y(t)) dt = 2 /05 (3a*(cos® tsin® t + cos® tsin t)) dt

z
= 6a2/ (cos* t(1 — cos? t) + (1 — sin®t) sin* t) dt
0

5
6a’ / cos*t — cos® t + sin* ¢t — sin® ¢ dt
0

Wenn wir

™

El
Jn :/ cos” xdx
0

schreiben, dann haben wir zusammen mit der Notation aus dem Hinweis
F =6a*(Jy— Jo + Iy — I5).

Wir widmen uns nun dem Hinweis und zeigen, dass I,, = J,, fiir alle n € N gilt:

™

2 % T
I, = / sin” xdx = / cos” (m — 7) dx
0 0 2

ez puln/2) 0
= / cos"(u)du:/ cos™ (u)du
du=dx u(0) -z

@ [
= cos™(u)du = Jp,
0

wobel wir in (x) ausgenutzt haben, dass der Kosinus eine gerade Funktion ist, d.h.
cos(—x) = cos(x).
Damit gilt nun

F =12d*(I, — I¢).

Verwenden wir die Rekursionsformel

-1
I, = & I,
n

zusammen mit dem Ergebnis I = 7 erhalten wir

Somit ergibt sich der Flacheninhalt zu

3r 1567 3
F=12d* = — — ) = =ma”.
“ (16 96) g™t

(¢) Der Schnitt des Korpers mit einer Ebene parallel zur (y, z)-Ebene ist ein Kreis.

Die implizite Darstellung der Kurve ist gegeben durch
2 2 2
T3 + Y3 =as3,

wie man aus der Parameterdarstellung ablesen kann. Um den Radius des Schnittkreises

zu berechnen, bestimmen wir lokal die explizite Darstellung zu y(z) = (a3 — 23)2,

10



welche fiir 0 < z < a gilt und damit die Kurve im ersten Quadranten beschreibt. Die
Fliche des Kreises ist 7 - y(x)?, also erhalten wir als Volumen

@ @ 2 5\ 3 a 2\ 2\ 2
V=2/ ﬂy(a?)Qdm=2/ w(aé—xé) dw=27m2/ (1—()) dz.
0 0 0 a

Nun substituieren wir u = (%)%, wir erhalten = au? und dz = 3ay/udu mit den
Grenzen 0 und 1. Also gilt

a 2\ 3 1
V:27ra2/ (1— (x):»,) dx:27ra2~%a/ (1 —u)*Vudu
0 a 0

1 1
= 37ra3/ (1 —3u + 3u® — ug)u% du = 37ra3/ u? —3u? +3u® —u? du
0 0

]1 32
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