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MC-Aufgaben

1. Berechnen Sie die Oberfliche des Korpers, der durch Rotation der durch
7r 7T]

= > ) €El—55
y = cos(z), x [ 53

gegebenen Kurve um die 2-Achse entsteht.
(a) 2m(log(1++/2) +v/2)

(b) 2m(log(1+v2) +2)

(c) 0

(d) log(1++v2)++2

Lésung:
Mit Hilfe der Parametrisierung

a(t) =t , ylt)=cos(z(t)) =cost , te[-—=, I

erhalten wir nach der allgemeinen Formel die Oberflache

/2 /2
0= 27r/ y(t)\/a(t)2 + y(t)2 dt = 277/ cost\/ 1+ sin®tdt
—7/2 —m/2

u=1

= 27r/1 V1+u?du=2n B (arsinh u+u\/u2—|—1>]
=7 {arsinh(l) — arsinh(—1) + V2 — (—\/5)} =27 (arsinh(l) + \/5)
=2 [log (1+ V12 + 1) + V2| =2 [log(1 + v2) + V2|

Wir haben dabei u = sint substituiert.

u=-1



2. Die Kurve K, gegeben in Parameterdarstellung durch
te (z(t),y(t)) = et (cos(2t),sin(2t)), 0<t<7/2,

rotiert um die z-Achse. Wie gross ist die dabei entstehende Oberfliche ungefihr?

(a) 2.317
(b) 3.664
(c) 84.792
Es ist

/2
0= 271'/ )\ T2 (t) + 92 (t) dt = 27T/ e tsin(2t)V5e " dt

7275 /2
= 2m// tsin(2t)dt = 2\/77 7 1 (=2sin(2t) — 2cos(21))
0
:gw( T4 1) ~ 3.664,

wobei die Formel
eax
ar .3 — ] —
/e sin(bx)dx = P (asin(bz) —beos(bx)) +C , a,b,C €R

benutzt wurde. Sie ldsst sich mittels partieller Integration herleiten.



3. Der Graph der Funktion f: [-7, 7] — R, gegeben durch

1 fiir x = 0;

sonst

wird um die y-Achse rotiert. Wie gross ist das Volumen des entstehenden Rotationskorpers?

Y

(a) 37
(b) 2
(c) 3r
(d) 4r

Wir zerlegen den Kérper in diinne Hohlzylinder mit Innenradius z und Aussenradius z + dz. Ein
solcher Hohlzylinder hat den Umfang 27z, die Héhe *-* und die Dicke dx, also das Volumen

dV = 27r:rw dr = 2wsinx dx.
T

V:/ dV:27r/ sinz dx = 4.
0 0

4. Liegt der Schwerpunkt eines rotationssymmetrischen Korpers immer auf dessen Rotationsach-
se?

Das Gesamtvolumen ist somit

(a) Nein. Dies wiirde im Umkehrschluss bedeuten, dass sich alle Rotationsachsen eines Kérpers
in einem Punkt schneiden miissten, was nicht immer der Fall ist.

(b) Ja. Andernfalls wiirde der Schwerpunkt nach der Rotation nicht mehr derselbe sein — er ist
aber eindeutig.



5. Es sei B, (fiir 0 < a < 1) die von den beiden Parabelbégen x — y? = 0 und = — ay? = 1
berandete Fliache. Fiir welche « liegt der Schwerpunkt von B, ausserhalb der Fliche B,?

(a) a<?2
(b) 2<ax<l
() a<3
d 3<ax<l1
() a<l1

Wir benutzen die Formel aus dem Stammbach—Skript, Kapitel III, und erhalten y, = 0 (wegen
Symmetrie) und

-1
Vo fx=t
X
x—y'=0
x—a/yz—l
Es gilt
2z firo<z<l1

Glo) = 2<¢E—uxal) ﬁnlgzglia

und A, kann als Differenz den Flidchen zwischen den Funktionen z = 32 und = 1 — ay? und der

y-Achse berechnet werden. Diese zwei Funktionen schneiden sie sich fiir y = + L und so

11—«
1 1
Vi-a Vi—o
A, —/ 1+ay2dyf/ yidy
_ 1

1
Vi-a i-—a

T
—/1 1+ y2(a — 1)dy
T Vi-a

401

:gy/l—a'




Dann berechnen wir

xsl( x2fdx+/x2<\/5— ml)dx
A, o

1
1

1—a

x2fdx— /

u=zr—1 1 5 2
R =2 s vadu
A, 5(1—a) al/(u
f o

1 % 1

4
a 5 17(1 «
1 a? a

u—aP_5a—aﬂ_1—a
=5 ()

Der Schwerpunkt von B, liegt ausserhalb der Fliche B,

A
_3
5

o] =

2
<=, > 1< 3-2a>5—-5a < 3a>2 < O‘>§'

Also §<o¢<1.



6. Betrachten Sie die folgenden Figuren, die beide aus den selben zwei homogenen Rechtecken
zusammengesetzt sind und sich nur in der Platzierung des rechten (liegenden) Rechtecks unter-
scheiden (dieses ist um d nach unten versetzt):

d
Y2

X, Y2
M

X
X

Seien x1,y1, x2,y2 > 0. Welche Aussagen iiber die Schwerpunkte S; (der linken Figur) und Sy (der
rechten Figur) sind wahr?

(a) Die z-Koordinaten von S; und Sz stimmen iiberein.

(b) Die Liange (bedeutet Ausdehnung in z-Richtung) des rechten (liegenden) Rechtecks kann so
gewihlt werden, dass die y-Koordinaten von S7 und Ss iibereinstimmen.

(c) Die Differenz der y-Koordinaten von S; und Ss betrégt d.

Die erste Aussage ist wahr, da das Rechteck nur entlang der y-Achse bewegt wird und die Formel
zur Bestimmung der z-Koordinate des Schwerpunkts,

[ 2G(z)dx
xS = AN 1

J G(x)dz
nur die jeweilige Ausdehnung in y-Richtung, nicht aber deren Lage, verwendet.

Intuitiv lassen sich die néchsten beiden Aussagen folgendermassen entkréften: Falls iiberdies
auch die y-Koordinaten {ibereinstimmten, so wéren die beiden Schwerpunkte ident, was absurd
anmutet, also sollte die zweite Aussage falsch sein. Da der Schwerpunkt nicht nur vom rechten,
sondern auch vom linken Rechteck abhéngt, sollte die Masse des linken Rechtecks die Bewegung
des Schwerpunkts entlang der y-Richtung in Relation zur Bewegung des rechten Rechtecks ver-
langsamen — dass der Schwerpunkt also im gleichen Ausmass wie das Rechteck bewegt wird scheint
unlogisch, womit die dritte Aussagen widerlegt wére.

Nun validieren wir unsere mathematische Intuition. Nehmen wir dazu an, dass die linke untere
Ecke des linken (stehenden) Rechtecks im Ursprung platziert ist und (wie schon in der Abbildung
beschriftet), dass das linke Rechteck eine Lénge von 7 und eine Hohe von y;, das rechte Rechteck
eine Lénge von xo und eine Hohe von y, hat. In der Folge berechnen wir die y-Koordinate von Sj.
Es gilt

Hl(y)z{zl f?r0§y<y1—y2,
Ttz fliryr—y2<y<m

und folglich
yo, = Jo VENW) Ay a1yt +22(2ynys — o)
' JFHi(y) dy 2(z1y1 + T2y2)

Auf dhnliche Weise erhalten wir die y-Koordinate von Sy. Diesmal gilt

x fir 0 <y <y —y2 —d,
Hy(y) =S a1 +ao firy;—yo—d<y<y —d,
z1 firy1 —d<y<u



und folglich
_Jo yHe () dy  ziyd + 22(2(y — d)yz — 3)

vee J Ha(y)dy 2(x1y1 + 22y2) '

Daraus ist sofort ersichtlich, dass die y-Koordinaten nur iibereinstimmen, falls d = 0 gilt. Dies ist
aber ausgeschlossen. Ausserdem ist die Differenz der y-Koordinaten gleich

Tolod T
y1_92:72y2 :<1_1y1 )d<d,
T1Y1 + T2ye T1Y1 + T2y2

wie gewiinscht.

Offene Aufgaben

7. Es sei n > 3 eine ganze Zahl. Im Innern eines Kreises mit Radius 1 rolle ein kleiner Kreis C'
mit Radius 1/n ab. Ein Punkt der Peripherie des Kreises C beschreibt dann eine geschlossene
Kurve K (eine Hypozykloide), welche durch die Parametrisierung (0 < ¢ < 2m)

((n—1)cos¢ + cos((n —1)¢)),
((n—1)sin¢ —sin((n — 1))

S|P3~

beschrieben wird.

(a) Berechnen Sie in Abhingigkeit von n, die durch die Kurve K eingeschlossene Fliche.

(b) Fiir welche n ist diese Fliche grosser als 2/3 der Flidche des grossen Kreises?

Hypozykloide (n=10)
T T T




Losung:
(a) Nach der Berechnung der Ableitungen von z und y erhilt man

n—1

3 ((n—1)cos® ¢ — (n —2) cos pcos((n — 1)¢) — cos*((n — 1)¢))

n—1

——((n—1) sin® ¢ + (n — 2) singsin((n — 1)¢) — sin®((n — 1)¢)) .

n

Aus der Beziehung cos(a) cos(8) = cos(a + ) + sin(«) sin(8) erhalten wir fiir o = ¢
und 8 = (n — 1)¢ die Gleichung

cos(¢) cos((n — 1)¢) = cos(ng) + sin(¢) sin((n — 1)9);

Daraus erhalten wir

2(9)§(6) — #(@)y(@) = (”_171#(1 — cosn).
Die gesuchte Fliache ist somit gegeben durch die Formel fiir die Sektorfliche und wir
erhalten
1 2w -1 —9 27
F=s [ 200 - s do = =52 [T cosne)do
 (n—1)(n—2) sinng]®  (n—1)(n—2)
o 2n2 [(b_ n ]0 o 2n2 2
(n—=1)(n—-2)7
R

(b) Der grosse Kreis hat Fliche 7; gesucht sind also die Zahlen n = 3, 4, ..., fiir welche das
Folgende gilt:

m—1(n-2)r _ 2
n? >§7T
3n? —9n + 6 > 2n?
n(n—9)+6>0

n=29, 10, ...

[



8. Zwei gerade Kreiszylinder Z; und Z5 mit gleichem Grundkreisradius r durchdringen einander
derart, dass sich ihre Achsen schneiden und den Winkel « einschliessen. Berechnen Sie das

Volumen des Korpers Z7 N Zs.

Hinweis: Zerschneiden Sie den Korper durch Ebenen, welche zu beiden Achsen parallel sind.

Projektion auf die
xy-Ebene

B
N

/ Zylinder 2

e

Projektion auf die
xz-Ebene

\

Zylinder 1

Zylinder 2

ZyIinder/

Losung: Wir legen ein Koordinatensystem so, dass die Zylinderachsen in der xzy-Ebene
liegen, wobei eine von denen mit der y-Achse iibereinstimmt. Aus dem folgenden Bild lésst
sich herleiten, dass der Durchschnitt von Z; N Zs mit der Ebene z = h (—r < h < r) ein

Rhombus ist:

y Achj;d Zylinder 1




Sei ap, die Seitenldnge des Rhombus und b, die Breite der Streifen, die durch Z; N {z = h}
fiir i € {1,2} gegeben sind. Es gilt a;, = 2. Die Fliche des Rhombus ist gegeben durch

sina”
2

bp
b
Fn, = [7, ap de = brap = o2
b

sina®
Zur Berechnung von by, betrachten wir das folgende Bild, dass einen Zylinder geschnitten mit

einer Ebene senkrecht zur Zylinderachse zeigt. Es gilt (%)2 +h% =12 also by, = 2v/r2 — h2.

Es folgt, dass Fj, — -t — A2=h%)

sin sin «

Zylinder

Um das Volumen V' von Z; N Zs zu bestimmen, integrieren wir entlang der z-Achse iiber die
Fléche von Zy N Zy N {z = h}. Es gilt also

V= thh:/ ,4 (r2—h2)dh:—4 (2r3

sin o sin o 3

2., 16
3" = 3sma’

- -r

10



9. Es sei T € (0,00) eine positive reelle Zahl. Die Kurve K in der (z,y)-Ebene sei durch die
Parametrisierung

s Gl = ([ VIZePan ), el

gegeben.

(a) Bestimmen Sie den Oberflicheninhalt der durch Rotation von K um die z-Achse er-
zeugten Rotationsfliiche in R? in Abhingigkeit von T

(b) Bestimmen Sie das Volumen des von dieser Rotationsfliche und den zwei Kreisscheiben
{(z,y,2) eER® 2 = 0,92 + 22 < 1}

bzw.
{(@y.2) eB iz =a(T)y? +22 <)

begrenzten Korpers, in Abhingigkeit von 7.

(¢) Was passiert, wenn T gegen unendlich strebt?
Losung:

(a) Fiir die Berechnung des Oberflicheninhaltes wenden wir die Formel

T
F = 27r/ y(s)v/@(s)? + y(s)?ds
0
an. Die Ableitungen von x und y sind:

#(s) =+v1—e~2% (Hauptsatz der Infinitesimalrechnung)
ils) =~

Also ist 1/2(s)2 + g(s2) = V1 — e=25 + =25 = 1. Mit diesen Daten berechnen wir jetzt

den Flicheninhalt.
T T
F=27T/ e_s-lds:Zﬂ'/ e *ds
0 0

=2re| =2 (1-¢T).

(b) Das Volumen lésst sich durch die folgende Formel bestimmen:
T T
V= 7r/ yide = 7r/ y(s)? i(s)ds.
0 0

11



Also,

T T
V:ﬂ'/ 6725\/17672sd5:ﬂ'/ e72\/1 —e25ds
0 0
1

—2T _
e l—e 2T

/_ ul/zdu:f%us/z‘
0 2 3 0

il
2
g (1 _ €_2T)3/2

)

S

wobei die Substitution u = 1 — e~2¢ angewandt wurde.

(c) Wenn T gegen unendlich strebt, strebt e=7 gegen 0. Demnach nihert sich die Fliche
dem Wert 27, das Volumen dem Wert 7/3 an.

10. (a) Berechnen Sie den Schwerpunkt des in der Figur dargestellten homogenen Halbrund-
niets. Es sind d = 16mm, D = 28mm, k = 11.5mm und /[ = 80mm.

y

2

(b) Betrachten Sie das Rotationsparaboloid, das durch Rotation der Kurve z = az* um die

z-Achse gegeben ist:

12



Auf welcher Hohe liegt der Korperschwerpunkt?

Losung:

(a) Dank dem Satz von Pythagoras haben wir
D\?
(R—Ek)? + () =R?

Dk
8k

und somit

R:

Das Volumen ist

V=mrm

k 9 B 7 g\ 2
/ (VEZ=(R=2)) dx+/ <> dx]
0 k 2
k kel 3 2
=7 /(2Rx—x2)da:+/ d—dac —w(RkQ_]i_Fﬂ)
0 4

37
(R
“™s T "1

) = 57 (3D + 4k* + 6d%) .

Aus Symmetriegriinden sind die y- und z-Komponenten des Schwerpunktes yg = zg =
0. Fiir die z-Komponente bekommen wir

1 k B 7N 2
o= T /0 z(2Rx — 2°) da —l—/k x (2) dx

s <2Rk3 kKt d?

- = k41)2 — k2
i L (LT2)
T (DM KK R d

vV 12 3 4 4 8

2D2k2 + 2k* + 3d%1(2k + 1)
2D2k? + 2k* + 6d%kl + 3d2%1%) =

24V( Tt 3T = e T 1 6l

~ 42mm.

(Bemerkung: Bedenken Sie, dass die Angabe von mehr Nachkommastellen (etwa 42.1166 mm)
hier nicht sinnvoll ist, denn die Grossen d, D und [ sind auch nicht genauer als mit zwei
Dezimalstellen angegeben.)

Die Kurve z = az? wird um die z-Achse gedreht. Fiir den Radius gilt dann r? = 22 4y
und fiir die Hohe z = ar?.

Schnittfliiche bei z: F(z) = mr? = w2
Volumenelement bei z: dV = F(z)dz = m2dz
Der Schwerpunkt liegt auf der z-Achse mit Hohe h.

1 aR2
h = —/ 2dV, wobei V = /
1 7 . 17 1x
2 5 36 _ a2R6
— D20y = — R R
/ 2= 73a0 . vsa" T T vaY
aR? aR?
|4 / de/ zzdz= le = zCLR4
0 0 a 2a o 2
2 ™ 2 2
h Za 'R 4R =ZaR*="H
- . 3¢ 34 T3

13



11. (a) Eine diinne homogene Quadratplatte (Linge der Quadratseite s, Masse pro Flichen-
einheit o) rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit w um eine Diagonale. Wie gross ist
die kinetische Energie der Platte?

(b) Das Flidchenstiick zwischen der z-Achse und dem durch die Parameterdarstellung
z(t) = cost
y(t) = sin(2t)

gegebenen Kurvenbogen wird um die z-Achse rotiert. Dadurch entsteht ein zwiebelformi-
ger, homogener Korper mit homogener Dichte p = 1. Berechnen Sie das Trégheitsmo-
ment beziiglich der z-Achse.

(fir 0 <t < T)

Lésung:

(a) Fir die in der Zeichnung (siehe néchste Seite) oben rechts liegende Kante der Platte
gilt die Gleichung y = % s — x. In einem Streifen der Breite dx liegt also die kleine
Masse

1
dm = 2yo dxr = 20 <\/§s—x> dx.

Daraus erhilt man als Anteil der kinetischen Energie

1 1 1
dT = = v?dm = = w?2?dm = ow?2? [ —=s—z | dz.
2 2 V2

Die gesamte kinetische Energie ist folglich

v 3 aN |75 1
2
T:2/0w2x2 (\;E—x) dz = 20w? (\jﬁg_ail) . :ﬂ0w2s4.
0

Den Faktor 2 benétigen wir, um auch die linke Hilfte der Platte zu berticksichtigen.

14



T\

/

b

(b) Wir bestimmen zuerst eine explizite Darstellung der Kurve. Es ist

y = sin(2t) = 2sintcost = 2z /1 — x2

(ein Stiick einer Lemniskate bzw. Lissajous-Figur). Das Trégheitsmoment berechnet
sich dann gemiéss Buch, Kapitel I11.12, wie folgt:

1 1 4 1
@:fw/ (Qm\/lfaﬂ) dm:g/ 1621 (1 — 22)% dx
0 0

2
1 5 7 971
:87r/0 (m4—2x6+x8)dx: W[z_gi_,_xgh
_an(lo2, 1y o
“\5 777 9) T 315

Alternative: Das Triagheitsmoment einer diinnen Kreisscheibe mit Radius r ist %777"4.

Zerschneiden wir die Zwiebel in solche Scheiben vom Radius y(t) und Dicke dx = @(t)dt,
so ergibt sich

1 /2 1 /2
o= fw/ YB3 dt = ﬂr/ sin’ (26) sin ¢ dt
0 2 0 N——

2
= 16cos* tsin® t = 16 cos* ¢ (1 — cos? t)?
/2
= 87r/ cos* t (1 — cos?t)?sint dt
0

12 1)7647r

0
u=cost 41 2\2 — R — ) = —
e 87T/1 u (1 —u®)*(—1)du 877(5 - + 9 315
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