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MC-Aufgaben

1. Es sei die Funktion f: [0, 00) — [0, 00) definiert durch f(z) = In(2*+ 1), wobei der Logarithmus
In zur Basis e ist. Welche Gleichung beschreibt die Umkehrfunktion f~1: [0, 00) — [0,00)?

(a) Die Umkehrfunktion existiert nicht.

(b) fl(z) =In(a®-1)

Die Funktion ist im Definitionsbereich [0, co) streng monoton wachsend, also injektiv. Des Weiteren
ist sie surjektiv, also umkehrbar. Sei y = In(z? + 1). Lésen wir nach x auf, so erhalten wir
x = +/e¥ — 1. Vertauschen von x und y fithrt schliefllich zu f=1(z) = Ve* — 1.

2. Es sei f(z) = cos(z?) fiir alle z € R und D = [\/7, v/27|. Welche der folgenden Aussagen sind
wahr?

(a) Die Funktion f: D - R, x + f(x) injektiv.
(b) Das Bild von D unter f, also {f(z) : € D}, ist gleich [0, 1].

(c) Die Funktion g : [0,1/1/2] — [V7/2,\/7/V2] gegeben durch g(z) = \/arccosz ist die
Umkehrfunktion von der Funktion f: [\/7/2,v7/v2] = [0,1/1/2], z — f(x).

Die Funktion f ist auf D streng monoton steigend und folglich injektiv. Weiters ist cos(m) = —1,
also ist —1 im Bild von D unter f enthalten und dieses Bild kann somit nicht gleich [0, 1] sein. Da
f(g(x)) = cos(y/arccos xZ) = cos(arccos ) = z fiir x € [0, /1/2] und das Bild von [\/7/2, /7/V/2]

unter f gleich [0,1/+/2] ist, ist ¢ in der Tat die Umkehrfunktion von f im gefragten Intervall.



3. Seien f,g: R — R stetige Funktionen, so dass g(z) # 0 fiir alle € R. Es gelte ausserdem:

flx) _

x—lr-ir-loo g(z)

Welche Aussage ist richtig?

(a) Dann ist g sicher eine Asymptote von f wenn z — +oo.
(b) ¢ kann eine Asymptote von f sein wenn x — 400, muss aber nicht.
(¢) Dann ist g sicher keine Asymptote von f wenn x — +o0.

Mit f(z) = g(x) = 22 + 1 erfiillen die beiden Funktionen alle Bedingungen und sind Asymptoten

von einander, d.h. die dritte Aussage ist sicher falsch. Wenn wir hingegen g(z) = x? + 2 setzen
und f(z) = 22 + 1 lassen, strebt weiterhin 553 — 1 wenn z — 400, aber f(z) — g(z) — —1, d.h.
g ist keine Asymptote von f. Also ist auch die erste Aussage falsch: Nicht jedes solche g ist eine
Asymptote von f. Die zweite Aussage ist richtig: g kann eine Asympote von f sein, aber das muss

nicht zwingend gelten.




4. Welche der folgenden Bilder beschreiben den Graph einer injektiven Funktion [a, b] — [c, d]?

(1) (2) (3)

(4) (5) (6)

(@) (1)
(b) (2)
© 3
(d) (4)
() ()
(f) (6

(1) ist kein Graph einer Funktion, weil verschiedene y-Koordinaten mit derselben z-Koordinate
moglich sind. In (3) und (5) sind verschiedene z-Koordinaten mit derselben y-Koordinate moglich;
in diesen Féllen ist die Funktion also nicht injektiv. Fiir (2), (4) und (6) tritt dieses Problem nicht
auf; deshalb sind sie Graphen zweier injektiver Funktionen auf einem geeigneten Definitionsinter-
vall.



5. Es sei die Funktion f: R — R gegeben durch

e*® 4+ 1

fa) = S

Welche der folgenden Funktionen ist eine Asymptote von f fiir z — oo?

Es gilt
e +1
= =e®—1+4+2/(e” +1).
fla)= S e -1y )
Terme, die hier fiir x — oo nicht gegen Null konvergieren, sind Terme, die in der Funktion g
vorkommen. Also g(x) =e® — 1.




6. Es sei f(z) = %:_11 Welche Aussage ist richtig?

_36x2(z3—-1)3
() f'(2) = et

2

(b) fl(x) = (14?;;3)2
22(z3—1)3

@ fl) = B2

7222 (2% —1)3
(22841)°

(d)  f(x)

Offene Aufgaben

7. Gegeben seien die Funktionen

firR=R, T 22 —6

fo: R—=[0,00), x> ||
f3:R—=>R, x — min{z? — 9,0}
fi:R\{3} =R, =z~ ;1_&1)

(a) Untersuchen Sie alle Funktionen auf Injektivitéit, Surjektivitit und Bijektivitéit.

(b) Skizzieren Sie auf dem Intervall [—5,5] die Funktionen g := f3 — f1,
g:R—>R, x— fa(x) — fi(x),

und h := fo o g,
h:R—[0,00), x> fag()).

(c) Bestimmen Sie die Umkehrfunktion f;*: W (fy) — R\ {3}.
Hinweis: Sie miissen W (f4) =R\ {3} hierzu nicht explizit berechnen.

Loésung:
(a) Eine Funktion f ist injektiv falls
x1 # 22 = f(1) # f(22),
das ist logisch dquivalent zu
f(a1) = f(22) = o1 = 2.
e f; ist bijektiv:
200 — 6 =229 — 6 = 11 = T9 f1 ist injektiv

6
y € R beliebig, wihle x = % = fi(z) =y f1 ist surjektiv

e f5 ist nicht bijektiv:
(z.B.) fiir &1 = —1, 29 = 1 ist fa(z1) = fa(x2) f2 ist nicht injektiv

y € [0,00) beliebig, wihle zB. x = —y = fao(x) =y f2 ist surjektiv
e f3 ist nicht bijektiv:

(z.B.) fiir x1 = —5,29 = 8 ist f3(z1) = f3(x2) f3 ist nicht injektiv

(z.B.) fiir y = 2 gibt es kein = € R, so dass f5(z) =y f3 ist nicht surjektiv



e Wir beginnen, indem wir fy(z) umformen:

-3)+4 1 4 1 2

s+1  laz+1 1
2 -3

T —-6 2z-3

fa(x)

Damit erkennt man leichter:

1 2 1 2 2 2

— = — = =
2 1‘1—3 2 .132—3 3;‘1—3 1‘2—3
= x1—-3=x9—3 = 11 =29 f4 ist injektiv

2
z—3
Somit ist fy nicht bijektiv.
(b) Siehe Abbildungen 1 und 2.

Bemerkung: Da f; die Betragsfunktion ist, erhdlt man den Graphen von h, indem
man den Teil des Graphen von g, welcher unterhalb der z-Achse liegt, an der z-Achse
spiegelt.

1
# 0 fiir alle z € R\ {3}, so dass 3 ¢ W(fs) fa ist nicht surjektiv

Abbildung 1: Aufgabe 7. b) Funktion g

(c) Wir miissen die Gleichung y = f4(x) nach = auflgsen:

z+1
= 1: —
Y 27 =6 & T+ 2zy — 6y
& by+1l=22y—=x
& 6y+l=z(2y—1)
6y + 1
< T =

Sy -1

Jetzt vertauschen wir noch die Variablen x und y und erhalten:

6x +1
d .
20— 1

it g oo



8. (a)

(b)

Abbildung 2: Aufgabe 7. b) Funktion h

Gegeben sei die Funktion f mit Definitionsbereich D(f) = (%, 3F) durch die Abbil-

dungsvorschrift f(z) = tan(x). Bestimmen Sie die inverse Funktion von f.

Es sei a € R beliebig gewéhlt. Finden Sie alle reellen Losungen x der Gleichung

tan (7 (14 4 cos(z))) = a.

Loésung:

(a)

Wir nutzen zunéchst aus, dass die Funktion tan m-periodisch ist. Daher ist f(z) =
tan(z) = tan(z — ) fiir alle . Wegen « € D(f) = (3,2F) ist dann 2/ := z — 7 €
(—3 3). Also ist

arctan(f(z)) = arctan(tan(z — 7)) = arctan(tan(z’)) = 2’ = z — 7.

Schreiben wir y = f(z), so liefert Auflésen der obigen Gleichung nach z, dass y +—
g(y) := arctan(y) + 7 die gesuchte Inverse ist. Da f : D(f) — R surjektiv ist (d. h. zu
jedem y € R gibt es ein « € D(f) mit f(z) = y) kann als Definitionsbereich von g ganz
R gewéhlt werden: D(g) = R.

Wegen cos(z) € [—1,1] liegt das Argument des Tangens m(1 + 3 cos(z)) in [Z, 2Z]. Da

2 2
aber der Tangens weder fiir T noch fiir 3% definiert ist, muss auf jeden Fall zunichst
2 2

m(1 + % cos(z)) € (5,3F) gelten, also cos(z) € (—1,1). Wir erkennen in (%, 2%) den
Definitionsbereich D(f) von f wieder, also den Wertebereich der inversen Funktion g.
Aus

tan(r(1 + %cos(x))) ~ fr(14 %cos(x))) — (1 + %cos(x)))

folgt dann, dass
1
g (r(1+ 5 cos(2)) = a = g7 (g(a))

ist. Da g injektiv ist, schliefflen wir daraus

m(1+4 %cos(gc)) = g(a) = arctan(a) + ,



also 5
cos(x) = — arctan(a).
7T

Somit sind alle Losungen von der Form

2
x = tarccos ( arctan(a)> + 2km, keZ.
™

Alternativer Losungweg: Wegen der m-Periodizitéit der tan-Funktion ist

1
a = tan(w(1 4+ 3 cos(z))) = tan(g cos(z)).
Das Argument 7 cos(z) des Tangens liegt nun in (-7, 7), und wir kénnen direkt die
Umkehrfunktion arctan anwenden.

Ein weiterer, aber falscher Lisungsweg: Wir wenden die Funktion arctan direkt auf
beide Seiten der Gleichung an und erhalten

1 1
arctan(a) = arctan(tan(m(1 + 3 cos(z)))) =7m(1+ 3 cos(x)),
was offensichtlich nicht mit obigem Resultat iibereinstimmt. Der Fehler liegt darin, dass
im allgemeinen nicht
arctan(tan(z)) = z

s

gilt. Gleichheit besteht némlich nur fiir z € (=7, §), da der Wertebereich von arctan
per Definition (-7, 7) ist.

Fazit: Muss eine nicht injektive Funktion (wie hier der tan) erst auf einen kleineren Defi-
nitionsbereich eingeschrinkt werden, damit sie umkehrbar ist, so ist bei der Anwendung
der Umkehrfunktion Vorsicht geboten! Das gleiche Problem tritt iibrigens auch bei den

Funktionen arcsin und arccos auf.

9. Bestimmen Sie bei jeder der folgenden Funktionen, welche fiir alle reellen Zahlen ¢ > 0
definiert sind, jeweils eine Asymptote der Form at + b fiir t — +o0:

(a
(b
(c
(d

():tJr\/za
g9(t) = Va2 +3;
h(t) = 3t + cos(1/t);

(
i(t) = In(1 + €t).

Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen und die dazugehorigen Asymptoten.

Loésung:

(a) Da

t -1
—1= —0
t+ Vit Vi+1

fiir t — oo, ist die Asymptote die Gerade t +— 1.

(b) Da

3
— >0
Va2 + 3+ 2t

fiir t — oo, ist die Asymptote die Gerade t — 2t.

42 +3 -2t =

(c) Da cos(1/t) — cos(0) =1 fiir t — oo, ist die Asymptote die Gerade t +— 3t + 1.
(d) Da

log(1 + e') —t = log(1 + €') — log(e') = log(1 + e~ *) — log(1) = 0

fiir t — oo, ist die Asymptote die Gerade t > t.



10. Berechnen Sie f': D(f) — R fiir
a) f:R—=R, z— xsin(x);
c) f:(0,7) = R, > Z—;

e) f:(-5.5) =R z— (tanx)2;

. 1.
b)f]R—)R, $|—>m,

d) f:R=R, z—e 7

£f) f:R>1 = R, z— Vingz;

e 5" firz#0
0 firz =0

z?sin(1)  firz #0

R—>R, z+— .
g) / v { 0 firx =0

h) f[: R >R, xr—>{

Zeigen Sie, dass die Ableitung der Funktion aus Teilaufgabe h) im Punkt 2 = 0 nicht stetig

ist.
Losung:
d . .
a) . (rsinz) =sinz 4+ xcosz  (Produktregel)
b) < ((zz + 3)71) = (-D)(*+3)7% 20 = _ (Kettenregel)
dx (22 + 3)2
d 1 cosx .
c) — | = =—— (Kettenregel oder Quotientenregel)
dx \sinx sin” x
d
d) e (e7") = —e™® (Kettenregel)
d 2 1 sin z
e) . ((tan x) ) = 2(tanx) - e 2@ (Kettenregel, Abl. von tanx)
d 1 1

(Kettenregel und Ableitung von In x)

d . =
g) Essei z # 0. Es gilt o (6_72) —2¢ (Kettenregel).
x x
Weiter gilt

. 1
oy — i W = FO) e fR) e g
FO) = = e = =i e
weil
1
lim 2 = lim — =0
h—0% 72 r—+oo e?
und
1 1 .
lim - = lim —& =— lim -5 =0,
h—0~ grZ  h—0t g2 z—+o00 e¥
wobei wir die Substitution z = ; gemacht haben, gilt f’(0) = 0 (weil der linksseitige

und der rechtsseitige Grenzwert iibereinstimmen).

h) Es sei z # 0. Wir berechnen
d 1 1 1
— <x2 sin ()) = 2z sin () — cos () (Kettenregel und Produktregel).
dx x x x

Weiter gilt
.
7(0) = i LB =IO SO PP G) g (i) |

h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Weil [sin(z)| <1 fiir alle z € R,

1
h si — <|hl|-1=|h
\ mn(h)]_|| n



und deshalb lésst sich zeigen, dass

1 1
lim hsin [ — )| = lim |hsin | — )| < lim |h| = 0.
h—0 h h—0 h h—0
Wir haben also gezeigt |f'(0)] < 0 und somit gilt f/(0) = 0. Fasst man alles zusammen

erhilt man:
2zsin () — cos (£ falls x #£ 0
0 falls x = 0.

Im folgenden zeigen wir, dass die Funktion f’ im Punkt x = 0 nicht stetig ist. Es gilt

1 1 1 1 1
lim f/(z) = lim <29: sin <) — cos <)> = lim 2z sin (>lim cos (> = 0—1lim cos (> .
x—0 x—0 €T €T x—0 x x—0 x x—0 x

Der Grenzwert hn%) cos (%) existiert nicht. Um dass zu zeigen muss man zwei Folgen
r—

(an), (by) finden so dass a,, — 0, b, — 0 mit n — +00 und

1 1
nﬂlfoo cos (%) #* nll)rfoo cos (bn> .

In der Tat, es sei (a,,) die Folge gegeben durch

1
Qp = ——
n2m
und es sei (b,) die Folge gegeben durch
1
by = —r—.
5 tn2w

Beachte, dass a,, — 0 und b,, — 0 falls n — +o00. Wir berechnen

1
lim cos <) = lim cos(n27r)= lim 1=1

n—-+4oo an, n—-+oo n—-+oo

und

1
lim cos (b) = lim cos (g +n2ﬂ') = lim 0=0;

n—-+oo n n——+oo n—-+oo

1

der Grenzwert lir% oS (J) existiert also nicht und die Funktion f’ ist nicht stetig an

xr—r
der Stelle z = 0.

10



