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Kapitel O
Einfihrung

In dieser Einfihrung werden wir (mittels linearer Algebra) ein Problem l6sen, das
mich als Jugendlicher genervt hat.
In der Mittelschule haben wir Folgen kennengelernt. Es gibt die arithmetische Folge:
Fir zwei Zahlena; d de niert man
8
<a =a

a, 1+d; n 1

© @y

Hier kann man fast problemlos eine Formel fir das-te Folgenglied nden. Konkret
heisst das, dass wir einen Ausdruck fur das-te Folgenglied nden, der nur vonn
abhangt. Der Ausdruck ist gegeben durch, = a+ nd fir n 0 und wenn wir wollten,
konnten wir problemlosa;,zss auch ohne Taschenrechner in weniger als einer halben
Minute berechnen. Eine &hnliche Geschichte haben wir in der Mittelschule mit der
geometrischen Folge gehabt: Seiex) q zwei Zahlen, dann de nieren wir

8

< ag

©an

a

a 10; n 1

In diesem Fall ist eine Formel flra, mit n als Variable durcha, = aq' fir n 0
gegeben.

Fur mich hat der interessante Teil des Sto s hier aufgehort. Man beweist dann in
der Regel viele Identitaten, die fast tautologisch sind, betrachtet die Summenfolge (das
ist vielleicht doch interessant). Man kann jedoch viele interessante Fragen zum Beispiel
Uber arithmetische Folgen stellen. Hier sind einige:

1. Seia, = a+ nd eine arithmetische Folge. Enthélt die Folge unendlich viele Prim-
zahlen? Das heisst, gibt es unendlich viele2 N, so dassa, eine Primzahl ist?

Angenommena; d sind nicht teilerfremd (d.h. es gibtl 1, so dasd sowohla als
auch d teilt), dann kann die Folge héchstens eine Primzahl enthalten.
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Theorem 0.1 (Dirichlet, 1837). Seiena;d2 N;a 1;d > 1 teilerfremd. Dann
enthalt die Folgea, = a+ nd unendlich viele Primzahleh

Fur den Beweis des Satzes brauchen Sie mehr oder weniger einen Bachelor in
Mathematik (dies kénnte zum Beispiel das Thema lhrer Bachelorarbeit sein).
Falls Sie nicht bis dahin warten wollen, dann kénnen Sie hier [11] anfangen.

2. Wegen Dirichlets Theorem (Theorem 0.1) kdnnten wir uns fragen, wann die erste
Primzahl in einer arithmetischen Folge vorkommt. Im Jahre 1944 hat Yuri Vladi-
mirovich Linnik, ein Mathematiker, der meine eigene Forschung stark beein usst,
bewiesen, dass es KonstanterjL > 0 gibt, so dass die erste Primzahl in einer
arithmetischen Folgea + nd mit a;d teilerfremd (und 1  a < d) kleiner als cd
ist. Nehmen Sie sich ein bisschen Zeit, um diese Aussage richtig zu verstehen.
Hier ist eine Vermutung’, dass obiges Theorem von Linnik mit=1;L =2 gilt.
Mehr dazu hier.

3. Jetzt kbnnen wir uns fragen, ob wir eine Kette von Primzahlen in irgendeiner
arithmetischen Folge nden kénnen. Was genau damit gemeint ist, kbnnen sie hier
nachlesen.

Diese Fragen und Theoreme sind schon, aber deren Ldsungen sind nicht direkt mit
linearer Algebra verbunden. Um naher zur linearen Algebra zu kommen, betrachten wir
eine andere berihmte Folge, die Fibonacci-Folge. Diese ist folgendermassen de niert:

=1 (0.1)

8

3 =0

3

@, T ap1t+ta, 2 n 2
Wenn wir diese mit den oben de nierten Folgen vergleichen, stellt sich sofort die Frage,
ob wir einen Ausdruck/eine Formel fir dam-te Glied der Fibonacci-Folge nden kon-
nen. Es ist eigentlich nicht o ensichtlich, dass es so eine Formel Uberhaupt gibt, aber als
Jugendlicher habe ich gehdrt, dass es eine Formel fur dase Glied der Fibonacci-Folge
geben soll. Es konnte mir jedoch niemand sagen, wie diese Formel aussieht oder wie
man sie ndet (in diesen uralten Zeiten gab es noch kein Wikipedia...). Wir werden
jetzt diese Formel zusammen nden und dabei fast allen Begri en und Themen von
diesem Kurs (zumindest vom ersten Semester) begegnen. Der erste Schritt in diesem
Abenteuer ist sehr unintuitv; wir verkomplizieren die Sache. Wir haben keine Ahnung

1Zum Beispiel gibt es unendlich viele Primzahlen der Forml + 4k fir k 2 N und unendlich viele
der Form 3 + 4k fur k 2 N.

2Eine Vermutung ist eine Aussage, von welcher die mathematische Gemeinschaft glaubt, dass sie
richtig ist, aber die bis anhin noch niemand beweisen konnte.
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wie wir dieses Problem l6sen kdnnen und betrachten dazu noch unendlich viele (ver-
wandte) Probleme, die wir ebenfalls nicht I6sen kénnen. .. ziemlich verrickt! Um diese
neuen Probleme einfiihren zu kdnnen, entwickeln wir ein bisschen Sprache . Das heisst,
wir fihren einige Begri e und De nitionen ein. Wir werden jetzt Folgen als Objekte
betrachten und sie mit schonen kalligra schen Buchstaben bezeichnen. Zum Beispiel
schreiben wir: Sefr die Fibonacci-Folge, die in (0.1) de niert ist.

De nition 0.2.  Wir sagen, dass wir eine Folggut kennen wenn wir eine Formel fur
ihr n-tes Folgenglied gefunden haben.

Zum Beispiel kennen wir alle arithmetischen und geometrischen Folgen gut. Wir kbn-
nen jetzt unser Ziel so ausdriicken: Wir moéchten gerrie gut kennen. Wie versprochen,
machen wir die Sache komplizierter:

De nition 0.3.  Seiena; b2 R zwei reelle Zahlen. Wir de nieren die Folgé- ., mittels
der Rekursion

d = a
a.1:b

ah=ay 1+ay o firn 2

W AW 00

Zum Beispiel giltF = Fg.;. Also kdnnen wir unser Ziel so ausdricken: Wir mochten
Fo.1 gut kennen. Der Schlussel fur die Losung ist nun das verriickte neue Ziel:

Neues Ziel Wir mdchten F ., fur alle a; b2 R gut kennen.

Wie kann es sein, dass wir mehr Ho nung fur dieses neue Ziel haben als fur das
urspringliche Ziel? Zunéchst klingt das verriickt, da das neue Ziel so aussieht wie
unendlich viele Varianten des alten Problems. Das neue Problem ist ein Raum von
Problemen und hier liegt eigentlich der Hund begraben. Dieser Raum hat eine gewisse
Struktur und wir kbnnen diese Struktur ausnutzen. Bevor wir anfangen, geben wir noch
eine De nition an:

De nition 0.4. Eine Folge A heisst eineFibonacci-Folge wenn esa;b 2 R gibt, so
dassA = F,p. Den Raum aller Fibonacci-Folgen nennen wiFib .

Ubung 0.5. Zeigen Sie, dass eine Folg@y;as;:::) eine Fibonacci-Folge ist genau
dann, wenna, = a, 1+ a, o furallen 2.

Es qgilt
Fib = fF ) a;b2 Rg

und unser Ziel ist es, alle Elemente voRib gut zu kennen.
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0.1 Welche Struktur hat Fib ?

Wir nehmen zwei FolgenF; = (ag; a;;ap;as;:::), F2 = (ly; by; bp; ;2 2) und formen
ihre komponentenweise Addition

Fi+ Foi=(ag+ byar+ byax + byyas+ bs;ii):

Behauptung: SeienF; und F, zwei Fibonacci-Folgen, dann ist auclr, + F, eine Fibo-
nacci Folge. Wir bezeichnen die Glieder voR; + F, alsF; + F, = (Cp; Cp; G C3; 0 0).
Laut Ubung 2.20 miissen wir lediglich zeigen, dass

Ch=0C 1+ G 2
fur alle n 2 gilt. Beweisen wir es: Es gilt
Ch=anth
und daFq;F, 2 Fib haben wir
anthh=(an 1tan 2)+(lh 1+t b 2)=(an 1t )t(a 2+ 2)=C 1t G 2

Daher giltinder Tat ¢, = ¢, 1+ G ».

Ubung 0.6. Mit der Notation von De nition 0.3 erklaren Sie fur sich selbst, dass das
obige Argument Folgendes zeigt:

I:a;b'|' I:c;d = I:a+c;b+d:

Kurz gesagt, kdonnen wir zwei Elemente voirib addieren. Der Fibonacci-Folgen
Raum Fib hat also eine Addition. Ausser der Addition haben wir noch eine andere
Operation in Fib : eine Multiplikation mit einem Skalar. In diesem Zusammenhang
ist Skalar einfach ein komischer Name fir eine reelle Zahl. Spater in diesem Kurs
mochten wir andere Typen von Zahlen betrachten, die einen sogenannten Koérper
formen (vielleicht haben Sie schon vom Kdorper der reellen/komplexen Zahlen oder von
endlichen Kdrpern gehort) und ein Skalar ist dann einfach ein Element eines Korpers.
Im Moment ist jedenfalls ein Skalar einfach ein Synonym fir eine reelle Zahl. Also, sei

2 R ein Skalar undA = (ag; a;; ay;:::). Wir de nieren die Multiplikation von A mit
dem Skalar 2 R als

A=(aqg aj ay:):

Ubung 0.7. Argumentieren sie dhnlich wie im Fall der Addition, um folgende Behaup-
tung zu zeigen: Sei 2 R und A 2 Fib. Dann gilt auch A 2 Fib. Zeigen Sie des

7
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Weiteren, dass Fap= F ap -

Wir haben also gesehen, dass der Raufib Addition und Multiplikation mit einem
Skalar hat. Wie hilft uns das, unsere Aufgabé o, gut zu kennen, zu I6sen? Geduld
bringt Rosen. ..

Bemerken Sie zuerst das Folgende: Wenn m&nR = (ag; a;;:::) und F, = (ly; by i)
gut kennt, dann kennt man auchfF; + F, gut. In der Tat, wenn man eine Formel fira,
und kb, hat, dann hat man auch eine Formel fir das-te Folgenglied. Namlich, wenn
a, = f (n) und by, = g(n) Formeln fur dasn-Glied sind, dann istf (n)+ g(n) eine Formel
fir F1+ F,. Ahnlicherweise, wenn man eine Folg& 2 Fib gut kennt, dann kennt man
auch A fur alle 2 R gut. Allgemeiner, zeigen Sie:

Fo+ i+ (Fy (0.2)

furalle 1;:::; «2 Rgut.

Ausdriucke der Form (0.2) heissen lineare Kombinationen von Folgen.

Anders gesagt, kann man mittels der Struktur vonFib das Wissen uber einige
Elemente vonFib auf andere Elemente vorib Ubertragen.

Das ist alles sehr schon, aber es gibt kein einziges Element J@ib , das wir gut
kennen! Das ist eigentlich nicht wahr. Es gibt doch ein Element voRib , das wir gut
kennen.

Ubung 0.9. Finden Sie es, bevor Sie weiter lesen.

Die Fibonacci-FolgeF,.o kennen wir sehr gut: WennFoo = (ag; a;:::), dann ist
a, =0 fur allen 2 N[f Og. Heisst das, dass wir jetzt mittels der Struktur vonFib
viele andere Folgen gut kennen? Leider nicht, denfgo + Foo 0der Foo ergeben
leider keine neuen Folgen. .. Wir bekommen einfaéh,., wieder und wieder. Also, wenn
wir nur Fo.o gut kennen, kénnen wir mittels Addition und Skalarmultiplikation nicht
weiterkommen. Wie viele Folgen sollten wir kennen, um alle Elemente véiib gut zu
kennen?

Nehmen wir an, dass wir eine Fibonacci-Folgeé,., mit a und b beide nicht Null gut
kennen. Dann kennen wir mittels SkalarmultiplikationF ,.,, fir alle 2 R gut.

Ubung 0.10. Zeigen Sie, dass die Mend€& ., j 2 Rg Fib unter der Annahme
(a;b 6 (0;0) unendlich viele Elemente enthalt, aber trotzdem niemals gleidfib ist.

Diese Ubung zeigt, dass wir zumindest zwei Fibonacci-Folgen gut kennen mussen,
um alle Elemente vonFib gut zu kennen. Existieren also zwei Folgen iRib, die wir
gut kennen und wodurch wir dann alle Elemente voirib gut kennen? Kdnnte man

8
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also zwei FolgemA ;B 2 Fib nden, so dass jede Folge eine lineare Kombination vok
und B ist?

Wenn wir zum BeispielF.; und F 1.0 gut kennen, dann kennen wir alle Elemente von
Fib gut: Wir kénnen ein allgemeines Elemenk ., von Fib folgendermassen schreiben

Fap=aFio+ u:0;1

und daraus folgt eine Formel furF 5, aus Formeln firFo; und F ..

Dies ist nochmals sehr schén, aber wir sind wieder bei unserem urspringlichen Pro-
blem angelangt! Wir kennerf o.; noch nicht gut! Im nachsten Abschnitt werden wir zwei
andere Folgen gut kennenlernen und mit diesen kann man auch jedes andere Element
von Fib mit Skalarmultiplikation und Addition erreichen.

Bemerkung0.11 Die Tatsachen, dass
(1) zwei Folgen reichen,
(2) eine Folge nicht reicht (Ubung 0.10),

(3) in jeder Menge von drei Folgen es eine Folge gibt, die wir weglassen kénnen ohne
die Menge der erreichbaren Folgen zu andern,

sind verbunden mit der Aussage, dass der RaufRib Dimension 2 hat. Das ist keine
Uberraschung. Dimension ist fast gleichbedeutend mit der Anzahl Freiheitsgraden des
Raums. Uberlegen Sie sich, wiedéib genau 2 Freiheitsgrade von reellen Zahlen hat.
In anderen Worten, Fib ist eine Ebene, in der jeder Punkt eine Folge darstellt.

0.2 Vorkenntnisse und Symmetrie

Wie kommt man auf eine neue ldee fur die Losung eines Problems? Normalerweise
durch die Nutzung von Vorkenntnissen, die fir die Losung relevant sind oder durch
das Erkennen, dass das Problem eine gewisse Symmetrie hat, die wir benutzen kdénnen.
Vielleicht denken Sie, dass unser Problem gar keine Symmetrie enthalt. Immerhin ist
dies kein geometrisches Problem...

0.2.1 Vorkenntnisse

Bevor wir erklaren, welche Symmetrie dieses Problem dennoch geniesst und wieso
diese Symmetrie der Schlissel zur Lésung ist, benutzen wir unsere Vorkenntnisse um
Fibonacci-Folgen zu nden, die wir gut kennen.

Ubung 0.12. Zeigen Sie, dasfib keine arithmetische Folge enthalt (aussef o.0).
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Die Ubung zeigt, dass wir mit arithmetischen Folgen nicht vorankommen konnen.
Wie wéare es mit geometrischen Folgen? Kann eine Folge der Fo(my aq; ad; ac’;:::)
eine Fibonacci-Folge sein? Der Einfachheit halber versuchen wir zueaist 1, das heisst
mit einer Folge der Form

G =(1;0,d;::0)

mit q6 0. Die Folge G, ist eine Fibonacci-Folge, genau dann, wenn
=q "+q ° (0.3)

fur allen 2gilt. Da q6 0, kdnnen wir (0.3) durchq” 2 dividieren und daher ist (0.3)
aquivalent zu
= q+1: (0.4)

Dies kdnnen wir mittels anderer Vorkenntnisse I6sen, der MitternachtsfornielGlei-
chung (0.4) gilt genau dann, wenn

_1 "5

Es ist Ublich die Zahl

p_

1+ 5 .

> 1:618033:: (goldener Schnit)

mit ' zu bezeichnen und die Zahl
1 Ps
> 0:618033:: (konjugierter goldener Schnitj

mit . Fassen wir diesen Teil zusammen: die Folgen
G =(:;%" %'3%:) und G =(1;; % %)

sind beides Elemente vorkib , die wir gut kennen! Dies ist wunderbar, aber kénnen
wir mittels Addition und Skalarmultiplikation von G und G , die urspriingliche Folge
Fo.1 ausdrucken? Ja!

Ubung 0.13. Veri zieren Sie, dass

1G+1

G = FO;l:

Bemerkung0.14 Um Ubung 0.13 zu Iésen, miissen Sie wahrscheinlich ein lineares Glei-
chungssystem losen. Lineare Gleichungssysteme liegen im Herzen der linearen Algebra.

3Endlich eine Motivation zum Lésen einer quadratischen Gleichung!

10
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Eines unserer ersten Themen wird ein Algorithmus sein, um lineare Gleichungssysteme
zu losen, die Gauss-Elimination.

Ubung 0.13 gibt eine Formel fir dasi-te Glied von Fo1 = (ag; a1; az;::2):

p_ p_
1 . 1 'n n (1+_5)n (u)n
an = ] : + ] " = ] = 2 pg 2 :

Wir sind am Ziel angekommen!

Ubung 0.15. Sei Fo1 = (Fo; F1; F2;::0). Unter der Annahme, dasdimy; F:“l exi-

stiert, berechnen Sie diesen Grenzwert. Dies gibt eine andere Motivation geometrische
Folgen mit g als den Wert dieses Grenzwert zu betrachten.

0.2.2 Symmetrie

Man konnte sagen, dass dies nur ein Gluckstre er war. Wie konnten wir wissen, dass
geometrische Folgen hilfreich sein wirden? Das ist eine berechtigte Frage. Wie vorhin
erwahnt, kdnnte man diese geometrischen Folgen entdecken, wenn man die Symmetrie
des RaumsFib betrachtet. Was aber bedeutet Symmetrie in diesem Zusammenhang?
Wenn X irgendein geometrischer Raum ist, dann ist eine Symmetrie vof eine Ab-
bildung*

T: X1 X

die alle/einige der geometrischen Eigenschaften vot erhalt, wie beispielsweise Di-
stanz, Winkel usw. WennT : X ! X eine Symmetrie ist, dann ist die Menge der
Fixpunkte

Fix(T)=1fx2 X : T(x)= xg

normalerweise eine interessante Menge zum Betrachten. In anderen Worten ist ein Fix-
punkt ein Element, welches auf sich selbst abgebildet wird. Um den Symmetriebegri
auf allgemeinere Raume zu verallgemeinern, konnten wir das Folgende de nieren: Sei
X ein Raum mit einer gewissen Struktur. Eine Symmetrie voX ist eine Abbildung
T:X ! X, die die Struktur von X erhélt/respektiert.

Wenn X = Fib bekommen wir das Folgende:

De nition 0.16. Eine Abbildung T : Fib ! Fib heisst eine Symmetrie vorFib ,
wenn fur A;B 2 Fib und 2 R gilt, dass

T(A+B)= T(A)+ T(B) und T( A)= T (A): (0.5)

4Eine Abbildung ist ein anderer Name fiir eine Funktion. Das ist eine Regel, die jedem Element
von X ein bestimmtes Element vonX zuordnet. Dies und andere Grundlagen werden wir zusammen
mit der Analysisvorlesung bald sorgfaltig de nieren.

11
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Die Anforderungen in (0.5) sind das, was wir meinen mitT respektiert die Struktur
von Fib .

Uberlegen wir zuerst, welche Abbildungef : X ! X wir Giberhaupt kennen. Hier
sind drei Beispiele, die nicht so interessant sind:

1. Die Identitats-Abbildung
Id: Fib ! Fib
ATIA
die nichts macht.
2. Die Skalarmultiplikations-Abbildung: Fir 2 R de nieren wir

M :Fib ! Fib
A7l A:

3. Die Vektoradditions/Folgenadditions-Abbildung: Fur B 2 Fib de nieren wir

Ag :Fib ! Fib
AT7T'A + B:

Ubung 0.17. Zeigen Sie, dassd und M fiur alle 2 R die Anforderungen in (0.5)
erfullen. Zeigen Sie des Weiteren, dagsg fir B 6 Foo die Anforderungen in (0.5)
nicht erfullt.

Wie gesagt, sind diese Symmetrien nicht besonders interessant, vielleicht weil sie
nicht mit der Tatsache verbunden sind, dass es sich bieio um einen Raum von Folgen
handelt. Diese Abbildungen existieren fur jeden Raum, der Addition und Skalarmulti-
plikation hat.

Ubung 0.18. Bevor Sie weiter lesen, versuchen Sie eine interessante andere Abbildung
T :Fib ! Fib zu nden, welche beriicksichtigt, dass es sich um einen Folgen-Raum
handelt? (Hinweis:Ich behaupte: Wenn marnF ;.o gut kennt, dann kennt man auchF .,

gut. Wieso?)

Bei Folgen-Raumen gibt es die Verschiebungsabbildung

S:Fib! Fib

(Bojar;ap; i) 7! (ansap;iii):

Ubung 0.19. (1) Veri zieren Sie, dassS(A) 2 Fib fur A 2 Fib.

12
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(2) Veri zieren Sie, dassS die Anforderungen in (0.5) erftillt.

Diese Verschiebungsabbildung ist schon eine interessante Symmetrie, die mit Folgen-
Raumen verbunden ist. Daher fragen wir uns, welche Fixpunki® hat:

Ubung 0.20. Zeigen Sie, das& . der einzige Fixpunkt vonS ist.

Gut, die Fixpunkte von S sind nicht so interessant. Es stellt sich heraus, dass fur
Abbildungen, die (0.5) erfillen, die Menge von Fixpunkten h&u g nicht interessant
ist. Die Forderung S(A) = A ist einfach zu einschrdnkend, um interessante Folgen
zu bekommen. Daher betrachtet man eine schwéchere Anforderung (die auch mit der
Skalarmultiplikation verbunden ist).

De nition 0.21. SeiT : Fib ! Fib eine Symmetrie. Eine FolgA & F, heisst eine
Eigenfolgevon T, wenn es ein 2 R gibt, so dass

T(A)= A

Der Skalar heisst derEigenwert von A.

Wir mochten also alle Eigenfolgen der Symmetri& nden®. Daftr nehmen wir
an, dassA = (ap;a;;ay;:::) 6 Foo eine Eigenfolge mit Eigenwert ist. Dann gilt
S(A) = A oder in anderen Worten

(a;8283;::) = (agsasap i) =(aog ag az:i):
Also gilt a, = a, ; furallen 1. Daher hatA die Form
A =(aga;ao0 5a %) (0.6)

Das heisst, dasé\ eine geometrische Folge ist. Welche (und welcheag) kommen also
in Frage? Dies haben wir schon in Abschnitt 0.2.1 gesehen, aber leiten wir es nochmals
her: Aus (0.6) folgt insbesondere, dass

a, = "a
furallen 0.DaA 2 Fib gilt auch a, = a; + ap und zusammen bekommen wir
?ag= @ = ayta= ao+ta=( +1)ao (0.7)

Aus A & Fq folgt, dassay 6 0. (Wieso? Finden Sie eine Uberzeugende Erklarung.)
Daher ist (0.7) aquivalent zu 2=+ 1. Sieht das bekannt aus? Dies ist gerade die

SFir die fortgeschrittenen Leser bemerken wir das Folgende. Eigenfolgen sind eigentlich Fixpunkte
beziglich der Wirkung von S auf dem projektiven Raum P(Fib ).
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Gleichung (0.4). Dies bedeutet: Wen#\ eine Eigenfolge mit Eigenwert ist, dann gilt

2= +1 beziehungsweise = oder = '. Das heisstA ist eine geometrische
Folge mit ="' oder = . Der Einfachheit halber wahlen wirag = 1. Wir bekommen
die zwei Folgen, die wir vorher erraten haben

G =(;5" %'3%::) und G =(1;; % 3%

Zusammenfassung Die n-te Fibonacci-ZahlF,, ist durch

gegeben.
Allgemeiner zeigen Sie:

Ubung 0.22. Finden Sie eine Formel fur das-te Glied von Fy, die vona;bund n
abhangt.

Es gibt noch viele Sachen in diesem Zusammenhang zu sagen, aber wir missen
irgendwann mit dem Kurs anfangen. Hier ist eine kleine Ubung als Dessert:

Ubung 0.23. Zeigen Sie, dass

Was genau gemeint ist mit dieser Schreibweise und wie dies mit der Bewegung der
Planeten zusammenhangt, konnen Sie mich fragen oder hier [4, Y1.1] nachlesen.

Bemerkung0.24 Auf die Idee zu dieser Einfiihrung bin ich gekommen, als ich Ubungs-
stunden an der Hebrew University gehalten habe und gefragt wurde, wieso lineare
Algebra Spass machen soll. Dies habe ich durch diese Frage mit der Welt geteilt. Viele
der Antworten dort sind sehr interessant und lohnen sich, dartiber nachzudenken!
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Figur 0.1: Ihr n&chstes T-Shirt?
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mengen und Abbildungen

Dieses Kapitel haben wir sowohl in der Linearen Algebra wie auch in der Analysis
besprochen. Sie kbnnen dieses Kapitel im Fischer [6] als Wiederholung lesen.

1.2 Gruppen

Teile von diesem Kapitel haben Sie in der Analysis behandelt (die De nition von
Gruppen, Ringen und Kérper). Fir uns ist vor allem die De nition von Korpern rele-
vant. In der Vorlesung Algebra | im dritten Semester werden sie noch mehr Gruppen-
und Ring-Theorie behandeln. In diesem Kapitel geben wir nur einige De nitionen und
einige Beispiele.

De nition 1.1  (Analysis 24. Sept.) Eine Gruppe (G;e; ) ist eine MengeG versehen
mit einem Elemente 2 G (das neutrale Element) und einer Verknipfung: G G! G
mit folgenden Eigenschaften:

a) Furallea;b;c2 Ggilt (a b) c=a (b ¢). ( istassoziativ)
b) Furalleg2 Ggit e g=g e=g. (daher der Name neutrales Element )

c) Zu jedemg?2 G gibtes eing?2 G mit g g°= ¢° g= e.  (g°nennen wir ein inverses
Element von g)

Beachten Sie, dass a) der Eigenschaft G1 im Fischer [6] entspricht und b), c) ent-
sprechen G2. Wir schreiben oft zur Vereinfachungb statt a b fir Elementea; b2 G,
falls klar ist, welche Operation gemeint ist.

Folgende Proposition haben Sie auch in der Analysis gesehen (vgl. auch Fischer [6,
Kap. 1.2.3)):
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Proposition 1.2. 1) Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt (d.h. falls fie; € 2
G gilt, dasseg= geund g = g€ fur alle g 2 G, dann folgt stetse = €9.

2) Das inverse Element vorG ist eindeutig bestimmt. (Beachten Sie, dass wir dadurch
a ! fur das inverse Element vora schreiben kénnen.)

3) Furallea;b2 Ggilt (a ') *=aund(ab *=b'a l

4) Fur alle a;b;c2 G gilt ab= ac genau dann wenrb = c und ba= ca genau, dann
wennb= c.

Beweis. Fir 1) und 2) verweisen wir auf die Analysis Vorlesung (21. Sept.). Wir be-
weisen jetzt 3):
Beachten Sie, das¢a ') ! das einzige Elemenb?2 G ist mit der Eigenschaft

ab=bal=e:

Da a auch diese Eigenschaft hat, folgt nach 2), dass= (a 1) !. Fur den zweiten Teil
bemerken Sie, dass

(ab(b 'a )= a(bbl)a '=aeal=aal="¢e

und analog folgt(b 'a !)(ab) = e. Nach 2) folgt wiederum, das$ 'a ! = (ab . Teil
4) der Proposition beweisen Sie in Serie 4. ]

De nition 1.3.  Eine Gruppe(G; e; ) heisstabelschoder kommutativ, fallsa b= b a
fur alle a;b2 G qilt.

Bemerkung 1.4 Wenn eine GruppeG abelsch ist, dann verwenden wir fast immer
die additive Schreibweise und schreibe(G; e;+) fur die Gruppe. Also schreiben wir
insbesonderay, + g, statt gigp und g statt g * fir gi; ;92 G.

Beispiel 1.5. Wir betrachten einige Beispiele von Gruppen.

A

(Z;0; +) ist eine Gruppe.
" (N[f Og;0;+) ist keine Gruppe, da jedes 2 N kein inverses Element hat.
(Q; 0; +) ist eine Gruppe.

" Allgemeiner ist (K; 0;+) fir jeden Korper K eine Gruppe. (Die De nition eines
Koérpers folgt noch.)

1Der Begri abelsch ist zuriickzufiihren auf den Mathematiker Niels Abel. Dieser Begri ist das
einzige Beispiel eines nach einer Person benannten mathematischen Begri s, der ohne Grossbuchstabe
geschrieben wird. So grundlegend ist dieser Begri also!
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" SeiX eine Menge und
Abb(X)=ff : X I X jf ist bijektivg. Dann ist (Abb(X);ldyx; ) eine Gruppe.
Hier ist die Verkettung und Idy : X ! X;x 7! x die Identitatsabbildung.
(Dieses Beispiel haben Sie schon in der Analysis gesehen).

" Wenn X = f1;:::;ng ist, dann schreiben wirS, = Abb(X) und somit ist
(Sn;ldx; ) nach dem obigen Beispiel eine Gruppe. Diese Gruppe benutzen wir
spater, wenn wir Determinanten besprechen (Kapitel 3 im Fischer [6]).

1.2.1 Wichtiges Beispiel: Restklassen modulo n

Dieses Beispiel ist zentral flr uns. Es wird uns als Beispiel fir Gruppen, Ringe und
fur gewissen auch fur Korper dienen. Um das Objekt der Restklassen zu de nieren,
betrachten wir die folgende Aquivalenzrelation auZ: Sein 2 N. Wir de nieren fir
a;b2 z

a nb (b a)istdurchnteilbar ( 9 12Z:(b a)= In:

Bemerkung1.6. Wenn n aus dem Zusammenhang Klar ist, dann schreiben wir einfach
statt .

Ubung 1.7. Beweisen Sie, dass, eine Aquivalenzrelation ist. (Re exivitat und Sym-
metrie sind fast direkt, nur fur die Transitivitdit muss man kurz Uberlegen.)

Ubung 1.8. Schreiben Sie die Aquivalenzklassen fiiry; 3; 4;::: auf, bis Sie ver-
standen haben, was die Aquivalenzklassen von, fir ein allgemeinesn 2 N sind. Wie
viele Aquivalenzklassen gibt es fiir ?

Wir I16sen Ubung 1.8 fur » (jedoch ohne Erklarung!):

[0] ,=1f:::; 6 4; 2,0;2;4;:::g= die Menge der geraden Zahlen iA

[1] ,="f:::; 5 3; 1;1;3;5;:::g= die Menge der ungeraden Zahlen iA

Also sehen wir, das& , b ein ausgekllgelter (aber praziser) Weg ist zu sagen, dass
und b entweder beide gerade sind oderund b beide ungerade sind.

2Merken Sie sich: Es ist in der Tat préaziser die obige De nition mit » zu verwenden. Entweder
...oder ... hat keine ganz eindeutige Bedeutung in der Alltagssprache. Einige ETH-Dozenten verbieten
die Nutzung von entweder sogar! Ich erlaube es lhnen, aber nur wenn es klar ist, was Sie meinen!
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Was passiert nun, wenn man beispielsweise eine gerade Zahl und eine ungeraden
Zahl addiert? Man bekommt immer eine ungerade Zahl! Es gilt

gerade+ gerade= gerade (1.1)
geradet+ ungerade= ungerade (1.2)
ungerade+ gerade= ungerade (2.3)

ungeradet+ ungerade= gerade (1.4)

Ubung 1.9. Zeigen Sie, dass (1.1) der Meng&= ,= f[0] ,;[1] ,g die Struktur einer
Gruppe gibt mit [0] , als neutralem Element. Die Additions-Tabelle sieht so aus:

+ [0, ],
1,1, @A,
.|, [,
Dies mdchten wir auch in einem ausgekliigelten Weg schreiben, und zwar fiy.

Zuerst geben wir aber die Antwort zu Ubung 1.8: Fir ,, gibt esn verschiedene Aqui-
valenzklassen, die man durch Restklassen darstellen kann:

0] , =0+ nZ:=f0+nljl2Zg
=falle ganzen Zahlen mit Rest 0 bei Division mihg
[1] ., =1+ nz:=f1l+nljl2 Zg

=falle ganzen Zahlen mit Rest 1 bei Division mihg

[n 1] . =(n 1+nZ:=f(n 1)+nljl2Zg

n

=falle ganzen Zahlen mit Res{n 1) bei Division mit ng:

Allgemeiner gilt[a] , = a+ nZ. Wir schreibena fur [a] , (unter der Annahme, das:
aus dem Zusammenhang klar ist). Also isi = a+ nZ =[a] ,. Des Weiteren schreiben
wir a bmodulon odera b modn odera b(n), fallsa ,hb

Beispiel 1.10. Sein = 3. Dann ist beispielsweise

2=10=3k+1 furk2z

I
N
I

"1

~0=3=z"9=3k firk22z

~ 2 5 1 11 mod 3

Obiges Beispiel zeigt, dass jede Restklasse viele Darstellungenadteat.
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De nition 1.11  (vgl. Fischer [6, Kap. 1.2.7]) Sein 2 N. Wir schreibenZ=nZ flr die
Menge der Aquivalenzklassen von ,, das heisst

Z=nZ =7= ,=f01:::;(n 1o

Wir mochten gerne zwei Elemente voZ=nZ addieren konnen. (Denken Sie an=nZ
fur n = 2 und die Addition von geraden/ungeraden Zahlen oben.)

De nition 1.12. Seiena:b2 Z=nZ. Wir de nieren

a+ b:=a+b: (1.5)

Ist das eine gute De nition? Ist es erlaubt , diese Addition einfach so zu de nieren?
Da wir Addition von Restklassen/Aquivalenzklassedurch eine Auswahl von Reprasen-
tationen de nieren*, mussen wir beweisen, dass diese De nition nicht von dieser Wabhl
abhangt. In der Mathematik sagen wir, dass wir zeigen missen, dass die Addition in
(1.5) wohl de niert ist. Dies ist am besten erklart, in dem man den Beweis sieht:

Lemma 1.13. Die Addition in (1.5) ist wohl de niert.

Beweis. Seiena; a’2 Z mit a= a°(d.h. a und a’sind zwei mdglicherweise verschiedene
Reprasentationen derselben Restklasse) utdld 2 Z mit b= . Wir miissen zeigen,
dass

a+ b= ad+ B
Das ist einfach: Laut Annahme existieren; k 2 Z mit

a a=In und b B=kn:
Daraus folgt, dass

(a+b @+P=(a aO+(b P=In+kn=(l+K)n:

Also gilt a+ b= a%+ B’ und daher ist die Addition wohl de niert (sie hangt nicht von
der Wahl der Reprasentanten ab). Dies beendet den Beweis. O

Theorem 1.14 (vgl. Fischer [6, Kap. 1.2.7]) Die Menge Z=nZ zusammen mit der
obigen Addition ist eine abelsche Gruppe.

Beweis. Seiena; b;c 2 Z=nZ. Wir miissen vier Eigenschaften tiberpriifen:

3Die erste Gleichung gilt nach De nition der Quotientenmenge und die zweite laut Ubung 18.

4Fir n = 3 ist es nach obiger De nition zum Beispiel a priori nicht klar, dassT+ 3 = T+ ~ 9,
vgl. Beispiel 1.10.
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" Assoziativitat folgt aus Assoziativitat in Z:
(a+bh+c=a+b+c=(a+b+c=a+(b+c)=a+b+c=a+(b+70).

~ Oist das neutrale Element0+a=0+a=a=a+0= a+ 0.

" Taistdie Inverse vona:a+ a=a+( a=0=( aj+a=_ a+a

" Die Gruppe ist abelsch, da&Z abelsch ista+ b= a+ b= b+ a= b+ a.
]

Bemerkung 1.15 Wie bei jeder abelschen Gruppe bedeutet Subtraktion Addition der
Inversen: Erinnern Sie sich, dass b die Inverse vonbist. Dann gilt: @ b= a+ b=
at( bh=a b

1.2.2 Untergruppen, Homomorphismen und Isomorphismen

Dieses Kapitel vergleicht sich mit Kapitel 1.2.6 im Fischer [6]. Wir besprechen kurz
einige Begri e der Gruppen-Theorie.

De nition 1.16. Sei(G; ) eine Gruppe. Eine TeilmengeH G heisst eineUnter-
gruppe (von G), falls das Folgende gilt:

" H ist nicht leer.

" Fdr alle hy;hy; 2 H gilt hyhy, 2 H.

" Furalleh2Hgilth 12 H.
Beispiel 1.17. Wir betrachten einige Beispiele von Untergruppen.

~Z (Q;+) ist eine Untergruppe von(Q;+) .
fOg Z ist eine Untergruppe vonZ.
" FUr jedesm 2 N ist die MengemZ = fml j| 2 Zg ist eine Untergruppe vonZ.
" Sei(G;e; ) eine Gruppe. Dann sindf eg und G selbst zwei Untergruppen vor.
~ 0,29 Z=4Z = f0;1;2;3g ist eine Untergruppe vonZ=4Z.

Bemerkung1.18 Ist H (G; ) eine Untergruppe, so is{(H; ) mit der Verknupfung
aus G wieder eine Gruppe:

Assoziativitat der Verknipfung auf H folgt, da H G. Ausserdem gilt, dass
h 12 H fur h 2 H per De nition von Untergruppen. Da h;h * 2 H folgt aus der
De nition von Untergruppen auch, dasse = hh * 2 H und e hat die Eigenschaft
eg=ge=gfuralleg2 G. DaH G gilt dies also insbesondere fur alle 2 H. Also
ist (H; ) in der Tat eine Gruppe.
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Um gewisse strukturelle Ahnlichkeiten zwischen verschiedenen Gruppen auszudriicken,
brauchen wir den Begri von Homomorphismus und Isomorphismus. Allgemeiner de -
niert man in der Mathematik (insbesondere in der abstrakten Algebra) eine Klasse von
Objekten mit gewisser Struktur und betrachtet dann alle Abbildungen zwischen diesen
Objekten, welche die Struktur der Objekte erhalten/respektieren . Kirzer gesagt:

De nition 1.19  (vgl. Fischer [6, Kap. 1.2.6]) Seien(G; ) und (H; ) zwei Gruppen.
Eine Abbildung' : G! H ist ein Homomorphismusfalls fur alle g;; g, 2 G gilt ' (g,
%) ="' (d1) ' (g)°. Ein bijektiver Homomorphismus nennen wir einesomorphismus

Lemma 1.20. Sei' :(G;es; )! (H;en; ) ein Homomorphismus. Dann gilt:
(@) ' (eg) = ey, wobeieg und ey jeweils die neutralen Elemente vos und H sind.
(b) '(at)="(a) !furallea?2 G.

Beweis. (a) Esqilt' (es) = ' (es es) = ' (es) ' (es). Wir multiplizieren beide Seiten
von links mit ' (eg) ! und erhalten:

e ="'(es) ' "(es)="(es) * '(es) '(es)= ey '(es)=" (es):

(b) Seia2 G.Nach(a)gilt' (a) '(a H)="(aa 1)="(eg)=eyund' (a?l) ' (a)=
' (a 'a) ="' (eg) = e&y. Aus der Eindeutigkeit der Inversen folgt nun (b).
]

Bemerkungl.21 Wie wir in Bemerkung 1.4 gesagt haben, verwenden wir normalerweise
additive Schreibweise flr abelsche Gruppen. In additiver Schreibweise sieht De nition
1.19 so aus: SeielG;+g) und (H; +4) zwei (abelsche) Gruppen. Eine Abbildung

" :G! H ist ein Homomorphismus, falls (g +c &) = ' () ++ ' (Q) gilt.

Beispiel 1.22. (1) Seim 2 N. Die Abbildung

"mi(ZiH) L (Z4)

a7l ma

ist ein Homomorphismus: ,(a+ b = m(a+ b = ma+ mb="(a)+ "' (b). Diese
Abbildung ist genau, dann ein Isomorphismus, wenm = 1.

(2) Sein 2 N. Die Abbildung

n.Z'!' Z=nZ
a’la

5Beachten Sie, dass die Multiplikation in G ist und die Multiplikation in H!
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ist ein Homomorphismus: ,(a+ b= a+ b= a+ b= ,(a)+ .(b). Bemerken Sie,
dass die ersten zwei Additionszeichen die Addition i bezeichnen und die letzten
zwei die Addition in Z=nZ.

Ubung 1.23. Zeigen Sie, das8ild(' ,) = ,*(0), und dass diese Menge eine Unter-
gruppe vonZ ist.

1.3 Ringe und Korper

Unsere Hauptmotivation flr dieses Kapitel ist es Kérper zu de nieren. Diese Kapitel
vergleicht sich mit Kapitel 1.3 im Fischer [6]. Als erster Schritt de nieren wir Ringe:

1.3.1 Ringe

De nition 1.24. Eine MengeR zusammen mit zwei Verknipfungen

+:R R! R; (a;b7!a+ b (Addition)
'R R! R; (ajb7'a b (Multiplikation )

heisst einRing, falls:
(R1) (R;+) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) st assoziativ.
(R3) Fur alle a;b;c2 Rgit a (b+c)=a b+a cund(a+b c=a c+b c
Des Weiteren de nieren wir:

" R heisstkommutativ, falls fir alle a;b2 R gilt a b=b a.

" R heisstRing mit Eins, falls es ein Elementl 2 R gibt, sodassl a=a 1=a
fur alle a2 R gilt. Das Element1 2 R mit dieser Eigenschaft heissEinselement

Wir schreiben oft zur Vereinfachungab statt a b flir Elemente a;b2 R, falls klar
ist, welche Operation gemeint ist.

Beispiel 1.25. (Z;+; ) ist ein kommutativer Ring (mit Eins), 12 Z ist das Einsele-
ment.

Beispiel 1.26 (Restklassen) Wir betrachten Z=nZ fir n 2 N. Wir de nieren fur
a,b2 z=nz:

a b=2a b (1.6)
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Man uberprift (&hnlich wie fur die Addition zuvor), dass die Multiplikation in (1.6)
wohl de niert ist (d.h. sie hangt nicht von der Wahl der Reprasentanten ab). (Machen
Sie das!) Mit dieser De nition ist (Z=nZ;+; ) ein (endlicher) kommutativer Ring mit
Eins; das Einselement isfl. Dies ermdglicht die sogenannte modulo Arithmetik, welche
ausserst nutzlich ist fur viele Anwendungen in der Zahlen-Theorie (siehe Spass-Aufgabe
in Serie 4). Aus Zeitgrinden verzichten wir jedoch auf mehr Details. Hier sind die
Multiplikations-Tabellen fir n = 4;5:

0/1(2/3|4
0/1/2]|3 o(0|0|0|0O]|O
0(0|0|0|0 1/0(1|2|3|4
1/0/1/2|3 2/0/2|4|1|3
20202 3/0/3|1(4]|2
3/0/3|2|1 4/0/4/3|2|1
n=4 n=5

Wenn wir eine RingR mit Eins haben, kdnnten wir uns nun fragen, ob es adj eine
Gruppenstruktur beziglich Multiplikation gibt. In diesem Fall ware1 2 R das neutrale
Element. Ein Problem, das wir dabei haben ist das Elemeft2 R:

Lemma 1.27 (vgl. Fischer [6, Kap. 1.3.1]) Fur alle a2 R haben wira 0=0 a=0.

Beweis. Wir beweisen, das® a=0. Der BeweisO a = 0 ist sehr &hnlich.
Da 0+ 0 =0 ist, haben wir wegen der Distributivitat, dass

0 a=(0+0) a=0 a+0 a:

Wir addieren die additive Inverse von0 a auf beide Seiten, benutzen Assoziativitat
und erhalten

0=0a 0 a=(0 a+0 a 0 a=0 a+(0 a 0 a=0 a+0=0 a:

]

Wir kdénnen naturlich die Frage andern und uns fragen, ob es alk n fOg eine
Gruppenstruktur bezuglich Multiplikation gibt. Wir sehen jedoch schnell, das$ nicht
das einzige Hindernis ist/war:

In Z=4Z ist 2
t 2

=0; ab
In Z=6Z is 0 a

b

Nl NI
o ol

2 er (L.7)
3 er '
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Dies zeigt, dass fulR = Z=6Z oder R = Z=4Z die MengeR n f0g keine multiplikative
Gruppe sein kann, da die Menge nicht einmal abgeschlossen ist beziglich Multiplikation
(siehe (1.7)). Man kann Uberprifen, dass man iB=27; Z=3Z und Z=5Z keine Beispiele
wie in (1.7) ndet. Um genauer zu erklaren, was passiert, brauchen wir eine De nition:

De nition 1.28.  Ein Ring R heisst nullteilerfrei, wenn fur allea;b2 R mit ab= 0
folgt, dassa =0 oderb= 0. In Quantoren:

8a;b2 R:ab=0) (a=0) _(b=0): (1.8)
Bemerkung1.29 Es ist auch nutzlich sich die Kontraposition von (1.8) zu merken:
8a;b2 R:(a60)” (b60)) ab6O0:

Wir de nieren zuerst Korper und fragen uns dann, wann genau unser Lieblings-
BeispielZ=nZ ein nullteilerfreier Ring ist.

1.3.2 Korper

Kurz gesagt ist ein Korper ein Ring mit Eins, wo jedes von Null verschiedene Element
eine multiplikative Inverse hat.

De nition 1.30 (vgl. Fischer [6, Kap. 3.3]) Eine MengeK (oder (K; +; ;0; 1)) zu-
sammen mit zwei Verknupfungen

+: K K! K; (ajb7!'a+ b (Addition)
K K K; (a;b 7'a b (Multiplikation)
heisstKdrper, wenn Folgendes gilt:

(1) K zusammen mit der Addition ist eine abelsche Grupp®(st ihr neutrales Element,
a die Inverse vona 2 K).

(2) SeiK := K nf0g. Dannist (K ; ;1) eine abelsche Gruppe. Das heisst, fur alle
a;b2 K istab2 K undfir allea?2 K existiert einb2 K mit ab=1. In
diesem Fall schreiben wib= a ! =: % und allgemeiner schreiben wif := cd *.

(3) Es gelten die Distributivgesetze:

a (b+c=a btac

(b+c) a=b a+c a

In anderen Worten,K ist auch ein Ring.
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Beachten Sie, dass wir auch hier ofibstatt a b schreiben fira;b2 K.

Bemerkung1.31 Man konnte auf die De nition einer Gruppe und eines Rings verzich-
ten und direkt einen Kdrper wie in nachfolgender De nition de nieren.

De nition 1.32  (alternative direkte De nition) . Ein Korper ist ein Tupel (K; +; ;0;1)
bestehend aus einer Mendge mit zwei Abbildungen

+: K K! K;(xy) 7! x+vy

K K! K;(xy) 7! x vy

und ausgezeichneten Elementdh1 2 K, so dass die Kérperaxiome gelten:

(K1) 8x;y;z2 K :x+(y+2z)=(x+y)+ z (Assoziativitat der Addition)
(K2) 8x;y2 K :x+y=y+X (Kommutativitat der Addition)

(K3) 8x2K :0+x=x (Neutrales Element der Addition)
(K4) 8x2 K9xP2 K :x+ x°=0 (Inverses Element der Addition)
(K5) 8x;y;z2K :x (y 2)=(x vVy) z (Assoziativitat der Multiplikation)

(K6) 8x2K :1 x=xX (Neutrales Element der Multiplikation)
(K7) 8x2 K nfog9x®2 K :x% x=1 (Inverses Element der Multiplikation)

(K8) 8x;y;z2K :x (y+z)=x y+x zund

8x;y;z2K :(y+2) x=y X+2z X (Distributivitét)
(K9) 160 (Nichttrivialitat)
(K10) 8x;y 2 K :x y=y x (Kommutativitat der Multiplikation)

Die De nition einer Gruppe kann spéter vielleicht doch hilfreich sein, wenn wir
Determinanten besprechen und gewisse Matrix-Gruppen erwahnen. Im Moment ist es
wichtig, sich Folgendes zu merken: Unser erstes wichtiges Thema sind Vektorraume
Uber Korper. Korper spielen jetzt also eine wichtige Rolle, Gruppen und Ringe (noch)
nicht.

Lemma 1.33. Wir haben folgende Folgerungen aus der De nition eines Kérpers:
(@) Es qgilt 16 0. Das heisst, jeder Kérper hat mindestens zwei Elemente.

(b) Esqgilt0 a=a 0=0.
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(c) Fallsa b=0, dannista=0 oderb=0. Anders gesagt, ist jeder Korper nulltei-
lerfrei.

(d) Wirhabena ( b= (a bund( a ( h=a b
(e) Fallsx a=y amita2 K undx;y 2 K, dann folgtx = vy.

Beweis. (a) Da K eine Gruppe ist, ist1 2 K . Das ElementO ist hingegen per
De nition nicht in K . Daherist160.

(b) Dies haben wir zuvor schon bewiesen.

(c) Die Tatsache, dasK eine Gruppe ist, impliziert insbesondere, das€ abge-
schlossen ist beziglich Multiplikation. Das heisst, aug;b2 K folgt ab2 K
Dies ist genau die Kontraposition der Aussage in (c).

(d) Bemerken Sie, dass
ab+ a( b= alb+( b)=a 0=0;

wobei die erste Gleichheit wegen Distributivitat gilt, die zweite da b die Inverse
von bist und die letzte Gleichheit gilt wegen (b). Daraus folgt (Wieso? Eindeutigkeit
der Inversen), dass

a( b= (ab: (1.9)

Fur die zweite Aussage verwenden wir (1.9):

(L:9)

(a( B (@b= O @)= ( (bad)= ( (aB)=ab; (1.10)
wobei die letzte Gleichheit wegen Proposition 1.2 gilt.

(e) Hier geben wir nur einen Hinweis: Multiplizieren Sie die Gleichheka = ya mit
a 12 K von der rechten Seite.
Andere Folgerungen sehen sie in der Serie/Ubungsstunde. m

Beispiel 1.34. Sie haben in der Analysis schon die KorpdD; R und C gesehen. Diese
Korper sind auch fur die lineare Algebra sehr wichtig. Falls Sie Fragen haben, dann
sollten Sie uns fragen!

Wir kehren zu unserem Restklassen-Beispiel zuriick, um einige endliche Kérper zu
bestimmen.

Lemma 1.35. Der Ring Z=nZ ist genau dann nullteilerfrei, wenm eine Primzahl ist.
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Beweis. ) Hier verwenden wir die Kontraposition. Angenommem ist nicht prim,
dann existieren1 < k;I < n , sodass = kl®. Damit gilt in Z=nZ:

O=n=k [

aberk 6 0 und | 6 0 (Wieso?). Daher istZ=nZ nicht nullteilerfrei. ( Nehmen wir
jetzt an, dassn eine Primzahl ist. Seierk;| 2 Z=nZ mit

k 1=0:

Daraus folgt, dass eirr 2 Z existiert mit kl = rn und insbesondere teilt die Primzahl
n das Produkt kl. Dies impliziert’, dass (f teilt k) oder (n teilt 1)), was aquivalent ist
zu (k =0 oderl = 0). Dies zeigt, dasZ=nZ nullteilerfrei ist. O

Bemerkung 1.36 Wir mdchten jetzt nicht gross darauf eingehen; nur als Bemerkung:
Wir sagen, dass ein Element in einem nullteilerfreien RinG zwei verschiedene Eigen-
schaften haben kann:

" Man sagt, dassp 2 R prim ist, falls p teilt abfir a;b2 R stets impliziert, dassp
teilt a oderp teilt b. In Quantoren ausgedrickt:

8a;b2 R: pteilt ab) pteilt a_ pteilt b:

" Man sagt, dass 2 R irreduzibel ist, falls p kein Produkt von zwei Elementen in
R ist, die nicht invertierbar sind. In Quantoren ausgedrickt:

8a;b2 R:p=ab) a2R _b2R:

In Z sind diese beiden Eigenschaften aquivalent. Die bekannte Tatsache, dass €8 in
eine Primfaktorzerlegung gibt ist aquivalent zu der Aussage, dass # Primelemente
und irreduzible Elemente gleich sind.

Lemma 1.37. SeiR ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit 1, so dassl 6 0. Falls
R endlich vielen Elementen besitzt, dann i$® ein Koérper.

Beweis. SeiR ein Ring wie in den Voraussetzungen des Lemmas. Um zu zeigen, d&ss
ein Korper ist, genlgt es zu zeigen, dass jede2 Rnf0g eine multiplikative Inverse hat
(Wieso?). Der Trick ist die folgende Multiplikation-mit-a-Abbildung zu betrachten:

m,:RnfOg! RnfOg
b7! my(b) := ab

SHier benutzt man, dass Primzahlen inZ irreduzibel sind, siehe Bemerkung 1.36.
"Hier verwendet man, dass Primzahlen prim sind, siehe Bemerkung 1.36.
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Da R nullteilerfrei ist, ist m, de niert (d.h. die Zielmenge vonm, ist in der Tat in

Rnf0g). Ausserdem folgt die Injektivitat aus der Nullteilerfreiheit: Seierb;[¥2 Rnf0Og
mit m,(b) = ab= al’= m,(P). Dann folgt (aus der Inverse und Distributivitat), dass
alb W) =0.Daas 0, folgt aus der Nullteilerfreiheit, dassb = 0. Dies zeigt die
Injektivitat.

Wir haben noch nicht die Annahme, dasgRj < 1 (und daherjRnf0Ogj < 1)
benutzt. Aus dem Schubfachprinzip folgt: WeifR nf0gj < 1 und m, injektiv ist, ist
m, auch surjektiv. Bemerken Sie nun zuletzt, das$ 2 R n f0Og (per Annahme) und
daher existiert einb2 R mit ab= my(b) = 1. Dies zeigt, dassa eine Inverse besitzt,
was wir zeigen wollten. O

Korollar 1.38. Seip eine Primzahl. Dann istZ=pZ ein Korper mit p Elementen. Das
Nullelement ist0 und das Einselement istL.

Bemerkung 1.39 Der Korper® Z=pZ fir p eine Primzahl ist zentral im Gebiet der
Algebra und Zahlentheorie. In Serie 5 haben Sie einige lustige Aufgaben dazu.

Ubung 1.40. Wir haben eigentlich gezeigt, dass eine rechtsseitige Inverse besitzt.
Zeigen Sie, dass eine rechtsseitige Inverse auch eine linksseitige Inverse ist. (vgl. Fischer
[6, 1.2.3, b)])

De nition 1.41.  Sei(K; 0;1) ein Korper. Fir n 2 N de nieren® wir

n1=gt 2K
n-Mal

Die Charakteristik von K ist dann de niert als
8

<0 fallsn 160 firallen 2 N
char(K) = :
- minfnjn 1=0g; sonst

Beachten Sie, dasshar(K) 2 N[f Og!

Beispiel 1.42. Wir berechnen einige Charakteristiken fir uns schon bekannte Korper:
" Fur Q; R und C qilt char(Q) = char(R) = char(C) =0.
" Fur Fy = Z=pZ qilt char(Fp) = p. (Wieso?)

Man kann mit einem ahnlichen Argument wie in Lemma 1.35 zeigen, dass die Cha-
rakteristik eines Korpers O oder eine Primzahp 2 N ist.

8Normalerweise bezeichnet man diesen Kérper miE, := Z=pZ.
9Hier ist eine Induktion/rekursive De nition versteckt.
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1.4 Polynome

Die letzte Vorbereitung, bevor wir endlich anfangen kdnnen (mit linearer Alge-
bra), ist es den Raum von Polynomen Uber einem Korper einzufiihren. In der Mit-
telschule betrachtet man Polynome als Funktionen, aber wir méchten Polynome als
formale Objektebetrachten. Dies bereitet in der Regel einigen Studenten Muhe. Daher
erklaren wir unten den subtilen Unterschied zwischen Polynomen als formalen Objekten
und ihren entsprechenden Funktionen. Zuerst aber de nieren wir Polynome:

Grob gesagt, ist ein Polynom ein Ausdruck, der durch Konstanten und Symbole (Va-
riablen oder Unbestimmte genannt) mittels Addition, Multiplikation und Potenzieren
(mit nicht-negativen ganzen Potenzen) gebildet werden kann. Zwei solcher Ausdriicke,
welche durch anwenden von Kommutativitat, Assoziativitdt und Distributivitat von
Addition und Multiplikation ineinander Uberfuhrt werden kénnen, de nieren dasselbe
Polynom. Nun die formale De nition:

De nition 1.43. SeiK ein Kérper und x eine Unbestimmte (unbekannte Variabl€e'y.
Wir nennen eine formalen Ausdruck der Form

f(X)= ag+ ayx + apX?+ :1:+ a,x"; (1.11)
wobein2 Nunda 2 K furalleO0 i n, ein Polynom tber K. Die Menge
K[x]=ff(x) wiein (1.11)y mtn2 Nunda 2 K firalle0 i ng

heisst derPolynomraum tdber K (mit Unbestimmter x).

Bemerkung1.44 Um ganz préazis zu sein, missen wir sagen, dass ein Polynom tKer
eindeutig bestimmt ist durch eine Folgd akgﬁzo mit ax 2 K fur alle k 0, so dass ein

n 2 N existiert mit a, = 0 fur alle k > n. Zum Beispiel entspricht das Polynonl  x2

der Folge(1;0; 1;0;0;:::) und die Polynomel x?,1+0 x x?und1l x2+0 x’sind
alle gleich. Diese Bemerkung ist vielleicht sehr wichtig fir unser Computer-Programm
(bestehend aus formalen De nitionen und Theoremen), das wir langsam am Schreiben
sind, aber jeder von uns versteht schon, wenn zwei Polynome gleich sind durch die
(imprazise) Erklarung vor der De nition.

Hier sind noch einige De nitionen und Notationen, die wir brauchen werden:

De nition 1.45. Das Polynom mita, = 0 fur alle k 2 N[f Og heisst dasNullpolynom
und wird einfach mit 0 2 K [x] bezeichnet. Normalerweise schreiben wir2 K [x] statt

°Denken Sie beix als Platzhalter, oder besser gesagt, als sogenanntes freies Element : frei im
Sinn, dass es nichts mitK zu tun hat, und Element im Sinn, dass wir Potenzen davon bilden kénnen,
wie zum Beispielx" = Kz %

n-Mal
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f(x) 2 K[x]. Der Grad vonf 2 K [x] wie in (1.11) de nieren wir als

8

<1 fallsf =0
degf) = . _ :
- maxfk 2 N[f Ogja,60g;, sonst

Manchmal verwenden wir das Summenzeichen, um Polynome kirzer zu schreiben.
Dabei de nieren wir x° =1 und x! = x:

X

ax® = agx+ a;xt+ i+ anx" = ag+ agx + 1o+ ax™:

k=0

Der hochste Koe zient, der ungleich Null ist, heisst derLeitkoe zient (oder der fuh-
rende Koe zient). Wenn der Leitkoe zient 1 ist, dann heisst das Polynom normiert.
Polynome der Formayx' fiir ein | 2 N heissenMonome Wir kénnen zwei Polynome
f;g 2 K [x] addieren und multiplizieren, indem wir die tblichen Regeln der Kommuta-
tivitdt, Assoziativitat und Distributivitat sowie Potenzregeln benutzen. Zum Beispiel
in Q[x]: Seien

f =3x2+4x+2 und g=x3 3x+4
Dann ist

f+g=@x*+4x+2)+ (x> 3x+4)= x*+3x%+ x +6;
f g=(Bx?+4x+2) (x* 3x+4)=3x>+4x* 7x*+10x+8:

Ubung 1.46. Furn 2 N[f Ogde nierenwirdie Regel1l +n= 1 .Seienf;g 2 K[X]
nicht Null. Zeigen Sie (unter Benutzung der Regel), dass

degfg) = deg(f ) + deg(g):

Gilt
degf + g) = max(deg(f); deg(@))?

Wenn ja, beweisen Sie es. Wenn nein, tUberlegen Sie sich, in welchen Féllen es nicht gilt
und in welchen Fallen es doch gilt!

Bemerkung 1.47. Wie Sie oben sehen, erlauben wir uns die Freiheit Polynome nicht
immer mit aufsteigenden Potenzen zu schreiben.

Bemerkung1.48 Unser Computer-Programm ist verwirrt. Hier ist eine prazise De -
nition der Addition und Multiplikation: Seien f;g 2 K|[x] mit entsprechenden Folgen

facgi-, und fhgi, .
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" Wir de nieren f + g als das eindeutige Polynom, das der Foldegi., mit ¢ =
a, + b entspricht. Auch fur fo.gi_, gilt, dassc, 2 K fur alle k 0, und dass
ein M 2 N existiert mit ¢, = 0 fur alle k M. (Wieso haben wir diesen Satz
geschrieben? Wieso existiert ein solch&?)

Die Formel fur die Multiplikation sieht etwas seltsam aus in dieser Folgen-
Schreibweise . Dies erklart wieso die Darstellung in (1.11) besser ist, obwohl sie
weniger prazis ist. Wir de nierenf g als das eindeutige Polynom, das der Folge
fcgi-, entspricht, wobei

G = ah + ath 1+ i+ Ay = ab i = ab: (1.12)
i=0 0 ij kk
i+j=

(Uben Sie ihr Verstandnis des Summenzeichens, indem Sie (1.12) gut verstehen).

De nition 1.49. Elemente vonQI[x] (resp. R[x]; C[x]) heissenrationale Polynome(re-
sp. reelle Polynome komplexe Polynomg

De nition 1.50 (Teilbarkeit). Seienf;g 2 K|[x]. Wir sagen,f teilt g und schreiben
f jg, falls einh 2 K[x] existiert, so dassg= f h.

Ziele von diesem Abschnitt (1) Der Unterschied zwischen Polynomen und Polynom-
funktionen zu verstehen.

(2) Wir mochten in K [x] dividieren kénnen, aber das geht nicht immer. Der Ersatz ist
Division mit Rest in K[x] .

(3) Nullstellen in K fur Polynome in K [X] besprechen. Insbesondere beweisen wir:
2 K ist eine Nullstelle vonf genau dann, wenrf durch (x ) geteilt wird.

(4) Fakten Uber Nullstellen von komplexen und reellen Polynomen besprechen.

1.4.1 Unterschied zwischen Polynomen und Polynomfunktio-
nen

Die Unbestimmte x in K [x] wartet darauf, dass jemand kommt und etwas in sie
einsetzt. In diesem Sinn kann man bex an einen Platzhalter denken. Mann kann
verschiedene Dinge ix einsetzen: Die Ublichen Verdachtigen sind Elemente volg .
Wir werden spater jedoch auch Matrizen und Funktionen irx einsetzent!

1 Fortgeschrittene Aussage (d.h. man kann dies sorglos ignorieren): Es ergibt sicherlich Sinn Ele-
mente einer beliebigernK -Algebra einzusetzen.
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Betrachten wir was passiert, wenn wir Elemente voK einsetzen. Wir de nieren die
Auswertungs-Abbildung (evaluation auf Englisch) durch

ev :K[X]! Abb(K;K )= fFunktionen von K nachK g;
f 7" ew (f);

wobei

ew (f): K ! K;
Nf()=a+a +:::+a "

far f = ag+ ayx + :::+ ax".
Bemerkungl.51 Wenn keine Verwechslungsgefahr entsteht, schreiben \ew statt evi .

Wir mochten zwischenf 2 K [x] und ev (f ) unterscheiden. Der Grund ist, dassvk
im Allgemeinen nicht injektiv ist!

Beispiel 1.52. SeiK = Fj. Betrachten Sief = x3 x 2 F3[x]und g=0 2 F3[x]. Wir
behaupten, dassv(f ) = ev(Q):

Naturlich ist ev(g) die konstante Abbildung, die alles aub 2 F; abbildet. Fur ev(f)
mussen wir etwas berechnen:

ev(f)(0)=0 0=0
evf)(I) =T 1I=0
evf)2)=2" 2=0

Also ist in der Tat ev(f ) = ev(Q).

Ubung 1.53. Finden Sief 6 0 2 Fy[x] mit eve, (f) =0, wobeiO fir die Nullfunktion
in Abb(Fp; Fp). (Hinweis: In Beispiel 1.52 giltx® x =(x 0)(x I)(x 2). Wieso
kann man diesen Trick in einem endlichen Kérper benutzen?)

Man kann zeigen (wir zeigen in diesem Abschnitt Teile davon): S& ein Korper
mit unendlich vielen Elementen. Dann istevk : K[x]! Abb(K;K ) injektiv.

1.4.2 Division mit Rest in K [X]

Lemma 1.54 (Division mit Rest in K[x]). Seif 2 K[x] ein beliebiges Polynom und
06 g2 K|[x]. Dann gibt es Polynomey;r 2 K [x], so dass

f=qg+r

mit deg() < deg(@) oderr =0.
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Wir werden sehen, dass die Polynomeg und r durch die Bedingungen in Lemma
1.54 eindeutig bestimmt sind. Des Weiteren bemerken wir, dass der Beweis von Lemma
1.54 einen Algorithmus angibt, wie marg und r nden kann?2,

Beweis von Lemma 1.54Da g 6 O, gilt deg@ 6 1 . Falls deg@) = 0, dann ist
g = by 2 K nfOg ein Skalar ungleich Null. Daher kénnen wirg = ky*f undr =0
setzen furf 2 K[x] und es giltf = qg+ r, wie gewilnscht. Wir nehmen jetzt an, dass
deg@) 1. In diesem Fall beweisen wir die Existenz vor und r mittels Induktion
Uber degf ):

Fur die Induktionsverankerung nehmen wir an, dasdegf) < deg(@). (Beachten
Sie, dass dies insbesondere den Fdégf ) = 0 abdeckt.) Wir wahleng=0 und r = f
und erhaltenf = qg+r.

Fur den Induktionsschritt nehmen wir nun an, dasslegf ) =: m n :=deg(g) und
die Aussage des Lemmas fur alle Polynome mit Grad kleiner dlggilt. Da degf ) = m
und deg(@) = n, sindf und g von der Form

f(X)= anx™+ an X" 1+ i+ ag

mit a,, 6 0 und
g(x) = byx" + by X" T+ i+ by

mit b, 6 0. Betrachten Sie das Polynom

£,00 = f(x) % XM Mg(x): (1.13)
Beachten Sie, dass die Leitkoe zienten vorf (x) und (%m)xm "g(x) gleich sind und
sich somit ausloschen. Also haben wir entweddeg( ;) < degf ) oderf, =0.

Falls f; = 0 ist, dann haben wir

)= X" g0+ s
Lz—1

a(x)

wie gewunscht. Fallsf; 6 0, dann gilt degf1) < degf ). Also kébnnen wir die Indukti-
onsannahme auf ; anwenden und ndeng;r 2 K [x] mit

f1(x) = a(x)g(x) + r(x) (1.14)

2Dieser Abschnitt folgt [3, ¥5.2].
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und mit deg() < deg@). Wir setzen (1.14) in (1.13) ein und erhalten

F()= 1200+ 90 x™ ng(x) = qu(x)+ %xm " g(x) + r(x);

b | PR

a(x)

wie gewunscht. Dies schliesst den Induktionsschritt ab und beweist somit das Lemma.
[

Ubung 1.55. Beweisen Sie die Eindeutigkeit der Polynome und r in Lemma 1.54.

In der Praxis benutzt man oft die sogenannte schriftliche Division , um Division
mit Rest durchzufiihren. Bei der Division vonx® + x2+3x 1 durch x> 1 erhalten
wir beispielsweisex + 1 als Quotient und 4x als Rest:

(x3+x2+3x 1):(x* 1)=x+1
x3+ X

x2+4x 1

x?+1

4x

Die Art und Weise wie man solch eine schriftliche Division aufschreibt, ist von Land
zu Land unterschiedlich. In jedem Fall ist jedoch die Idee, dass man in jedem Schritt
versucht die Leitkoe zienten auszuléschen. Dies ist auch genau die Idee im Beweis von
Lemma 1.54.

Ubung 1.56. Teilen Siex” + x5 x> x*+ x3+ x> x 1durchx®+ x+1.

1.4.3 Nullstellen

Eine wichtige Konsequenz der Polynomdivision mit Rest ist, dass wir Nullstellen-
suche und Polynomfaktorisierung zueinander in Beziehung setzen kénnen. Wir sagen,
dassa 2 K eine Nullstelle von06 f 2 K[x] ist, fallsf (a) = 0.

Korollar 1.57 (Linearfaktorzerlegung) Seia 2 K und f 2 K|[x] ein von Null ver-
schiedenes Polynom. Dann isa eine Nullstelle vonf genau dann, wennx a) ein
Teiler von f in K[x] ist.

Beweis. Seig(x) = x a. Wir wenden Division mit Rest an und erhalten

f(x)=ax)(x a)+ r(x)

mit deg() < deg@) = 1, so dassr eine Konstante sein muss. Wir beweisen nun die
Aussage: Wir nehmen zuerst an, dagga) = 0. Wir setzen fur x in obiger Gleichunga
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ein und erhaltenr = 0. Also gilt
f(x)=ax)(x a) (1.15)

und (x a) ist ein Teiler von f . FUr die Umkehrung nehmen wir an, das¢x a) ein
Teiler von f ist und (1.15) gilt. In diesem Fall istf (a) = gq(a)(a a)=0. O

Seia 2 K. Das Polynom(x a) kann mehrmals ein PolynonP 2 K [x] teilen. Dann
spricht man von mehrfache NullstelleHier ist eine prazisere De nition:

De nition 1.58. Seip 2 K [x] mit degp) > 0. Fir a2 K de nieren wir die Vielfach-
heit von a bei p durch

(pja):=maxfr2 N[f Ogj9g2 K[x] mit p=(x a)'qgo:

Beachten Sie: (pj a) ist de niert fur jedes a2 K, und ist einfach O, wenn a keine
Nullstelle von p ist.

Korollar 1.59 (Anzahl Nullstellen). Fur f 2 K[x] von Gradn 2 N[f Og existieren
hochstensn verschiedene Zahlea 2 K mit f (a) = 0.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion Ubetteg(f ).

Falls degf ) = O ist, dann entsprichtf einer von Null verschiedenen Konstanten und
hat keine Nullstellen inK .

Angenommen es giltdegf ) > 0 und es existiert eine Nullstellea 2 K (sonst sind
wir fertig, wieso?). Also gilt nach der Linearfaktorzerlegung (Korollar 1.57), dass ein
Polynom g 2 K [x] existiert mit

f(x)=(x a)g(x):

Wir benutzen, dassdeg@.0,) = deg(g;)+deg(g) ist fur beliebige von Null verschiedene
Polynomeg;; g 2 K[x], um zu sehen, dasdeg(@@) = deg(f) 1 ist. Nach Induktions-
annahme (angewendet auf) hat g hochstensn 1 Nullstellen. Eine Nullstellen vonf
ist entweder a oder eine Nullstelle vong. Also hat f hdchstensn Nullstellen und das
Korollar folgt. O

1.4.4 Polynome Uber R und C

Kurze Einfihrung und der Fundamentalsatz der Algebra

Wir betrachten ganz schnell die Zahlenbereich-Erweiterungen, die Sie in Analysis
besprochen haben und jedes Mal nennen wir einen Grund, wieso wir diese bestimmte
Erweiterung brauchen kdnnen.
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~ Von N nachZ: Weil wir x +5 =3 |6sen wollen.

" Von Z nach Q: Weil wir 2x + 3 =0 l6sen wollen.
~ Von Q nachR: Weil wir x2 2 =0 I6sen wollen.
" Von R nach C: Weil wir x2+1 =0 lésen wollen.

Der Leser sollte sich fragen: Wohin jetzt? Eigentlich gibt es viele Antwortéh In
Anbetracht von Polynome sind wir allerdings schon am Ziel! Dies ist der Inhalt des
folgenden viel zelebrierten Satzes.

Theorem 1.60 (Fundamentalsatz der Algebra) SeiP 2 C[x] mit deg(P) > 0. Dann
existiert 2 C mit P( )=0.

Mittels Korollar 1.57 folgt:

Korollar 1.61. SeiP 2 C[x] mit degP) = n > 0 und Leitkoe zient a 2 C. Dann

existieren q;:::; g 2 C paarweise verschieden, so dass
YK
P=ax )% :::(x Ov=a x ) (1.16)
i=1
P _
undl + i+ k= L i = nogilt.

Beweis-ldee.Solche Aussagen beweist man mit Induktion tGbeteg(P). Der Indukiti-
onsschritt ist dank Theorem 1.60 machbar. Hier ist kurz die Idee: Theorem 1.60 im-
pliziert fir degP) > O, dass es ein 2 C gibt mit P( ) = 0. Letzteres impliziert
wiederum, dasg(x ) ein Teiler ist von P, also kbnnen wirP = (X )P schreiben
mit degP) = n 1. (Versuchen Sie einen schonen Induktions-Beweis zu schreiben,
Forum-Wieso.) ]

Dies bedeutet, dass wir keine weiteren Erweiterungen von Zahlen mehr brauchen,
falls wir Polynom-Gleichungen I6sen mdchten: Alle Losungen sind schon @ Aus-
driicke wie in (1.16) nennt man eine Zerlegung voR in lineare Faktoren.

Reelle Polynome

In R ist die Sache etwas komplizierter: Es gibt PolynomB 2 R[x] mit degP) > 1,
die keine Nullstellen UberR haben, das heisst es gibt kein 2 R mit P( ) =0.

Zum Beispiel istP = x2+1 ein solches Polynom. Schlechter kann es jedoch eigentlich
nicht werden, wie wir jetzt erklaren.

13Eine Antwort sind die Quaternionen.
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Lemma 1.62. Seip2 R[x] C[x]und 2 C eine Nullstelle vonP. Dann ist auch
eine Nullstelle vonP. (Hier steht fiir die komplexe Konjugierte von .)

Beweis. SeiP(x) = a,x" + :::+ a;X + ag. Laut Annahme gilt
P()=a, "+:::+a +a=0: (1.17)

Erinnern Sie sich an die Eigenschaften der komplexen Konjugation aus der Analysis:
Four alle ; 2 C qilt:

— = genau dann, wenn 2 R.

Wir konjugieren Gleichung (1.17) und benutzen obige Eigenschaften, so dass wir

P()=a "+:ii+a +ap=a "+::+a& +q

fo_t i vy

PC)

=0
=0
Also ist P( ) = 0, was wir zeigen wollten. O

Folgendes Lemma ist eine starkere Version von Lemma 1.62.

Lemma 1.63. Sei 2 CnRundg :=(x )(x ).Danngiltq 2 R[x], deg@) =2
und g hat keine reelle Nullstelle.

Beweis. Wir 16sen die Klammer auf

g :=(x )x )=x* ( + )x+

Da + = + = + und = = = gilt, folgt g 2 R[x]. Aus
der De nition von P folgt, dassdeg(P) = 2. Fir die letzte Aussage beachten Sie, dass
und  zwei Nullstellen vonP sind, die nicht in R sind. (Dies gilt, weil 2 CnR
impliziert 2 CnR. Wieso gilt die Implikation?) Aus Korollar 1.61 folgt nun, dassP
keine anderen Nullstellen haben kann, also insbesondere auch keine reelle Nullstelle.

Jetzt kdnnen wir eine starkere Version von Lemma 1.62 beweisen:

Lemma 1.64. SeiP 2 RxJund 2 CnR.Dannist (Pj )= (Pj ).
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Beweis. Wir beweisen das Lemma per Induktion tber (P j ).

Falls (Pj )=0,dannfolgt (Pj )=0 aus Lemma 1.62. (Wieso? = :.)

Wir nehmen jetzt an, dass (P j ) = n genau dann, wenn (P j :) = n for alle
P 2 R[x] mit Nullstelle 2 CnRund (Pj )= n+1.PerDenitonvon (P ] )ist
P( ) =0 und nach Lemma 1.62 gilt auctP( ) = 0. Nach Korollar 1.57 sind(x )
und (x ) TeilervonP.Da 2 CnRist, gilt 6 und daher ist

qg=(x )x )2RIX

ein Teiler von P. Also kénnen wir P = g P? fiir ein P° 2 R[x] schreiben und per
De nition der Vielfachheit folgt

(Pj )= (P°% )+1 und (Pj )= (P% )+1: (1.18)

Laut Annahmeist (P j )= n+1unddaherist (P°j )= n.Die Induktionsannahme
impliziert dann  (P°j ) = n. Aus (1.18) folgt dann (P j )= n+1, was wir zeigen

wollten. O
Korollar 1.65. Fur jedesP 2 R[x] existierenk;l 2 N[f Ogund i;:::; « 2 R und
1110 12CnR,sodassf 1;::1; & 100 1 1000 19 alle Nullstellen vonP sind

und degP) = k + 21

In anderen Worten sagt Korollar 1.65, dass die Nullstellen, die nicht reell sind in
Paaren und vorkommen.

Korollar 1.66. SeiP 2 R[x] mit Leitkoe zient a2 Rundk;l 2 N[f Og, 1;:::; k2

POO=ax 1) (x4, ig= () a

und dieses Produkt kann man nicht weiter ifR[X] zerlegen.
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Changelog: Kapitel 1

~

14.10: Im Beweis von Lemma 1.54 wurde der Exponent in (1.13) und darauf
folgend zux™ " geandert.

25.10: Im Beweis von Lemma 1.54 wurde im Induktionsschrithy 6 0 zu b, 6 0
geandert.

25.10: In De nition 1.43 wurde die Bedingung irK [x] zu0 i1 n geéndert.
09.11: Im Beweis von Lemma 1.64 wurden einige Typos korrigiert.

20.12: In De nition 1.45wurdemaxfk 2 Njax 6 0gzumaxfk 2 N[f Ogjax 6 0g

korrigiert.

" 01.01: Im Beweis von Lemma 1.63 wurde (  )x+ zux?® ( + )x+
korrigiert.

" 01.01: In Korollar 1.65 wurden die Nullstellen 1;:::; | hinzugefigt.

01.01: In Korollar 1.66 wurde der Leitkoe zienta 2 R hinzugefugt.
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Kapitel 2
Vektorraume

Wir besprechen endlich die Hauptobjekte der linearen Algebra, Vektorraume. In
unserer Fibonacci-Einfihrung haben wir schon die grobe De nition von Vektorrdumen
gesehen: Mengen mit einer gewissen Addition und Skalarmultiplikation. Seither sind
wir schon viel besser ausgertistet mit der Sprache der abstrakten Mathematik. Daher
de nieren wir:

De nition 2.1.  Ein Vektorraum Uber einem KorperK ist eine Menge(V;+; ) mit
zwei Verknupfungen

+:V VI Vi(vivo) 7V v+ v,
K V! Vi(a;v) 7' a v=ay;
so dass folgende Axiome gelten:
(V1) 8vi;Va;va2 V ivy+ (Va2 + v3) = (Vi + Vo) + V3
(V2) 90=0y 2V8v2V :0+v=yv
(V3) 8v2VOvW2V v+ Vv9=0
(V4) 8vi;vo 2V ivi+ Vo=V + vy
(V5) 8a;b2K;v2V:.:a (bv)=(a b v
(V6) 8v2V:1 v=yv
(V7) 8a2K;vy;v,2Via (itv)=a vi+ta v,
(V8) 8aj;ax 2 K;iv2V:i(ayta@) v=a vV+a Vv

Wie Sie sehen kdnnen, benutzt De nition 2.1 nicht direkt das Konzept einer Grup-
pe. Wir bemerken lediglich: Die Axiome (V1) bis (V3) implizieren, das§V;0; +) eine
Gruppe ist und (V4) sagt, dassV eine abelsche Gruppe ist. Das Axiom (V5) beschreibt
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die Kompatibilitat der Skalarmultiplikation mit der Multiplikation im Korper ! K, in
(V6) ist 1 die multiplikative Identitat im Korper K und die Axiome (V7) und (V8)
beschreiben schlussendlich Distributivitatsregeln.

Die Elemente eines Vektorraum¥ (ber einem KorperK nennen wir Vektorenund
die Elemente des KorperK heissen Skalare. Ein Vektorraum tbeR (bzw. Uber C)
heisst ein reeller (bzw. ein komplexer) Vektorraum. Genau wie bei Kérpern kénnen wir
gewisse Arithmetik-Regeln aus den Axiomen herleiten.

Lemma 2.2. SeiV ein Vektorraum tber einem KorperK . Dann gilt:

(a) Der Nullvektor in (V2) ist eindeutig und wird mit Oy bezeichnet, wenn Verwechs-
lungsgefahr besteht.

(b) Die additive Inverse in (V3) ist eindeutig und wird mit v bezeichnet. Damit be-
deutetw v:i=w+( v)firw2V.

(c) Furalle v2 V qilt 0 v=0 (oder praziser:0x v =0y).

(d) Fur alle a2 K gilt a 0=0 (oder praziser:a 0y =0y).

(e) Furallev2 V git 1 v= .

(f) Faralle v2 V gilt ( v)=v.

(g) Furallea?2 K;v 2V mit av=0 folgt, dassa=0 oderv=0.
(h) Assoziativitat gilt auch fir die Summe vom Elementen.

Beweis. Wir lassen fast alle Teile des Lemmas als Ubungen, da wir dhnliche Beweise
schon mit Kérpern gemacht haben. Bemerken Sie, dass (a), (b) und (f) direkt aus
Tatsachen Uber Gruppen folgen, die wir schon bewiesen haben. (Wieso?) Zum Spass
beweisen wir (c): Sev 2 V, dann gilt

(V8)

0 v=(0+0) v 0 v+0 v: (2.2)

Wir addieren 0 v auf beide Seiten und erhalten

(VD&(V3)

00 v+( 0 v)=(0 v+0 v)+( 0 V) 0 v+0=0 wv:

Vergleichen Sie dies mit dem Beweis von Lemma 1.27.

ln (V5) ist (a b) die Multiplikation im Kérper und (b v) bzw. a (b V) ist die Verkniipfung
:K V! Vin De nition 2.1!
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Fur (g) brauchen wir eine neue Idee: S&i 2 K und v 2 V. Wir nehmen an, dass
a6 0 und av=0. DaK ein Korper ist, gibt esa 2 K und

Q)

vP1 v=(ata) vPalay=atl oY

=0:

(Erklaren Sie fur sich selbst, welche Axiome jeweils i) benutzt wurden und wie
die Aussagen-Logik in diesem Beweis funktioniert!) Fur (h) bemerken wir, dass man
diese Aussage mit Induktion beweisen kann, wobei man (V1) fir den Induktionsschritt
verwendet. O

Wir geben jetzt (nur) ein Beispiel, welches sowohl einfach als auch zentral?ist
Danach de nieren wir Untervektorraume und geben viele Beispiele von Vektorrdumen
und ihren Untervektorraumen.

Beispiel 2.3 (Der Koordinatenraum K"). Sei K ein Kérper und n 2 N. Als eine
ziemlich direkte Verallgemeinerung der René Descartes Ideen de nieren wir de€oor-
dinatenraum (Uber K') durch

"=f(ay:ia)ja2K,;1 i ng

V+ W= (ag; i a) (b)) =(an+ by iian + ) (2.2)

Hier ist die Addition auf der linken Seite die Addition inK ", die wir gerade de nieren
und die Addition auf der rechten Seite ist die Addition inK . In anderen Worten kann
man (2.2) auch so schreiben:

Wir benutzen aber die Schreibweise (2.2) , um den Leser zu zwingen sich immer wieder
zu fragen, was genau was bedeutet. Skalarmultiplikation ist ebenfalls komponentenweise
de niert: Fir a2 K st

Mit diesen De nitionen folgen alle Axiome der Vektorraumstruktur aufK" aus den
entsprechenden Axiomen der Korperstruktur auK . (Veri zieren Sie einige/alle! Bei-

2Spater werden Sie wohl Uberrascht sein, wie zentral dieses Beispiel ist!
3Auch hier kénnte man Oc» = (Ok ;:::;0x) schreiben, aber dann miissten die Leser gar nicht
denken, oder?
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Bemerkung?2.4. Streng genommen sind die folgenden Vektorraume nicht gleich
80 1 9

2 X1 2
KZen = F(X0;:i0%n) j X 2 Kg und Kg, = >%D;£jxi 2K_;
2N ,

n

obwohl wir bei beiden meistens aK " denken. Wenn der Unterschied nicht wichtig ist,
schreiben wir einfachK " und benutzen die Notation vonK 7, , da sie angenehmer ist
zum Schreiben. Manchmal ist dieser Unterschied fur uns aber dennoch wichtig. Zum
Beispiel mussen wir spater bed " anK g, denken, wenn wir das Produkt von Matrizen
de nieren.

Der Koordinatenraum heisst auch den-dimensionale Koordinatenraum tbeK . Der
Leser konnte schon jetzt zustimmen, das€ " n Dimensionen hat. Was genau damit
gemeint ist, mussen wir noch erklaren, da wir die Dimension eines Vektorraums noch
nicht de niert haben. Die Uberraschung wird sein, dask " in einem gewissen Sinn der
einzige Vektorraum tberK mit Dimension n ist! Praziser gesagt, jeder andere Vek-
torraum Uber K mit Dimension n ist isomorph zuK ". Um dort jedoch anzugelangen,
mussen wir mit der Plauderei aufhéren und weiterreisen...

De nition 2.5. SeiV ein Vektorraum Uber K. Eine TeilmengeW  V heisst ein
Untervektorraum von V, falls das Folgende gilt:

(UVR1) W ist nicht leer.
(UVR2) Fur alle wy;w, 2 W ist wy + wp, 2 W.

(UVR3) Fir alle a2 K;w 2 W istaw 2 W.

Ubung 2.6. (a) Sei02 V der Nullvektor und (UVR1'") die Aussage0 2 W. Zeigen Sie,
dass ((UVR1') und (UVR2) und (UVR3)) aquivalent ist zu (UVR1) und (UVR2)
und (UVR3)). In Aussagenlogik:

(UVR1) ~ (UVR2) A (UVR3) (  (UVR1) " (UVR2) * (UVR3):

(b) Zeigen Sie, dass die Aussage
8a;;a, 2 K 8wy ,w, 2 W iagwg + aow, 2 W
aquivalent ist zu

(UVR2) » (UVR3):

Lemma 2.7. SeiV ein Vektorraum tUberK undW V ein Untervektorraum. Dann ist
W auch ein Vektorraum tberK mit der induzierten Addition und Skalarmultiplikation
vonV.
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Beweis. Der Beweis besteht aus der direkten Veri zierung aller Axiome mittels
(UVR1), (UVR2) und (UVR3) und der Benutzung von W V. Beweisen wir zum
Beispiel das Axiom (V2) furW: Aus Ubung 2.6 folgt, dasD, 2 W. Wir behaupten,
dass0O, auch der Nullvektor vonW ist: Seiw 2 W. DaW  V ist, gilt Oy + w=w
(aus (V2) fur V). Dies zeigt (V2) fur W. Wir Uberlassen die anderen Axiome dem Leser
zum Uberpriifen. O

Bemerkung 2.8 Lemma 2.7 ist eigentlich aquivalent zu der De nition 2.5. Praziser
gesagt: Man kdnnte umgekehrt einen Untervektorraum folgendermassen de nieren: Eine
Teilmenge W V eines VektorraumsV heisst ein Unterverktorraum, wennW ein
Vektorraum mit der induziereten Addition und Skalarmultiplikation aus V ist. Dann
konnte man beweisen, dass dies (UVR1)-(UVR3) impliziert. Zusammen mit Lemma 2.7
zeigt dies die Aquivalenz der beiden De nitionen.

2.1 Ein Haufen Beispiele und ein bisschen Theorie

In diesem Unterkapitel geben wir einen Haufen Beispielen und ein kleines Theorie-
Intermezzo.
Triviale Beispiele

Triviale Beispiele sind eine sehr wichtige Art von Beispielen! Diese kdnnen helfen
das Kleingedruckte einer De nition zu verstehen.

Beispiel 2.9. SeiV ein Vektorraum. Dann sindf O, g und V selbst Untervektorrdume.

Bemerkung 2.10 Sie haben diese Woche interessante Multiple Choice Fragen im Zu-
sammenhang mit diesem Beispiel: Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr
oder falsch sind.

~ Jeder Vektorraum hat zwei verschiedene Untervektorraume.

>

Jeder Korper hat zwei verschiedene Elemente.

>

Jeder Vektorraum hat zwei verschiedene Elemente.

Bitte bearbeiten Sie auch die Multiple Choice Serie!

Untervektorraume von Kn

Beispiel 2.11. Seib2 K. Die Menge

Up= f(X1iX2iXs) X1 Xp+ Xz=hy K?
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ist ein Untervektorraum von K 3 genau dann, wennb = 0. Wir zeigen nur )  mit
Kontraposition: Falls b6 0 und (X1; X2; X3); (Y1; Y2;¥3) 2 Uy, dann ist

(21522, 23) = (X1;X2; X3) + (Y1, Y2; ¥3)
nicht in Uy, da
Z1 2+ Z3:b+ b6 b:

(Beachten Sie: Die letzte Ungleichung gilt in jedem KorpeK . Wieso?)

Theorie-Intermezzo

Wir mochten das letzte Beispiel verallgemeinern und dabei ein grundlegendes Bei-
spiel fur Untervektorraume vonK " besprechen. Wir wiederholen die De nition einer
Matrix Uber einem allgemeinen KoérpekK :

De nition 2.12.  SeiK ein Korper und seienm;n 2 N. Einem n Matrix

UberK ist eine rechteckige Anordnung von Elementen ik mit m Zeilen undn Spalten.
Die Skalarea; heissen dieEintrage der Matrix A. Wir schreiben M, ,(K) fir die
Menge allerm n Matrizen Uber K.

Spater auf Seite 51 und in der Ubungsstunde werden wir sehen, diks »(K) auch
ein wichtiger Vektorraum ist. Im Moment méchten wir aber nur eine Multiplikation
zwischenm n Matrizen und Vektoren (geschrieben als Spaltenvektoren) in

80 1 9

2 X1 2
Kgpal:=>%ggjxi2K>
: X ;

n

0 1
X1
de nieren. SeiA = (g;)j 2 Mp o(K)undv = %D : E 2 Kgpa|.4 Wir de nieren
Xn
0 1
0 1 ap; Xy + Ll an Xy

X1 ap1Xq + 1l t+ appX
AV:A%)EX:%ﬂl 2n ng: 2.3)
« :

n R
am1X1+ ---+amnxn

4Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir oft A = (a; )i statt A =(aj)1 i m.
1 n
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Bemerken Sie, dasé&wv 2 Kg,,. Man zeigt mit der De nition in (2.3), dass fur alle

Viw 2 Kg,, und fir alle a2 K Folgendes gilt:
A(v+w)= Av+ Aw und A(av)= aA(v): (2.4)

De nition 2.13.  SeienA 2 My n(K);X 2 K"(= Kgpy) und b2 K™ (= Kg,). Eine

Gleichung der FormAx = b heisst einlineares Gleichungssysteniber K .

Bemerkung 2.14 Ein solches lineares Gleichungssystem kdnnen Sie mittels Gauss-
Elimination tber K I6sen, genau wie Sie dies in der Serie und in der Ubungsstunde
gemacht haben.

Jetzt sind wir bereit, eine Verallgemeinerung von Beispiel 2.11 zu geben.

Beispiel 2.15 (LO6sungen von linearen GleichungssystemenyeiA 2 My, ,(K) und
b2 K™(= Kgpy). Dann ist

L=Lap=fXx2K"jAX=hy K"

ein Untervektorraum genau dann, wentb=0 2 K™,
Beweis. ( : Seib=0=0km~. Wir Uberprifen die Axiome eines Untervektorraums:
- OZOKnZL,daAOKn:OKm.

" Seienvy; Vv, 2 L und ag;a 2 K. Laut (2.4) gilt, dass A(ayvy + aVv,) = a;Av; +
aAv, = a;0¢m + @a0km =0gm.

Daher istL ein Untervektorraum. Fur ) st der Beweis sehr ahnlich zu dem Beweis
in Beispiel 2.11. Merken Sie sich lediglich, dass K" auch gilt, dass0 6 b2 K™ die
Ungleichungb+ b6 bimpliziert. (Wieso?) m

Dieses Beispiel ist wirklich grundlegend: Wir werden bald zeigen, dass jeder Unter-
vektorraum von K" die Form Ly, flr gewisseA und b hat. Dies ist auch der Grund
dafur, dass man durch Gauss-Elimination die ganze lineare Algebra aif' erhalten
kann. Dies allein ware aber nicht sehr schon. ..

Bemerkung2.16 Wir werden spater noch sehen, dads,, auch viel Struktur hat, wenn
b6 0. (Hinweis: Es gilt Lapy = S+ Lag = fS+ Vv jVv 2 Laogfurirgendeins 2 Layp.
Daher ist Lap €in verschobener Untervektorraum.)

Hier ist ein einfaches Beispiel, das wir spater nochmals betrachten:

Beispiel 2.17. Die MengeW = f(X3;:::;Xe) J X1+ 111+ Xg = 0g K® ist ein

Untervektorraum.

Beweis.Es gilt W = Laofir A=(11 1)2 Mye(K). O
47




Kapitel 2.1 Ein Haufen Beispiele und ein bisschen Theorie

Folgenrdume
In diesem (Unter-)Kapitel stellen wir einen Zusammenhang zu unserer Fibonacci-
Einfihrung her. SeiK ein Kérper. Wir de nieren den FolgenraumK * durch

K' =f(a), ja2Ki=1,2:g

Wie in der Einfuhrung de nieren wir die Addition und Skalarmultiplikation folgender-
massen:

(ag;ag; i)+ (bhypyii) i=(a+ byjay + Iy ii); (2.5)
a (ap;ap;:::) = (aa;aa,;::): (2.6)

Behauptung:K ! mit der Addition und Skalarmultiplikation in (2.5) ist ein Vektorraum.

Ubung 2.18. Uberpriifen Sie diese Behauptung, bis sie fiir Sie so o ensichtlich wird
wie die Tatsache, das& " ein Vektorraum ist.

Bemerkung?2.19 Hier indizieren wir die Folgen mit den natirlichen ZahlerN, so dass
die Folgen inK ! also beim Index 1 starten. Wir kdnnten natrlich auch die Indizes aus
N[f Ogwahlen wie in der Einfihrung oder allgemeiner kdnnten wir bei einer beliebigen
Zahl in Z starten.

Eine ahnliche, aber andere Konstruktion, sind zweiseitige Folgen: Sei

Ki =f(a)izia2Ki22zg
=f(a)z, ja2Ki2Zzg
=f(:;a yaga; i) ja2Ka

Dies ist auch ein Vektorraum.

Untervektorraume von Folgenraumen

Zuerst, um auf unsere Einfihrung zuriick zu kommen, betrachten wiib :

Beispiel 2.20. SeiFib = f(a)L, ja, = a, 1+ a, 2 furallen 3g. Dannist Fib ein
Untervektorraum von K1 . Allgemeiner gibt uns jede_lineareRekursions-Regel einen
Untervektorraum. Zum Beispiel, seien; 2 K zwei xierte Zahlen. Dann ist

U =f(a),ja.= a, 1+ a, ofurallen 3g

ein Untervektorraum von K ! . Den Beweis davon haben wir eigentlich schon in der
Einfuhrung gesehen!
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Ubung 2.21. Ist W = f(a)L, ja, = a® ,furallen 2g K1 ein Untervektor-
raum? (Hinweis: Die Antwort h&ngt von etwas ab! (Siehe Forum-Wieso))

Beispiel 2.22. Fir jedesn 2 N de nieren wir
W, = f(a), ja =0 furallei>ng K

Es gilt W, W, genau dann, wenm m. Wir de nieren W; := W,.
n 1

Ubung 2.23. Beweisen Sie, das®¥V; = f(a)l; j9M 2 N8i > M : a = 0g ist,
und dassW; ein Untervektorraum ist. Der Raum W; heisst Raum der Folgen mit
endlichem Trager.

Wir verallgemeinern diese Familie von Beispielen weiter.

Funktions-R&ume

Wie immer seiK ein Koérper, und seiS eine nicht leere Menge. Wir de nieren
KS=ff:S! K jf isteine Funktiong:

Eine andere Notation ist alsoK S = Abb( S; K). Wir mdchten eine Addition und Ska-
larmultiplikation auf K S de nieren, um K S mit einer Vektorraumstruktur zu versehen.
Dazu kann man die Addition und Multiplikation auf K benutzen: Wir de nieren fir
f;g 2 KSunda2K:

(f +xs 9)(x) = F(x)+« 9(x);

(2.7)
(a ks f)x)=a g f(x):

In anderen Worten istf + g die Funktion

f+g:S! K
x 7' f(xX)+ g(x)

und in &hnlicher Weise ista f die Funktion

af:S! K
x7'a f(x):

Bemerkung 2.24 Wir waren nett zu den Lesern und haben in (2.7) geschrieben, um
welche Addition und Multiplikation es sich jeweils handelt. Auch die zweite Erklarung

5 Endlicher Trager bezieht sich auf die Tatsache, dass jeweils nur endlich viele Komponenten jedes
Elements vonW; ungleich Null sind.
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fur die De nition in (2.7) war ein Gefallen von unserer Seite. Immer alles genau zu
erklaren ist ein Barendienst (und auch mihsam...). Deshalb und da die Leser eine
gewisse Unabhangigkeit und Fahigkeit zur Kompilierung eines mathematischen Texts
entwickeln missen, werden wir dies von jetzt an normalerweise vermeiden.

Nun koénnen die Leser also tberpriifen, dags® ein Vektorraum ist. (Der Beweis ist
ahnlich zu dem Beweis ziK " und folgt im Grossen und Ganzen aus den Eigenschaften
des KorpersK .)

Beispiel 2.25. Seisy 2 S. Dann ist
ff 2 KSjf(so)=0g

ein Untervektorraum vonK S. Seienk 2 N, s;;:::;8 2 Sund 1;:::; « 2 K. Dann
ist auch

X«

fZKSj if(si))=0

i=1
ein Untervektorraum. In ahnlicher Weise (aber doch auf eine etwas andere Art) be-
trachten wir

Ann(SY = ff 2 KSjf(s)=0 firalles2 SY

fur S S. Dann ist Ann(S9Y ein Untervektorraum. Darf S°= ; sein? Wenn ja, was ist
Ann(;)? Was istAnn(S)?
Um weiter zu spielen, kdnnten wir de nieren:

W = ff 2 KSjf(s)=0 fiir alle ausser endliche viels 2 Sg:

Ist W ein Untervektorraum von K S? Alle diese Fragen sind in einem Forum-Wieso .

Beispiel 2.26. Wenn S nicht nur irgendeine Menge ist, sondern noch eine andere
Struktur hat, dann kdnnen wir oft Untervektorraume von K S mittels dieser Struktur
de nieren. Zum Beispiel seiS = [0; 1] das Intervallfx 2 Rj0 x 1g. Dann ist

ff jf stetig auf[0;1]g KO
ein Untervektorraum® von K 11,
sehr &hnlich zuK! und fur S = Z ist K5 sehr dhnlich zuK} . Um sehr &hnlich
prazise auszudriicken, brauchen wir einige Begri e, die wir spater de nieren. In der

Zwischenzeit kbnnen sich die eissigen Leser selbst tberzeugen, dass es zwischen den
erwahnten Mengen oben eine Bijektion gibt.

6Stetigkeit werden Sie in der Analysis in ein paar Wochen behandeln.
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Beispiel 2.28 (Ein Beispiel aus der Analysis) SeiK = R. Die Lésungen einer so-
genannten linearen Di erentialgleichung bilden einen Untervektorraum voriRR. Zum
Beispiel ist

ff :R! Rjf%=fg

ein Untervektorraum von RR. Mit f°= f ist insbesondere implizit gemeint, dass die
Ableitung von f existiert.’
Polynomraume

Sei K ein Korper. Auf K[x] haben wir die Addition schon in Bemerkung 1.48
de niert. Wir de nieren jetzt die Skalarmultiplikation auf K|[x]. Seiena 2 K und
f =a+ ax+:::+ a,x" 2 K[x], dann de nieren wir

af=a (ag+ax+:::+ax"):= agg+ aax + :::+ aa,x":

Mit dieser Addition und Skalarmultiplikation ist K [x] ein Untervektorraum (von K ¥).

Beispiel 2.29. Seih 2 N[f 0; 1g . Dann ist
Kxlh = fp2 K[x]j degp) hg

ein Untervektorraum sowohl vonK [x] als auch vonK K . Ist fp 2 K[x]j deg(p) = hg
auch ein Untervektorraum?

P
Beispiel 2.30. Die Menge p2 K[X]sj p= ag+ :::+ asx® mit ?zo a =0 istein
Untervektorraum von K [X]s.

Sehen Sie eine Ahnlichkeit zwischen Beispiel 2.17 und Beispiel 2.30?

Matrizenraume

In M, n(K) kann man eine Addition und Skalarmultiplikation de nieren, um eine
Vektorraumstruktur zu erhalten. Wie das genau geht und Beispiele von Untervektor-
raumen zu diesem Vektorraum besprechen Sie in der Ubungsstunde!

Die Potenzmenge als Vektorraum

Bevor wir die Theorie weiterentwickeln, besprechen wir ein Beispiel, bei dem die
Vektorraumstruktur nicht ganz so o ensichtlich ist.

Beispiel 2.31. SeiX eine Menge. Wir mdchten eine Vektorraumstruktur tibefF, auf
der PotenzmengeP (X ) de nieren. Nehmen Sie sich einige Minuten Zeit, um sich zu

"Im Beispiel bezeichnetf ©die Ableitung von f , mehr dazu werden Sie spéter in der Analysis sehen.
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Uberlegen, was die Addition sein kbnnte. Dann Uberlegen Sie sich, was der Nullvektor
ist. Wenn Sie dann wissen, was der Nullvektor ist, dann wissen Sie, wie die Skalarmul-
tiplikation de niert sein muss: Laut den Axiomen eines Vektorraums und Lemma 2.2
gilt in jedem Vektorraum V

1 v=v und 0 v=0

fur alle v 2 V. Aber F, enthalt nur O und 1! Zur Addition: Es gibt eine interessante
symmetrische Operation auf (X ), ndmlich die symmetrische Di erenz:
Fur A;B 2 P(X) sei

A4B =(A[ B)n(A\ B):

Figur 2.1: Die symmetrische Di erenzP4 Q.
Mann kann zeigen, dass fur allé&;B; C 2 P(X) Folgendes gilt
A4B =B4A und (A4B)4C=A4(B4C):

Wenn wir 4 als Addition auf P (X)) nehmen, was ware dann der Nullvektor? Wir suchen
S X mit A4 S= A fir alle A 2 P(X). Eine kurze Uberlegung fiihrt uns dazu, dass

A4 = A:

fur alle A 2 P(X) gilt. Also, wenn (P(X);4 ;) einen Vektorraum tberF, = f0;1g
bilden soll, dann muss gelten

0 A=; und 1 A=A;

Ubung 2.32. Zeigen Sie, das¢P (X );+; ) ein Vektorraum uberF; ist.

Bemerkung2.33 Wir empfehlen diese Ubung mit allen Details zu lésen - siehe Serie 6!
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2.2 Zuruck zur Theorie

Nun da wir so viele Beispiele von VektorrAumen gesehen haben, ist es hochste Zeit
zurlck zur Theorie zu kehren. Jetzt missen Sie ihren Computer-Compiler immer
benutzen: Wenn wir einen neuen Begri de nieren, wahlen Sie eines der vorherigen
Beispiele und tberprifen Sie mittels ihrem Computer-Compiler , ob der neue Begri
auf ihr gewahltes Beispiel zutri t. Wir werden de nieren:

" Der Sparf einer MengeS V, wobeiV ein Vektorraum ist;

" Linearkombinationen;

" lineare Unabhangigkeit (und daher auch lineare Abhangigkeit);
~ Basen und Dimensionen;

A

Summen und (innere) direkte Summen.

2.2.1 Span und Linearkombinationen

In diesem Unterkapitel bezeichneK immer einen Kérper undV einen Vektorraum
UberK. SeiS V eine Teilmenge (die nicht unbedingt ein Untervektorraum ist). Wir
konnen uns zwei Fragen stellen:

1. Welches ist der kleinste Untervektorraum vorY, der S enthalt?

2. Was bekommen wir, wenn wir die Menge aller Elemente betrachten, die wir mittels
Addition und Skalarmultiplikation von Elementen ausS erreichen kénnen?

Die erste Frage kbnnen wir mit diesem einfachen, aber wichtigen, Lemma beantwor-
ten:

Lemma 2.34. SeiV ein Vektorraum UberK, | eine Indexmenge undW,)i», eine
Familie von Untervektorraumen. Dann ist

\
W = Wi
i21
ein Untervektorraum.

Beweis. SeiW wie im Lemma. Dann gilt:

" Der Nullvektor O liegtin W, da02 W; furallei 2 1.

8Dieser Begri kommt urspriinglich aus dem Englischen. Im Deutschen kann man auch Erzeugnis
sagen. Wir werden jedoch in der Regel den englischen Begri verwenden.
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" Seienag;a; 2 K undvy; v, 2 W. Dannsindvy; v, 2 W, furallei 2 |1 per De nition
von W. Da W, ein Untervektorraum ist fur allei 2 I, ist ajvq + a;vo 2 W;. Daher
ist v+ avo 2 W.

Dies zeigt, das3V in der Tat ein Untervektorraum vonV ist. ]

De nition 2.35 (Erste De nition des Spans) SeiS V. Wir de nieren den Span
(auch Spann oder lineare Hille genannt) Sp(S) von S durch

\
Sp(S) = W;

W 2N
wobeiN = fW S W; W ein Untervektorraum vonVg.
Eine direkte Folgerung ist:

Lemma 2.36. SeiS V eine Teilmenge. Dann istSp(S) der kleinste Untervektor-
raum, der S enthélt. Das heisst, es gilt:

(1) Sp(S) ist ein Untervektorraum.
(2) Wenn'S W fuar WV ein Untervektorraum, dann istSp(S) W.
Beweis. (1) Dies folgt aus Lemma 2.34.

(2) Dies folgt aus der De nition von Sp(S) als Durchschnitt aller Untervektorraume,
die S enthalten.
Dies beweist das Lemma. O

Das ist schon und gut, gibt uns aber keine konkrete Beschreibung v@p(S). Zu
diesem Zweck de nieren wir:

De nition 2.37. Sein 2 N und seienay;:::;a, 2 K und vq;:::;Vv, 2 V. Ein Vektor

v 2 V der Form
xn

V=agvi+ i+ agVv, = Vi
i=1

die Koe zienten der Linearkombination.

Bemerkung2.38 (Wichtige Bemerkung) Am Anfang von De nition 2.37 steht n 2 N.
Das heisst bei einer Linearkombination kommen (nur) endlich viele Elemente in der
Summe vor?

9Nachdem Sie mehr Analysis gelernt haben, kénnte man auch Linearkombinationen von unendlich
vielen Elementen betrachten, siehe zum Beispiel Fourierreihen.
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Lemma 2.39. SeiS V eine (nicht leere) Teilmenge. Dann gilt

SpS)=favi+ i+ a,vp Jn2 N;g 2 K;vi2Sfirallel i ng

falle Linearkombinationen von Vektoren au$g:

Bemerkung2.4Q Die MengeS kann unendlich sein. Nichtsdestotrotz benutzt jede Li-
nearkombination vonS nur endlich viele Elemente vonS.

Beweis von Lemma 2.39Sei
ép(S) =favit+t i+t avajn2N;g 2K;v;2Sfurallel i ng:

Wir zeigen:
(@) Bp(S) ist ein Untervektorraum.

(b) Fur jeden UntervektorraumW V mit S W gilt fSp(S) W.

Daraus folgt §p(S) = Sp(S), was wir zeigen wollten. (Wieso?) Wir beweisen zuerst (a).
Seienv und w zwei Linearkombinationen von Vektoren aus§, das heissty;w 2 ép(S)
und wir kbnnen dementsprechend schreiben

V=avi+ i+ av, und w=bwi+ i+ bWy

wobein;m 2 N, a;h 2 K und v;;w; 2 Sfirallel i nundl | m. Seien
;2 K. Dann ist

V+ W=avi+:iii+ apha+t bwi+ i+ bpwy

auch eine Linearkombination von Vektoren au$ (mit m+ n 2 N Vektoren ausS).
Daherist v + w 2 8p(S) furalle ; 2 K. Ausserdem, daS 6 ;, seiv 2 S.1° Dann
ist Ok Vv eine Linearkombination von Vektoren au$ und daher istOx v=0y 2 ép(S).
Dies zeigt (a). Fur Teil (b): Man zeigt mittels Induktion (unter Verwendung von UVR2
und UVR3 aus De nition 2.5)!!, dass fiir jeden UntervektorraumW Folgendes gilt:
FallsS W ist, dann ist jede Linearkombination von Vektoren ausS in W enthalten.
Das heisst, das§3p(8) W. ]

Zwischenzeit-ZusammenfassungWir haben oben eigentlich gezeigt, dasSp(S) zwei
aquivalente De nitionen hat:

(1) De nition 2.35: \

Sp(S) = W,
W 2N

10sjehe Bemerkung 2.45.
11Zum Beispiel ist UVR3 die Basis der Induktion.
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wobeiN = fW S W; W ein Untervektorraum vonVg.
(2) Sp(S) = falle Linearkombinationen von Vektoren inSg.
Sie kénnen jetzt sowohl (1) als auch (2) als De nitionen des Spa®p(S) betrachten.

Bevor wir Beispiele besprechen, geben wir noch drei kurze De nitionen und eine
Bemerkung.

De nition 2.41  (Notation). Seienn 2 N und vy;:::;Vv, 2 V. Wir schreiben

Ubung 2.42. Zeigen Sie:
" Spv)=fv | 2Kag.
" Spiv;iw)=fv + wj; 2Kg
~ Allgmeiner: Sp(vy;::i;va)=F qviiii+ Waj 2K farallel i ng.

(Ist dies nicht einfach die De nition? Hier ist es schwieriger zu wissen, was genau man
zeigen soll als es zu zeigen.)

De nition 2.43. Wir sagen, dassV von S V erzeugtwird, falls Sp(S) = V. In
diesem Fall sagt man auch, dasS erzeugend (firV) ist oder, dassS den Vektorraum
V aufspannt. Die MengeS nennt man dann einErzeugendensystenaon V. Allgemeiner
benutzt man dieselbe Terminologie wen8p(S) = W und WV ein Untervektorraum
ist: Zum Beispiel sagt man, das$ den Untervektorraum W erzeugt(oder S spannt W
auf etc.).?

De nition 2.44. Ein Vektorraum V heisstendlich-dimensional falls esS V gibt,
so dasgSj< 1 und Sp(S) = V.

Bemerkung2.45 Wenn wir die De nition 2.35 von Sp(S) benutzen, dann istSp(;) =

fOyg. (Wieso?) Wenn wir Sp(;) auch durch die Linearkombinations-De nition de -
niereB wollen, kdnnten wir sagen, dass die leere Summe imn@&r ist. Das heisst,
dass ,, X :=0. Oder wir deklarieren einfachSp(;) = fOyg. In jedem Fall de nie-
ren/folgern wir jedoch, dass

Sp() = fovg:

Dies macht einige Formulierungen spater einfacher.

2 Auf Englisch wiirde man sagen:S spansW.
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2.2.2 Beispiele

Beispiel 2.46 (Geometrisches Intermezzo)Wir betrachten R2. Welche Untervektor-
raume gibt es inR? und wie kdnnen wir sie erzeugen? Zuerst einmal gibt €6z-g =
f(0; 0)g. Fur diesen Untervektorraum gilt Sp(; ) = Sp(0g2) = f Or2g.

Seinun08 v=(a;h 2 W R? wobeiW R? ein Untervektorraum ist. Dann
wissen wir, dassSp(v) = fv j 2 Rg W. Geometrisch heisst dasSp(v) ist die
GeradeG, durch v und den Ursprung(0; 0). Wir haben also gezeigt, dass 2 W die
Inklusion G, W impliziert. Ausserdem sehen wir, dass

Sp\) = Sp(w) ( G,=Gy (9 60:w= vV
(Wieso?). DaSp(v) immer ein Untervektorraum ist, zeigt dies auch, dass alle Geraden

fG, j 06 v 2 R?g Untervektorraume von R? sind.

Um die letzte Mdglichkeit fiir einen Untervektorraum vonR? zu nden, kénnte man
jetzt Folgendes zeigen:

Ubung 2.47. SeiW ein Untervektorraum vonR?, G, W fiir v6 0 und w 2 W mit
w 2 G,. Dann gilt Sp(v;w) = R2.

Es gilt zum Beispiel, dassSp((1; 0); (0; 1)) = R2. Also ist R? insbesondere endlich-
dimensional.
Zusammenfassung R? hat folgende Untervektorraume:

(1) f(0;0)g;
(2) G, fur 06 v2 R?

(3) R2.

Oder geometrisch gesagt: (1) Der Ursprung der Ebene; (2) Alle Geraden in der Ebene;
(3) Die Ebene selbst.

Bemerkung?2.48 Dies gilt Gber jedem KorperK , aber wir verlieren die geometrische
Intuition. Ausserdem nden wir spéater eine &hnliche Beschreibung von allen Untervek-
torraumen vonR" (oder K ").13

Beispiel 2.49 (Gauss und lineare Vektoren) Zuerst ein Beispiel inQ?:
Seienv = (1;3);w = (7;73) 2 Q2. Dann ist (11; 137) eine Linearkombination vonv und
w:

3 (1;3)+2 (7;73)=(11;137).

Aber wie konnten wir die Skalare 3 und 2 nden? Oder wie kdnnen wir bestimmen,
ob es solche Skalare Uberhaupt gibt? Mit Gauss!

13vgl. Bemerkung 2.16.
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0 1 0 1
a1 ain X1
Lemma 2.50. SeiA:Eop : : XZMm n(K)undx:%) : XZK”.Wir
dm1 Amn Xn
de nieren die Spaltenvektorervy;:::;v, in K™ durch die Spalten von A:
0 1

Dann gilt
0 1 0 1 0 1

j j T~
AX=X @V K+X @V K+ +X v X=X
j j jom

Beweis. Mit De nition 2.3 ist dies nur eine kurze Rechnung. ]

systent*
Ax=w firx2 K" (?)

Aus Lemma 2.50 folgt:

Mehr dazu in der Ubungsstunde.

Bemerkung 2.51 Eine Baby-Version der linearen Algebra bespricht die Vektorrau-
me R" und vor allem R? und R3. Man sollte diese einfachen Falle nicht unterschatzen
und versuchen, alle Begri e am Anfang in diesen VektorrAumen zu verstehen. So ent-
wickelt man ein geometrisches Verstandnis, welches auch in Vektorraumen ohne Geo-
metrie ndtzlich ist. Spielen Sie mit Beispielen, um dieses geometrische Verstandnis zu
entwickeln. Sie kdnnen auch die schone Video-Serie von 3BluelBrown anschauen. Im
jetzigen Zusammenhang ist besonders dieses Video relevant.

14 Anders gesagt, machen wir Gauss mi{A j w).
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Beispiel 2.52. Seien

Dann sind

v= 15" %0 und w= 1 ; %
Elemente vonFib aus dem Beispiel 2.20. (Wieso?) In der Einfirung haben wir gezeigt,
dassSp(v; w) = Fib . Daher istFib endlich-dimensional. Das heisst, dass man jede Folge
in Fib als Linearkombination vonv und w schreiben kann. Im Sinne der De nition aus
der Einflhrung heisst das, dass wir jedes Element vdfib gut kennen, da wirv und
w gut kennen!

Beispiel 2.53 (Standard-Basen) Es gibt gewisse Standard-Wege , um die Vektorrau-
me, die wir bisher besprochen haben, zu erzeugen. Hier hat das Wort Standard keine
prazise Bedeutung: man meint damit einfach, dass viele Leute diesen Weg benutzen,
um diese Vektorraume zu erzeugen. Wir Uberlassen es dem Leser zu tUberprifen, dass
die angegebenen Mengen tatsachlich Erzeugendensysteme sind:

(1) Seiene; = (1;0;:::;0);e =(0;1;0;:::;0);:::;e, =(0;:::;0;1) Vektoren in K",

(2) Fur K[x], gilt K[x], = Sp(x% xt;::::x"). Ausserdem gilt
K[x]=Sp(x%x*::):=Sp x'ji2N[f Og

Die letzte Tatsache lasst sich ebenfalls einfach Uberprifen. Man muss sich lediglich
daran erinnern, dass eine Linearkombination immer nur endlich viele Summanden
hat!

(3) Seienm;n 2 N.Far1 i m;1 | nseiE; =(ag) 2 My »(R) die Matrix

mit

8

<1, fallsk=iundl=j

A = :

- 0; sonst

Dann qilt
Mm o(R)=Sp(fE; j1 i m;1 j ng)

Also ist zum Beispiel

10
M, »=Sp OO;
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(4) SeiX eine Menge mitjX | = n. Dann gilt

P (X) = Sp(f alle einelementigen Teilmengen voKX g):

Bemerkung2.54 Einige Autoren nennen die Basen in Beispiel 2.53 kanonisch (vgl. Fi-
scher [6, 1.5.1]). Dies ist ein Missbrauch des Wortes kanonisch. Nichts ist kanonisch an
diesen Basen. Wir werden mehr dazu sagen, wenn wir ein Beispiel angeben, wo etwas
wirklich kanonisch ist. Bitte vermeiden Sie es dieses Wort in Zusammenhang mit den
Basen aus Beispiel 2.53 zu verwenden.

Ubung 2.55. Nehmen Sie sich Zeit die Aussagen in Beispiel 2.53 zu Uberpriifen.

Ubung 2.56. (1) Seii 2 N. Wir de nieren e 2 K als die Folge(an)n2y mit & =1
und & = 0 fur alle j 6 i. Gilt Sp(fe ji 2 Ng) = K® ? Wenn nicht, haben wir
diesen Untervektorraum schon zuvor erwahnt?

(2) SeiX eine unendliche Menge. Gilt
P(X) = Sp(f alle einelementigen Teilmengen voK g)?

Wenn nicht, wie kdnnten Sie diesen Span in Worten beschreiben?

2.2.3 Lineare Unabhangigkeit und die De nition einer Basis

Einfihrung

Ein alternativer Titel dieses Abschnitts konnte sein: Wie kann ich einen Vektor-
raum beherrschen/beschreiben/kontrollieren? oder weniger romantisch: Wie konnte
ich einen Vektorraum mit Koordinaten versehen? Dieselben Fragen kdnnten wir be-
zuglich Untervektorraumen stellen. Dies ist aber unnétig, da jeder Untervektorraum
auch ein Vektorraum ist.

Also, was meinen wir mit einen Vektorraum mit Koordinaten versehen ? Nehmen

V=aVvi+ i+ agVn: (2.8)

Wenn diese Beschreibung eindeutig ist, dann kdnnte man bei den Skalaren
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an die Koordinaten von v in der Beschreibung vonv als Linearkombination von

dass jeder Vektor eine eindeutige Beschreibung als Linearkombination veq:::; v,
hat. Wir werden bald sehen, dass wir dies (Uberraschenderweise) schon durch eine
mogliche Beschreibung des Nullvektors verstehen kdnnen.

Lineare Unabhangigkeit

Wie immer bezeichnetV einen Vektorraum Utber einem KérpeK .

Spater werden wir in diesem Fall auch schreiben: die Listg; 1V, ist linear unab-
hangig (Siehe Bemerkung 2.71). Ausserdem ist die leere Mendmear unabhangig per
Konvention.

Bemerkung2.58 Der Nullvektor hat immer die folgende Beschreibung als Linearkom-

O vp+:::+0 v, =0: (2.9)

De nition 2.59. Eine nichtleere MengeS V heisstlinear unabhéngig falls jede
endliche nichtleere Teilmenge voi$ linear unabhangig ist.

Beispiel 2.60. (1) Die Mengefe;;:::;e,g K" ist linear unabhangig. (Wieso?)

(2) Die Mengefe;;e;:::g K1 istlinear unabhangig. (Wieso?)

gef1;x;x?;:::g linear unabhangig inK [x]. (Wieso?)

Ubung 2.61. (1) Beweisen Sie: Die Mengevg V ist linear unabhangig genau dann,
wennv 6 0.

5pa 0 2 N ist, ist diese Menge nicht die leere Menge.

61



Kapitel 2.2 Zurtuck zur Theorie

(2) Wann sind zwei Vektoren inR? linear unabhangig?
(3) Versuchen Sie drei linear unabhangige Vektoren iR® zu nden!

De nition 2.62.  Eine Menge heisstinear abh&ngig falls sie nicht linear unabhangig
ist.

De nition 2.63. Die triviale Linearkombination von vy;:::; Vv, ist

0=0 v+ :::+0 v,

Lineare (Un-)Abhé&ngigkeit ist so wichtig, dass es sich lohnt die De nition von linea-
rer Abhangigkeit explizit hinzuschreiben.

De nition 2.64. Eine nichtleere MengeS V heisstlinear abhangig wenn es paar-

dass
v+ i+ apv, =0:

Bemerkung 2.65 Nehmen Sie sich Zeit, um zu Uberprifen, dass De nition 2.64 die
Negation der De nition 2.59 ist. Falls Sie dies verwirrend nden, fihren Sie sich folgende

triviale Beschreibung0 v; + :::+0 v, hat, sondern auch eine andere nicht-triviale
Beschreibung.

Jetzt sind wir bereit fir den Begri der Basis, welcher die gewiinschte Eindeutigkeit
aus der Einfuihrung herbeifihrt.

Lemma 2.66. Sei S linear unabhangig und; & S° S. Dann ist auch S° linear
unabhangig.

Beweis. (Wieso?) O

De nition 2.67. Eine MengeS V heisst eineBasis (fuir V), falls S linear unabhéangig
ist und V von S erzeugt wird.

Proposition 2.68. Eine MengeS V st eine Basis vonV genau dann, wenn jedes
v 2 V in einer eindeutigen Weise als Linearkombination von Vektoren ai& geschrie-
ben werden kann.

Beweis. Der Einfachheit halber nehmen wir an, das$Sj < 1 ist. Der Beweis fur
JSj = 1 ist ziemlich &hnlich.

( : Nehmen wir an, dassS die Eigenschaft hat, dass jedeg 2 V in einer eindeu-
tigen Weise als Linearkombination von Vektoren au$S geschrieben werden kann. Dies
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v+ i+ av, =0

a; = :::= a, = 0 folgen muss. Dies zeigt, dasS linear unabhé&ngig ist und daher eine
Basis ist.

) : Diese Richtung beweisen wir mittels Kontraposition. Nehmen wir an, dass2
V auf zwei verschiedene Weisen als Linearkombination von Vektoren g@igieschrieben
werden kann: Angenommen

V=aVvi+ iiia,vy und v=Dbyvi+ i+ by,
mit ag;: ;8. ;0000 2 K, sodass eifl  ip n existiert mit &, 6 b,. Dann ist

O=v v=(avi+::+a,v,) (bvi+:::+bwv)
=(ag b)vi+:iii+(an  by)va;

abera, Db, 60 und daheristS = fvy;:::;v,0 linear abhéngig. Insbesondere ish
keine Basis. 0

Bemerkung2.69 Proposition 2.68 zeigt: Eine Basis eines Vektorraums gibt uns, wie in
der Einflhrung gewlnscht, eindeutige Koordinaten um die Vektoren aus dem Vektor-
raum zu beschreiben.

Beispiel 2.70. Alle Mengen in Beispiel 2.53 (Standard-Basen) sind Basen der jeweili-
gen Vektorraume.

Bevor wir einige Beispiele geben, wollen wir besser verstehen, wie Basen in endlich-
dimensionalen Vektorraumen aussehen. Das ruft nach einem neuen Abschnitt!

2.3 Endlich-dimensionale Vektorraume

Dieses Kapitel ist das schonste in der Geschichte der Linearen Algebra I, das wir er-
zahlen wollen. Wir werden sehen, dass wir mittels der Begri e linearer (Un-)Abhéangigkeit
und Span ein starkes Struktur-Theorem fir endlich-dimensionale Vektorraume uber ei-
nem Korper K beweisen konnen. Teile dieser Prasentation sind aus dem Buch von
Halmos [7] und [5, Kap. 2]. Im Folgenden isY ein Vektorraum Utber K, der endlich-
dimensional ist (siehe De nition 2.44).

Bemerkung2.71 In diesem Abschnitt ist es besser an Listen von Vektoren zu denken.
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wobei die Ordnung durch die Nummerierung gegeben ist. Daher schreiben wir hau g

v+ i+ anvy =0
und nicht alleg; =0 sind furl i m. Seij = maxfija 6 0g. Dann gilt
v+ i+ v =0:

Wir I6sen nacha;v; auf und dividieren durcha; (6 0):

a .
1, . q 1

Vi 1 (2.10)

der Tat (a) und (b).

Lemma 2.74. Angenommen wir haben in Lemma 2.72 zusétzlich die Bedingung, dass

O=avi+ i+ g 1v; 1+( 1
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linear unabhangig. Dann giltm n.

Beweis. Wir werden m Etappen durchfuhren. In der ersten Etappe werden win; mit

Ui, V1o:iiVn (2.11)

von n + 1 Vektoren. Laut Lemma 2.75 ist diese Menge linear abhangig. Laut Lemma
2.72 kdnnen wir einen der Vektoren in (2.11) wegwerfen ohne den Span zu andern.
Laut Lemma 2.74 ist dieser unbrauchbare Vektor nichti;, dafu;g linear unabhangig

ist. (Streng genommen, missen wir hier Lemma 2.66 benutzen, um zu argumentieren,
dassf u, g linear unabhangig ist.) Wir bekommen eine neue Liste der Lange in welcher

Des Weiteren spannt diese List®& auf.

Etappe 1< m: (Wir empfehlen dem Leser a = 2 zu denken.) Aus der letzten
Etappe haben wir eine Liste der Lange, die V aufspannt, deren erstg 1 Vektoren
Up;:::; 4 1 sind und deren letzten (j 1) Vektoren in fvy;:::;v,g enthalten sind.
Der Lesbarkeit halber fihren wir eine Umnummerierung durch und schreiben diese
Liste als

Auch hier gilt wegen Lemma 2.75, dass diese Liste linear abhangig ist. Laut Lemma 2.72
kénnen wir einen Vektor dieser Liste wegwerfen ohne den Span zu &ndern und wegen

linear unabhangig sind. Wir fihren nacheinander dien Etappen durch.
Am Ende von Etappem bekommen wir eine Liste
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der Langen, die alle Vektorenu,;:::;uy enthélt. Daher ist n m, was wir zeigen
wollten. O

Bemerkung2.77. Wir wir gleich sehen werden, spielt Lemma 2.76 eine zentrale Rolle.
Es ist eng verbunden mit dem sogenannten Steinitz'schen Austauschsatz (vgl. Fischer
[6, 1.5.4]).

Wir sind jetzt bereit flr eine der Sdulen der linearen Algebra:

Theorem 2.78. SeiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber einem KorpeK .
Dann hatV eine Basis mit endlicher Lange. Ausserdem hat jede Basis Vgrdie gleiche
Lange.

Beweis der zweiten Aussage in Theorem 2.78Vir beweisen zunachst die zweite Aus-
sage. SeietA und B zwei Basen vorV. Dann sind A und B endliche Mengen, weiV
endlich-dimensional ist. DaA erzeugend und linear unabhéngig ist, folgt aus Lemma
2.76, dasgBj jAj . Wir kbnnen jedoch die Rollen vonA und B vertauschen! DaB
erzeugend undA linear unabh&ngig ist, gilt auchjAj jBj , alsojAj = |Bj. m

Fur den Beweis der Existenz einer Basis beweisen wir zunéchst ein separates Lemma,
da dessen Inhalt und der Beweis davon spater wichtig sein werden fir uns.

man eine linear unabhéngige Liste bekommt mit demselben Span. Und daher wére diese
neue Liste dann eine Basis. Wir méchten den Beweis allerdings etwas algorithmischer
besprechen. Wir geben einen Algorithmus mih Etappen an, der in der Etappej
entscheidet, obv; ein Teil der Basis sein wird.

Etappe 1:Wenn v, = 0 ist, werfen wir vy weg. Wenn nicht, dann behalten wirv;.

Etappe2 | n: Fallsv; 2 Sp(vy;:::;v 1), so werfen wiry; weg. Falls nicht,
behalten wirv;.

Nach diesem Etappen bekommen wir eine Liste. Mit einer Umnummerierung schrei-

eseinl | | gibtmit w; 2 Spwy;:::;w 1), im Widerspruch zur Annahme. O
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Beweis der ersten Aussage in Theorem 2.78lach De nition 2.44 eines endlich-dimen-
sionalen Vektorraums existiert eine Erzeugendensystem fifr. Nach Lemma 2.79 ent-

halt dieses Erzeugendensystem eine Basis. Die erste Aussage in Theorem 2.78 folgt
somit. Dies beendet den Beweis von Theorem 2.78. O

Theorem 2.78 ermdoglicht folgende zentrale De nition:

De nition 2.81. SeiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Wir de nieren dieDi-
mensionvon V alsdimV = n, wobein 2 N[f Og die Lange einer Basis VoIV ist.

Beachten Sie, dass dank Theorem 2.78 die Dimension in der Tat ein Element von
N [f Og und wohl-de niert (das heisst, sie hangt nicht von der Wahl der Basis ab) ist.
Im nachsten Kapitel werden wir sogenannte Isomorphismen zwischen Vektorrdumen
de nieren. Hier ist ein Spoiler: Bis auf Isomorphismus gibt es nur einen Vektorraum
Uber K der Dimensionn. Mit der Hilfe des nachsten Beispiels, zeigt dies, dass jeder
Vektorraum Uber K mit dimV = n isomorph zuK" ist.

Beispiel 2.82. Wie wir in Beispiel 2.70 gesehen haben, sind die Mengen aus Beispiel
2.53 Basen der jeweiligen Vektorraume. Dies zeigt:

(1) dmK" = n;

(2) dmK|[x], = n+1;

3) dmM, (K)= mn;

(4) fur jXj = nistdimP(X) = n (vgl. Beispiel 2.31).

Zu Theorem 2.78 gibt es ein analoges Theorem auch im Fall, welhunendlich-
dimensional ist.

Theorem 2.83 (Hamel Basis) Jeder Vektorraum UberK hat eine Basis. Je zwei Basen
haben die gleiche Kardinalitat.

Wir werden dieses Theorem nicht beweisen, nicht weil es schwierig ist, sondern weil:

(1) Wir werden schon genug Spass haben mit endlich-dimensionalen Vektorrdumen.

(2) Hamel-Basen in unendlich-dimensionalen Vektorraumen sind normalerweise nicht
interessant. unendlich-dimensionale Vektorraume haben normalerweise zusatzliche
Strukturen (zum Beispiel topologische und analytische Strukturen) und man ist
normalerweise interessiert an Basen, die diese Strukturen au assen . Das beste
Beispiel dazu ist die Theorie der Fourierreihen.

(3) Die Existenz einer Hamel-Basis ist aquivalent zum Auswalaxiom (bzw. zum Lemma
von Zorn). (Trotzdem lohnt es sich vielleicht die Existenz einer Basis mit dem
Lemma von Zorn zu beweisen, was nicht schwierig ist.)
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Bevor wir diesen Abschnitt abschliessen, beweisen wir noch ein nitzliches Lemma
fur spater. In gewissem Sinne (vgl. Abschnitt 2.3.1) ist dieses Lemma dual zu Lemma
2.79.

Lemma 2.84. Jede linear unabhéangige Teilmenge von kann man zu einer Basis von
V erweitern.

die uq;:::;u enthélt. Dies zeigt die Aussage des Lemmas. O

2.3.1 Gleichgewicht

Vielleicht hat es lIhre Mutter Ihnen schon gesagt: Gleichgewicht ist das wichtigste
im Lebent®

In der Mathematik hat das Gleichgewicht eine andere Rolle: Wie wir jetzt erklaren
werden, fuhrt es uns zu nitzlichen und interessanten Objekten.

Maximale linear unabhangige Mengen und minimale Erzeugendensysteme

Je grosser eine Teilmeng8® V ist, desto grosser ist die Wahrscheinlichkeit, dass
sie erzeugend ist. Je kleiner eine Teilmen& V ist, desto grosser ist die Wahrschein-
lichkeit, dass sie linear unabhéngig ist. Anders gesagt, gibt es fir eine Mer§einen
Wettbewerb zwischen den Eigenschaften erzeugend und linear unabhangig : erzeu-
gend zieht nach oben und linear unabhéngig zieht nach unten. Der folgende Satz
zeigt, dass die Gleichgewichts-Punkte Mengen der Grosdan V sind.

Satz 2.85. SeiV ein Vektorraum mit dimV = n, wobein 2 N[f Og. Fur eine Liste

8Falls nicht, dann haben sie es sicher von Karate Kid gelernt, oder?!
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Beweis. Wir zeigen zunachst, dass (1) die Aussage in (3) impliziert: Laut Lemma 2.84

schon eine Basis.

Die Implikationen (3) ) (1) und (3) ) (2) folgen aus der De nition einer Basis,
vgl. De nition 2.67.

Um zu zeigen, dass die Aussage (2) die Aussage (3) impliziert, severn ::;v, ein
Erzeugendensystem. Laut Lemma 2.79 enthalt dieses System eine Basis. Da aber alle
Basen Langen haben, istvy;:::; v, schon eine Basis. O

Bemerkung 2.86 Es lohnt sich Satz 2.85 noch anders zu formulieren: (1) impliziert:
Jede maximal linear unabhéangige Menge ist eine Basis. (2) impliziert: Jede minimal
erzeugende Menge ist eine Basis. (Wieso? Uberlegen Sie sich, wieso das eine Umformu-
lierung des Satzes 2.85 ist.)

Korollar 2.87 (Fehlendes Gleichgewicht) Sein =dimV <1 .

Beweis. (a) Falls die Aussage in (a) nicht gilt, dann enthalt die Menge laut Lemma
2.79 eine Basis mit Lange Kleiner als.

(b) Falls die Aussage in (b) nicht gilt, dann kénnen wir laut Lemma 2.84 die Menge zu
einer Basis mit Lange grosser als erweitern.
Dies beweist das Korollar. O

Bemerkung 2.88 (Gauss und Basen irK ™). Genau wie wir nach Lemma 2.50 den
Begri Span in K™ mit Gauss-Elimination verbinden konnten, kdnnen wir auch die
Begri e der linearen (Un-)Abhangigkeit und Basis mit der Gauss'schen Elimination
verbinden.

wenn 0 10 1 0 1
jo j X1 0
%Vl Va an%)Eg:%ERZKm
[ j Xn 0
nur die triviale Lésungx; = ::: = X, =0 hat, was man mit Gauss-Elimination bestim-

men kann. Fir eine Charakterisierung einer Basis durch ein lineares Gleichungssystem,
konnten wir Proposition 2.68 benutzen. (Wieso und wie genau?) Aber wir sind jetzt
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o 10 1 0 1
i j X1 0
%Vl Vo VnX%SZ%RZKn
i J Xn 0
nur die triviale Losung hat, was man mit Gauss-Elimination Uberprifen kann.
Beispiel 2.89. (1) Je drei Vektoren inR? (oder K ?) sind linear abhangig.
(2) Je vier Polynome inF;[x], (oder K [x],) sind linear abhangig.

(3) Man hat keine Chance den RaunM, 3(C) (als Vektorraum tberC) mit 5 Matrizen
aufzuspannen.

(4) Zwei Vektorenv = (a;b und w = (c; d) sind eine Basis fuK 2, falls
! ! !
a c 0
b d vy 0
nur die Losungx = y =0 hat.

(5) Die Vektoren
f1=(2:;0;:::;0)
f2=(;40;:::;0)

fn=(1;1;:::;2)
in K" bilden eine Basis vorK ".

(6) Je n+1 (vom Nullpolynom verschiedene) Polynome von verschiedenem Grad in
K [X]n bilden eine Basis vorK [x], (Forum-Wieso?).

(7) SeiV ein Vektorraum. Per Konvention ist die leere Menge linear unabhangig.
Ausserdem giltSp(;) = f0yg. Daher ist die leere Menge eine Basis des Untervek-
torraums f Oy g und es giltdimf0,g = 0.

quadratisches Polynor ist?

Y7Ein quadratisches Polynom ist ein Polynom von Grad2.
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Es kann gut sein, dass lhnen die Gultigkeit eines der obigen Beispiele unklar ist.
Fragen Sie im Forum nach!

2.3.2 Basen von Vektorraumen ohne Gauss'sche Elimination

Wie ndet man eine Basis fir einen endlich-dimensionalen Vektorraum oder einen
Untervektorraum? Auch hier istV ein Vektorraum tber einem KorperK . Laut Theo-
rem 2.78 hat jeder Vektorraum eine Basis. Als Korollar erhalten wir:

Korollar 2.90. Jeder Untervektorraum hat eine Basis.

Beweis. Laut Lemma 2.7 ist jeder Untervektorraum auch ein Vektorraum mit der
auf den Untervektorraum eingeschrankten Addition und Skalarmultiplikation. Theo-
rem 2.78 zeigt die Existenz einer Basis. O

Was unklar bleibt, ist wie lang die Basis eines Untervektorraums sein darf!

Proposition 2.91. SeienV ein endlich-dimensionaler Vektorraum undJ ein Unter-
vektorraum. Dann istU auch endlich-dimensional undiimU  dimV. Ausserdem gilt
dimU =dim V genau dann, wenrlJ = V ist.

Beweis. SeiS U eine Basis vonU. Wir behaupten, dassjS] dimV. Falls dies
nicht gilt, dann enthalt S eine MengeS® mit dimV +1 Vektoren, die linear unabhangig
sind, daS linear unabhangig ist. Laut Lemma 2.84 kann mars® zu einer Basis vorV
erweitern. Dann bekommt man eine Basis vol, deren Lange grosser ist aldimV,
was ein Widerspruch zu Theorem 2.78 ist.

Wir zeigen noch die zweite Aussage: FUi(  gibt es nichts zu beweisen. Fr)

linear unabhéangigen Vektoren inv der LangedimV ist, ist B auch eine Basis fuV
(laut Satz 2.85) und daher istV = Sp(B) = U. Die Proposition folgt. ]

Wir kommen also zu der Frage, wie man eine Basis eines Untervektorraums ndet.
Mittels Korollar 2.90 kdnnen wir uns auf VektorrdAume konzentrieren.
Erste Methode: Die Beweise benutzen

Die obigen Beweise sind eigentlich algorithmisch, obwohl wir nicht versucht haben
die Algorithmen e zient zu wahlen. Nichtsdestotrotz fihren sie zu einer Antwort, wie
wir jetzt kurz erklaren:

den?
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Falls vq;:::; v, linear unabhéangig sind, istvy;:::;Vv, schon eine Basis.
Falls vq;:::; v, linear abhangig sind, kbnnen wir den Algorithmus im Beweis von
Lemma 2.79 benutzen, um Vektoren aug; :::;Vv, weg zuwerfen , ohne den Span

zu andern, bis wir eine linear unabhangige Liste bekommen.

Bottom-Up-Methode: SeiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Man wahlv 2 V
mit v 6 0. (Wenn dies nicht mdglich ist, dann istV = f0g.) Jetzt verwendet man
Lemma 2.80: Man wahltv, Z Sp(v;) und dann vz 2 Sp(vy;ve) bis man dies nicht
weiterfihren kann, da man den ganzen Vektorraum aufgespannt hat. Die erhaltene
Liste ist laut Lemma 2.80 eine linear unabhangige Liste, dig¢ aufspannt (da man
keine Vektoren mehr hinzufiigen konnte). Das heisst, die erhaltene Liste ist eine Basis.
Grundsatzlich ist dies genau das, was im Beweis von Lemma 2.79 passiert.

Die erste Methode oben ist hauptsachlich von einem theoretischen Standpunkt aus
interessant. Die zweite Methode benutzt die Gauss'sche Elimination und ist viel e zi-
enter. Es lohnt sich aber, dies von einem allgemeineren Blickwinkel aus zu betrachten.

2.3.3 Zeilen- und Spaltenraum und die Gauss'sche Elimination

Lemma 2.93. SeienA;B 2 M, ,(K), so dassB durch Zeilenoperationen ausA
entstanden ist. Dann giltZR(A) = ZR( B).

Bemerkung2.94 Vorsicht! Normalerweise gilt nicht, dassSR(A) = SR(B), wenn man
Zeilenoperationen verwendet. Die Uberraschung ist jedoch, dass dann trotzddim SR(A) =
dim SR(B) qgilt!

Beweis. Dieser Beweis ist ahnlich zum Beweis, welchen wir im Zusatzskript [2] zu

Sp(Uli'";Uui"';UJ;"';Um)—Sp(Uliiii;Ui L UjsUier s 2000 U 1,U|,UJ+1;"';Um)
L ;! L;: Hier muss man zeigen, dass fur al@é 2 K qilt:
Sp(Ug; it Ui Un) = SP(Ug; il Ui Un)

(Wieso? Zeigen Sie es!)
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Li+ L;! L;(i®&j):Hier muss man zeigen:
SpUy;:iiiUm) = Sp(U; iU Ui+ U5 Uisg; i Um)
Die Inklusion folgt aus der Tatsache, dassi; + uj eine Linearkombination von

Uq; . Uy ist. Die Inklusion folgt aus der Tatsache, dass
U =(u+ uj) U

eine Linearkombination vonus;:::; Ui 1;Ui + Uj;Ui+1;:10; Uy ISt O
De nition 2.95. Seienn;m 2 N und A 2 M, »(K). Wir de nieren den Spaltenrang

und den Zeilenrang von A durch

SpaltenrandA) := dim SR(A);
ZeilenrandA) ;= dimZR( A):

Bemerkung2.96 Wir werden spéater sehen, dass fur jede MatriA die Gleichung
SpaltenrandA) = ZeilenrandA) (2.12)

gilt. Dies ist sicher nicht o ensichtlich: Immerhin sind SR(A) und ZR(A) im Allgemei-
nen Untervektorraume von verschiedenen Raumen! Das folgende Lemma zeigt (2.12)
fur den Spezialfall, dasA in Zeilenstufenform ist.

Lemma 2.97. SeiB 2 M, ,(K) eine Matrix in Zeilenstufenform. Dann sind die
Zeilen, die keine Nullzeilen sind, eine Basis des Zeilenraurd®(B). Insbesondere gilt
dimZR(B) = Rang(B). Ahnlich gilt: Die Spalten, die die Pivots enthalten, sind eine
Basis des Spaltenraums. Insbesondere gilt Spaltenrédy = ZeilenrangB).

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass alle Pivots 1 sind.

Seienayj,;:::; &;, die Eintrage der Pivots (das heissf; <], <:::<j ;)und ug;:::;u,
die entsprechenden Zeilen.
Us;:::; U sind linear unabhangig:Sei
X
iy =0: (213)

i=1

Da in der j;-ten Spalt% ausser dem Pivoly;, = 1 nur Nullen stehen, ist diej;-te

Koordinate des Vektors [_, iu.2 K" gleich ;. Also folgt aus (2.13), dass; = 0 sein

muss. Diej,-te Koordinate von {zl iU 2 K" ist dann (weil ; =0) gleich ;. Aus
(2.13) folgt wiederum, dass , = 0. Mit InduktiBn zeigtman: Falls ;=:::= =0

fur k <r, dann ist die .1 -te Koordinate von ir:1 il 2 K" gleich 4. Aus (2.13)
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folgt, dass ¢+1 =0. Dahergilt ;= :::= , =0, was die lineare Unabhangigkeit von
Ug;:::;ue zeigt. Da alle anderen Zeilen Nullzeilen sind, folgIR(B) = Sp(uy;:::;ur)

Den Beweis der zweiten Aussage (bezlglich der Basis des Spaltenraums) ist sehr &hn-
lich und wir Gberlassen ihn den Lesern. Die Gleichheit Spaltenrafig)) = ZeilenrandB)
folgt. O

Dies beweist auch eine wichtige Tatsache zur Gauss'schen Elimination, die wir vorher
nicht bewiesen haben.

Erinnerung: Fur eine Matrix A ist Rang(A) die Anzahl der Pivots einer Matrix in
Zeilenstufenform, die durch Zeilenoperationen a entstanden ist.

Korollar 2.98. Der Rang einer Matrix A ist wohl-de niert. Das heisst, der Rang hangt
nicht von den Zeilenoperationen ab, die zur Stufenform fiihren.

Beweis. Wieso? Dieses Wieso? hat fur einmal eine Lésung am Ende des Kapitels]

Korollar 2.99 (Algorithmus zur Berechnung einer Basis aus einem Erzeugendensystem
in K"). SeiU =Sp(uy;:::;un) K" Um eine Basis furU zu nden, schreibt man

A zu einer Matrix B Zeilenstufenform Uber. Dann sind die Zeilen voB, die keine
Nullzeilen sind, eine Basis vorJ.

Wie ndet man eine Basis fir den Spaltenraum? Man konnte statt Zeilenoperatio-
nen ganz analog Spaltenoperationen durchfiihren, Stufenform beziglich Spalten und so
weiter de nieren. Man konnte aber auch die Rollen von Zeilen und Spalten vertauschen.
Dieser Vorgang kommt mehrmals vor, daher gibt man ihm einen Namen:

De nition 2.100 (Transposition). SeiA = (&;)j 2 Mn o(K). Wir de nieren die
Transponierte von A als die Matrix

AT :(bj)ll in 2 Mp m(K)
mit b = & .
Seil k n. Dann gelten folgende Eigenschaften:
"~ Die k-te Zeile vonAT ist die k-te Spalte vonA.
" Die k-te Spalte vonAT ist die k-te Zeile vonA.
" (A+B)T=AT+BT.

“(A)T = AT,
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(AT = A,

~ SR(A) = ZR(AT).

~ ZR(A) = SR(AT).

" Spaltenoperationen aufA sind dasselbe wie Zeilenoperationen aaf .

Bemerkung 2.101 Die Addition und Skalarmultiplikation von Matrizen haben Sie in
der Ubungsstunde de niert.

Satz 2.102. Seienm;n2 Nund A 2 M, »(K). Es gilt
SpaltenrangA) = ZeilenrangA):

Wir werden den kompletten Beweis erst in den nachsten Kapiteln durchfiihren (und
bis dann nicht verwenden!), geben daflr aber schon eine Beweisskizze mit Gauss'scher
Elimination, die man auch zu einem echten Beweis upgraden kann.

Magie:Wie man mit Gauss'scher Elimination gleichzeitig Basen flr vier verschiedene
Vektorraume berechnen kann!

Beispiel 2.103. Sei

0 1

3 6 11
A=B1 2 2

2 4 5 8

Wir bringen die Matrix in (Zeilen-)Stufenform. In jedem Schritt bezeichnetw; die i-te
Zeile der vorhergehenden Matrix.

0 1 0 1
1 2 2 3 1 22 3
AtEw B g g xRl By o o5 o1
> 4 5 8 > 45 8
0 1 0 1
1 22 3 1 22 3
ot By o5 1k M Bo 0 1 2K
00 1 2 0 0 5 10
0 1 0 1
1 22 3 1 211
IW3 5wa ! w3 @) 0 1 £ IW1 wo ! wip %ﬂ) O 1 &
0 0 00 00 00

Zusammenfassend haben wir aus Zeilenoperationen die Stufenform

Zeilenoperationen

Al (2.14)

.
o -
© 3P

21
0 1
0O O
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erhalten.

Korollar 2.99 besagt, das§(1; 2;1;1);(0;0; 1; 2)g eine Basis des Zeilenraun&R(A)
ist. Wenn man jetzt eine Basis des SpaltenraunSR(A) nden will, gibt es zwei Me-
thoden:

Methode fiir die FleissigenOhne viel zu denken, betrachtet man

0 1
3 2

1
AT:%6 2 4%
12 5
3

1 8

und fuhrt die Gauss'sche Elimination mit Zeilenoperationen durch:
0

o

o o U‘Ilz gl
>0

o

Zeilenoperationen

AT 1

o
o O+~ O

Daher gilt, dass 80 1 0 19
2 1 0
_ Bok Bk
S 13

5 5

2
>

eine Basis des SpaltenraumSR(A) ist. (Oder falls Sie etwas gegen Briiche haben, ist
801 0 19

2 5 0 =
“BoR Bsk
1 13

auch eine Basis. (Wies0?))

Methode fir Faule: Hier ist der Trick, mit welchem man eine Basis fUlSR(A) und
ZR(A) gleichzeitig nden kann.

Betrachten Sie das Eliminationsverfahren in (2.14). Fur eine MatriM 2 M3 4(K)
schreiben wirM @ ; M@ :M @M@ fir ihre Spalten. Haben Sie bemerkt, dass

A® = 2AW9 (2.15)

Bemerken Sie auch, dass die lineare Relation in (2.15) auch fur alle anderen Matrizen
im Eliminationsprozess gilt. Allgemein gilt: Zeilenoperationen erhalten alle linearen
Relationen zwischen den Spalten. Insbesondere Aussagen wie

die zweite Spalte= 2 (die erste Spalte)
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sind invariant unter Zeilenoperationen. Das heisst, Zeilenoperationen andern die Gul-
tigkeit solcher Aussagen nicht.
Am Ende des Eliminationsprozesses in (2.14) steht die Matrix

1

1
X
0

2

w
i
o &.°

oL P

0
0

Laut Lemma 2.97 istf die erste Spalte vorB; die dritte Spalte von Bg eine Basis von
SR(B). Diese Aussage ist auch invariant unter Zeilenoperationen. Das heisst, die Aus-
sage andert sich nicht, wenn wir Zeilenoperationen verwenden. Daher gilt

fdie erste Spalte vorA; die dritte Spalte von Ag

ist eine Basis VOonSR(A) oder
80 1 0O 19
2

. (Bgvlg %2%2

5

ist eine Basis des SpaltenraumSR(A) von A. Achtung:
80 1 0 19
1 >

2 1 2
R B
0 0

ist aber keine Basis VoISR(A)!

Korollar 2.104. Wenn man die faule Version in Beispiel 2.103 studiert, kommt man
zu den folgenden Erkenntnissen:

(1) Sei A eine Matrix und j1;:::;], die Indizes der Spalten mit Pivots einer Matrix,
die aus A durch Zeilenoperationen in Stufenform gebracht wurde. Seigx" die
Spalten vonA. Dann ist fAU2);:::; Alr)g eine Basis des Spaltenraums voA.

(2) Dies zeigt auch:

dim Spaltenraun{fA) = dim Zeilenraum(A): (2.16)

Bemerkung 2.105 Wir werden zwei (vollstandige) Beweise von (2.16) geben und bis
dann werden wir es nicht verwenden. Es ist aber schon toll sich zu merken, dass man
manche solcher Tatsachen beweisen kann. Sie durfen in lhren Berechnungen diesen
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Trick benutzen. Wenn wir den Orthogonalitats-Begri einfihren, werden wir noch einen
zusatzlichen Trick lernen.

2.3.4 Summen

Wie immer ist V ein Vektorraum Uber einem KorperK .

De nition 2.106. SeienU;:W V zwei Untervektorraume. Wir de nieren dieSumme
von U und W als
U+W=fu+wju2Uw2 Wg:

U+:ii+ Uy =fur+ i+ uyju 20 fari=1;:::;ng:

Proposition 2.107. SeienU;W V zwei Untervektorraume. Es gilt

(1) U+ W =Sp(U[ W) und damit ist U + W der kleinste Untervektorraum, derJ
und W enthalt.

(2) Falls U+ W endlich-dimensional ist, dann kann man folgendermassen eine Basis
von U + W bilden: Seienk =dim(U\ W); | =dim(U) und m =dim W.

(b) Man wahlt eine Basispy;:::;px;Us;:::;u i fur U und eine Basis
P1; il P Wil Wik far W
Dann ist
Pyl PG UL T G W Wk (2.17)

eine Basis furu + W.

(3) Insbesondere gilt die sogenanntBimensionsformel

dmU+ W =dmU+dmW dmU\ W:

Beweis. Teil (1) Uberlassen wir den Lesern. (Hinweis: Fur die zweite Aussage benutzen
Sie Lemma 2.36.)

Fur (2) mussen wir beweisen, dass die Liste in (2.17) eine Basis Wi+ W ist. Da
die Liste eine Basis furlJ und W enthalt, spannt diese Liste nach (1J + W auf. Es
bleibt also zu zeigen, dass die Liste in (2.17) linear unabhéngig ist. Nehmen wir also
an, dass

aprt+ it APt blug+ i b Uk CWH 11T Gy kWm k=0 (2.18)
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beziehungsweise, dass

VI CWi+ 11+ Gy kWm k= (Qupr+ i+ &+ biug + i+ boeuy ):

existieren q;:::; p2 K mitv=ipi+ i+ P und somit
Pt I kP = QW1 LI F Gy kWi k!

Da fpg;:::;p;Wa; i Wy «g linear unabhangig sind, folgtc; = ::: = ¢y k = 1 =

== =bh=:1=h (=0:
Dies zeigt, dass die Liste in (2.17) linear unabhéngig und daher eine Basis wr W

ist. Es folgt dann auch (3). m

Bemerkung 2.108 Hier lohnt es sich auch den Beweis im Fischer [6, Kap. 1.6.1] zu
lesen. Man kdnnte ausgehend von (2.18) die lineare Unabhéangigkeit auch ein bisschen
anders zeigen (mittels Proposition 2.68).

Ubung 2.109. SeienUs; Uy; Uz Untervektorraume eines endlich-dimensionalen Vektor-
raums. Betrachten Sie die Formel

dlm(Ul + U, + U3) =dim U, + dim U, + dim U3
+dim(Ug\ Up\ Us):

Beweisen Sie die Formel oder geben Sie ein Gegenbeispiel!

Direkte Summen

Proposition 2.110. SeiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum UbeK und seien
U;W V zwei Untervektorrdume. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(1) Es gilt dim(U + W) =dim U +dim W.

(2) Es gilt dim(U\ W)=0.
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(3) Es gilt U\ W = f0g.

(4) Jedesv 2 U + W ist eindeutig darstellbar als
V=u+w

mit u2 Uundw?2 W.
B) Falls0=u+wmitu2 Uundw2 W, dann istu=0 undw =0.

De nition 2.111. Falls eine der &quivalenten Bedingungen in Proposition 2.110 gilt,
dann sagen wir, das®) + W die direkte Summevon U und W ist und schreiben

u+w=U W:

Beweis von Proposition 2.110Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt aus Proposition
2.107 (3). Des Weiteren ist (2) aquivalent zu (3). (Wieso? Es gibt nur einen Unter-
vektorraum mit Dimension 0!) Wir zeigen jetzt, dass (3) die Aussage in (4) impliziert.
Seienu; + w; = Uy + w, zwei Darstellungen eines Vektors it + W mit uy;u, 2 U und
wy; W, 2 W. Dann gilt, dass

Uy W=w, w;2U\W:

Laut (3) ist U\ W = f0g und daher istu; u, = w, w; =0 beziehungsweisa; = u,
und w, = w;, was (4) zeigt. Des Weiteren gilt (4)) (5) . (Wieso? Da0=0+0.) Nun
zeigen wir die Implikation (5)) (3): Fallses06 v2 U\ W gibt, dann ist

0= +
4 "

keine triviale Darstellung von O alsu + w mit u 2 U und w 2 W, im Widerspruch zu
(5). O

Proposition 2.112. SeienV ein endlich-dimensionaler Vektorraum undJ ein Unter-
vektorraum. Dann existiert ein UntervektorraumwW mit

V=U W

De nition 2.113.  Ein Untervektorraum W wie in Proposition 2.112 wird einKom-
plementvon U in V genannt (oder auch eirdirekter Summandvon V zu U).
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behaupten, dassv = U W. Beachten sie dazu zuerst, dass

Daug;:::;u;wy; oo wi linear unabhangig sind, folgt jedoch
y=i=a=bh=:1:=nK=0
und daher istv = 0. Also folgt mit Proposition 2.110 die Aussage. O

Beispiel 2.114. Wir geben einige Beispiele:

(1) Hier ist ein allgemeines Beispiel:
V. SeiS B . Dannist
V =Sp(S) SpBnS):

Zum Beispiel lasst sichkK " dadurch so schreiben:

furalle0 k n.

(2) SeiX eine endliche Menge uné (X ) die dazugehérige Potenzmenge. Wir betrach-
ten P(X) als Vektorraum UberF,. Fur jedesY X gilt:

P(X)=P(Y) P(XnY):

(3) Ein Beispiel in K3: Fir U = Sp(e;; &) und V = Sp(ey; &) gilt, dassU + V = K3,
aber dies ist keine direkte Summe, weil unter anderem auch

U\ V =Sp(e)

gilt.
(4) In der Serie haben Sie das Folgende gezeigt:

SeiV = RR = Abb( R;R), U die Menge aller geraden Funktionen uni¥ die Menge
aller ungeraden Funktionen. Dann gilt
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Sie werden noch mehr Beispiele in der Ubungsstunde und in der Serie sehen.

Zurlck zu Korollar 2.98

Antwort auf die Frage Wieso? im Beweis von Korollar 2.98.SeiB irgendeine Matrix
in Stufenform, die durch Zeilenoperationen au& entstanden ist. Der Beweis von Lem-
ma 2.93 zeigt, dass

ZR(A) = ZR(B):

Lemma 2.97 besagt, dass
dimZR(B) = Anzahl der Pivots in B:

Daher ist diese Anzahl Pivots gleictdim ZR(A) und hangt nicht von B ab. ]
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Changelog: Kapitel 2

~

24.10: In der De nition 2.35 wurden die Begri e Spann und lineare Hullen hin-
zugefugt.

26.10: In Beispiel 2.46 wurd®gw zu Oz> geadndert.
26.10: In Beispiel 2.82 wurde zur Klarstellung eine Referenz hinzugefigt.

28.10: Bemerkung 2.54 wurde hinzugefigt.

~ 28.10: In Etappel < j m im Beweis von Lemma 2.76 wurde der Satz: Wir

28.10: Im Beweis von Theorem 2.78 wurde klargestellt, dass die Mengerund
B endlich sind.

31.10: Im Beweis von Lemma 2.72 Teil (a) wurde der Satz magv, + :::+ gV, =
vy + it apvy (bzw. agvi + i+ v = agvq + il + an Vi nach Korrektur des
Typos) geléscht, da er nicht gebraucht wird.

31.10: Im Beweis von Lemma 2.76 wurde in Etappk < | m die richtige
Referenz (Lemma 2.72) eingefigt.

31.10: Im Beweis von Lemma 2.74 wurde@ = a;v; + :::qV; 1+( 1)v; zu0 =
avi+ 1iig 1y 1+ ( 1)y korrigiert.

01.11: In De nition 2.57 wurde hinzugefugt, dass die leere Menge per Konvention
linear unabhéngig ist und in den De nitionen 2.59 und 2.64 wurde beliebige
Menge durch nicht leere Menge ersetzt.

" 03.11: Bei der Bottom-Up-Methode in Abschnitt 2.3.2 wurdes, 2 Sp(v;) und
V3 2 Sp(vy; Vo) korrigiert.

03.11: In Korollar 2.87 (b) wurde nicht linear abhangig mit linear abhangig
ersetzt.

03.11: Bemerkung 2.96 wurde hinzugeftigt.

03.11: Lemma 2.97 wurde mit einer weiteren Aussage erganzt. Im Beweis von
Lemma 2.97 wurden einige Typos korrigiert.

04.11: Der Abschnitt Summen fangt mit De nition 2.106 an.
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06.11: In Beispiel 2.29 wurden die (moglichen) VektorrAume des Untervektor-
raums angegeben.

07.11: Im Beweis von Lemma 2.79 wurde in Etapf#®e | nder Typovy;:::;Vy

" 07.11: Der Beweis der ersten Aussage in Theorem 2.78 wurde umformuliert.
" 07.11: Die Aussage in Lemma 2.84 wurde genauer formuliert.

~ 07:11: Im Beweis von Proposition 2.91 wurde der Typo = dim V =dim W zu
n =dim U =dim V Korrigiert.

" 07:11: Korrektur des Typosdim(U + W) =dim V +dim W in Proposition 2.110
(1) zudim(U + W) =dim U +dim W.

07:11: De nition 2.113 wurde hinzugefigt.
08.11: In De nition 2.100 wurden bei der MatrixAT die Indizes angepasst.

" 08.11: In Ubung 2.109 wurdeim(U,+ U,+ Us) auf der rechten Seite der Gleichung
zudim(Uy\ U\ U3) korrigiert.

08.11: In Bemerkung 2.16 wurds 2 La.o zu s 2 LAy Korrigiert.

" 01.01: In Satz 2.102 wurde der Typo Zeilenra(B) zu ZeilenrangA) korrigiert.
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Epilog von Kapitel 2

Basis. Das sollten Sie sich aus Kapitel 2 merkéfln jedem Vektorraum gibt es eine
Basis und alle Basen haben die gleiche Lange (oder Kardinalitat)! Vektorraume sind
im Allgemeinen abstrakt und eine Basis erméglicht uns einen Zugang zu solch einem
Vektorraum, auch wenn dieser Vektorraum sehr abstrakt ist. Wie genau? Erinnern Sie
sich an Proposition 2.68. Im nachsten Kapitel werden wir Folgendes de nieren:

De nition.  SeiV ein Vektorraum, B = fvy;:::;Vv,g eine Basis vonvV und v 2 V ein
beliebiger Vektor. DaB eine Basis ist, kdnnen wir die Koordinaten vow bezuglichB
folgendermassen de nieren und mifv]g notieren:

0 1

a
[V]B:%)EXZK“:O V=agVvi+ iilagVh:
an

Sie sollten dartber so nachdenke®® macht den abstrakten RaumV fir uns ex-
plizit, indem wir v einfach durch den Vektor[vlg 2 K" verstehen kénnen. Etwas an-
schaulicher stelle ich mifv]g als die Beschreibung vowv 2 V durch die Brille B vor.
Das heisst, dass jede Basis uns eine Brille gibt, mit der wi¥ sehen kdnnen . Bevor
ich mit dieser Plauderei aufhére, bemerke ich noch Folgendes: Der Vekjolg gehort
zu K". Dies erklart also auch die folgende Aussage: Ein Vektorraum mit Dimension
hat n Freiheitsgrade .

8Dijes ist keine Zusammenfassung! Wir geben nur Kommentare, woher wir kommen und wohin wir
gehen mit dem Sto .
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Vektorraume zu studieren hat im letzten Kapitel viel Spass gemacht. Aber Vektor-
raume zu betrachten ohne sie miteinander zu vergleichen ware schade. Dies ware wie
Mengen zu studieren ohne den Funktionsbegri . Wir haben schon in der Vorlesung er-
wahnt, dass man in der Mathematik, und vor allem in der Algebra, gewisse Objekte als
Kategorie betrachten kann. Grob gesagt, ist eine Kategorie eine Klasse von Objekten
und Morphismen (auch Pfeile genannt) zwischen diesen Objektéuf jeden Fall sind
die Objekte in der linearen Algebra Vektorraume und in diesem Kapitel moéchten wir
die dazugehdrigen Pfeile beschreiben: Lineare Abbildungen.

3.1 De nition einer linearen Abbildung

Wir mdchten die De nition einer linearen Abbildung von einem abstrakten Blick-
winkel aus motivieren. Seier’V und W zwei Vektorraume tber einem KérpeK . Eine
Funktion

T:V! W

soll eine lineare Abbildung genannt werden, falls sie die Vektorraum-Struktur von
V und W respektiert beziehungsweise miteinander verbindet. Hier ist die o zielle
De nition:

De nition 3.1. SeienV und W Vektorrdume uber einem KoérperK . Eine Funktion
T:V! W

heisstlinear (oder lineare Abbildungoder lineare Transformation), falls folgende zwei
Eigenschaften gelten:

1Wer sich dafiir interessiert kann hier mehr nachlesen.
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vV 2 Vi iT(vi+ Vo) = T(vy)+ T(v2) (Additivitat)

3.1
8a2 K;v 2V :T(av)= aT(v) (Homogenitat) S

Die Menge aller linearen Abbildungen vorvy nach W bezeichnen wir mit
Homg (V; W) oder Hom(V;W);

falls bei LetzteremK aus dem Zusammenhang klar ist. In diesem Kapitel, falls wir
nichts anderes sagen, stehe"t und W fur Vektorrdume Uber einem KorperK und
T:V! W isteine lineare Abbildung.

Ubung 3.2. Zeigen Sie die folgende Aquivalenz:
Tistlinear ( 8 a;b2K;vy;v,2V :T(avy+ bw)= aT(vy)+ bT(vy):

Bemerkung3.3. Das Wort Abbildung ist ein Synonym fur Funktion. Jedoch verwendet
man in diesem Zusammenhang hier eher den Ausdruck lineare Abbildung und nicht
lineare Funktion , obwohl sie beide dasselbe bedeuten.

Bemerkung 3.4 Manchmal schreiben wir der Einfachheit halbef v statt T (v).

Beispiele

Es ist schwierig zu entscheiden, was das beste erste Beispiel flur eine lineare Abbil-
dung ist: Es gibt viele! Einige kommen aus der Geometrie, einige aus der Analysis und
es gibt noch mehr. Da wir lineare Abbildungen schlussendlich von einem abstrakten
Standpunkt aus betrachten wollen, fangen wir mit abstrakten Beispielen an.

Beispiel 3.5. Sei V ein Vektorraum. Es gibt immer zwei lineare Abbildungen in
Hom(V; V):

~ Die Identitats-Abbildung

Idy : V! V;

v7lv;

die jeden Vektor auf sich selbst abbildet. Manchmal bezeichnen wir die Abbildung
als Id oderl, falls der zugrundeliegende Vektorraum aus dem Kontext klar ist.
" Die Null-Abbildung
o:v! w,
v 7! Ow:
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Beachten Sie, dass wir insbesondere audh = V wahlen kénnen.

(Wieso sind dies lineare Abbildungen? Uberpriifen Sie, dass die beiden Abbildungen
linear sind!)

Beispiel 3.6. Hier ist ein Beispiel, welches durch die Analysis motiviert ist. Sé&{ ein
Korper. Wir de nieren

D:K[x]! KIx];

ag+ ayx + i+ anx" 7l ag +2apx +3agx® + 11+ nagx" L

Hier stehen wie immer die Zahler1;2;3:::2 K fur 1;1+1;1+1+1;:::2 K und D
steht fur Di erenziation. Man kénnte Uberprifen, dass fur allea; b2 K und p; q2 K [X]

D(ap+ bg = abD(p) + bD(q) (3.2)
gilt. Mit der Schreibweisep®:= D(p) (bzw. o®= D(q)) ist (3.2) genau die Formel

(ap+ bg°= ap’+ bd;

die Sie aus der Mittelschule kennen.

Ubung 3.7. (1) Falls char(K) = 0, zeigen Sie, dass

fp2 K[x]jD(p)=0g=f | 2 Kg= fkonstante Polynome:

(2) Seip eine Primzahl. Berechnen Sie

fq2 Fy[x]j D(a) =0g:
Beispiel 3.8. Das Integral ist auch eine lineare Abbildung

[:1(0;1p! R
VA 1

f 7 f (x) dx;
0

wobeil ([0; 1]) die Menge aller Riemann-integrierbaren Funktionen ayp; 1] ist.

Beispiel 3.9. Viele geometrische Abbildungen der Ebene sind linear. Zum Beispiel
Re exion, Rotation, Streckung und Stauchung und so weiter. Dies besprechen Sie in
der Ubungsstunde. Um lhr geometrisches Verstandnis zu tiben, kénnen Sie sich dieses
Video oder auch dieses Video von 3BluelBrown anschauen.

Beispiel 3.10. Sie besprechen ebenfalls Beispiele mit Matrizenraumen in der Ubungs-
stunde.
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Beispiel 3.11. Die Abbildung

My : Faz[Xli2 ! Far[X]210

p7! x™® p:

ist linear.

Beispiel 3.12. Die Abbildung (vgl. Einfihrung in die Lineare Algebra [1])

S:kt 1 Kt
(ag;ap;::) 7! (ag;@3;::2)
ist linear. Diese Abbildung heisst aucierschiebungsabbildungnd ist zentral im Gebiet

der dynamischen Systeme. Wir haben in unserer Fibonacci-Einfuhrung ([1]) gesehen,
dass manS auf den Untervektorraum

Fib(K):= f(ag;a;::)2K ja, = a, 1+ a, pfurallen 3g K?
einschranken und
S JFib (K)- Fib (K)! Fib(K)

studieren kann.

Beispiel 3.13 (Mutterbeispiel). Zu guter Letzt geben wir jetzt die wichtigste lineare
Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorraumen an.
Seienn;m 2 N und seiA 2 M, »(K). Dann ist die Abbildung

ma K" KT
0 1 0 1

X = %pxglﬁ 71 Ax = A%aleﬁ

Xn Xn

linear. Bemerken Sie, Folgendes:

" Das Produkt Ax haben wir in De nition 2.12 de niert.
" Hier sollte manK" und K™ alsK g, und K g, betrachten.

" Wir werden in Kirze zeigen, dass sich jede lineare Abbildung zwischkr' und
K™ als mp fir eine Matrix A 2 M, ,(K) darstellen lasst. Ausserdem werden
wir spater in diesem Kapitel erklaren, dass jede lineare Abbildung zwischen zwei
beliebigen endlich-dimensionalen VektorrAumen gewissermassen durch solche Ab-
bildungen darstellbar ist.
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" Da diese Abbildung so zentral ist, bezeichnen viele Autoren (und auch wir manch-
mal) diese Abbildung mit T, statt ma.

Proposition 3.14 (Erste Eigenschaften) SeienV und W zwei VektorrAume Uber ei-
nem KoérperK undT : V! W eine lineare Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen:

X0 X0
T av, = aT(vi):

i=1 i=1

Dass heisst, dass das Bild einer Linearkombination der mit Koe zienten g eine
Linearkombination derT(v;) mit Koe zienten g ist.

(2) Es qilt T(0) =0 (oder fur die verwirrten Leser: T(0Oy) =0w).
Beweis. (1) Dies zeigt man mittels Induktion mit Hilfe von der De nition in (3.1).

(2) Da 0Oy +0y =0y ist, gilt
TOy)= T(@Oy +0y)= T(Oy)+ T(Ov);

wobei wir im letzten Schritt die Linearitat der Abbildung T benutzt haben. Wir
addieren T(0y) 2 W auf beiden Seiten und erhalten

Ow =T(@Oy) T@Ov)=T@Oy)+ TOy) T(Oy)= T(Ov):

Dies beweist die Proposition. H

AbbildungT : V! W mit
T(vi)=w

Bemerkung3.16 Denken Sie wie immer bei solchen Aussagen an zwei Tatsachen: Exi-
stenz und Eindeutigkeit.

Beweis von Satz 3.15Wir de nieren T durch einen Vorgang, der h&u g benutzt wird:
lineare Erweiterung .
Seiv 2 V. Wir wollen T(v) de nieren. Dafur schreiben wir zuerstv als Linearkom-
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2.68 eindeutig ist. Proposition 3.14 sagt uns: Falls es eine lineare AbbilduhgV ! W
gabe, dann wirde
X X X
TVv)=T avi = aT(vi)=  aw (3.3)

i=1 i=1 i=1
gelten. Wir kdnnenT (v) genau so de nieren, dass (3.3) gilt! Wir de nieren also

X0
T(v) = aw;:

i=1

eindeutig ist. Wir miissen nun zeigen, dasE linear ist. Seienv;v°2 V, so dass

xXo
V= av; und V= bv,
i=1 i=1

X
veve= o (g + by
i=1

De nition von T gilt

X0 X0 X0 X0
T(v+Vv)=  (a+hb)wi= (awi+hbw)= aw+ bw=T(V)+ TV,

i=1 i=1 i=1 i=1
P
was die Additivitat von T zeigt. Seijetzt 2 K. Esgilt v = ., a;v und daher

X0 X
T(v)= aiw = aw; = T (v):
i=1 i=1
Dies zeigt, dasd linear ist und die obige Erklarung zeigt, dass dies die einzig mdgliche
De nition fir eine lineare Abbildung T : VI W mit T(v;) = w; ist. ]

Beispiel 3.17. Wieviele lineare AbbildungenT : F§ ! F3 gibt es oder, in anderen

lineare Abbildung T : F3! F3. DajF3 =9 ist, gibt es genau9* solche verschiedenen
Wahlen von Vektoren. Daher giltj Hom(F3; F3)j = 94.
Man kénnte dies mit beliebigen Abbildungen (das heisst, Funktionen) vdf nach F3
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vergleichen. Es gib{F3jiFl = (32)3" = 981 solche Abbildungen. (Wieso?) Insbesondere
sind 98! 9* dieser Abbildungen (und somit die Uberwaltigende Mehrheit) nicht linear!
Ahnlich gilt

j Hom(V;Fg)j = (p)"

wobei p eine Primzahl, k eine natirliche Zahl undV ein n-dimensionaler Vektorraum
tber Fy ist.

beliebige Vektoren. Laut Satz 3.15 existiert eine eindeutige lineare Abbildung

T:K"I K™

O . - - 1
| J
A:%Wl W an:
b ]

Dann gilt ma(e) = Ae; = w;. Das heisst,m, ist die einzige lineare AbbildungT, die
die Eigenschaften von Satz 3.15 erflllt. Dav, :::;w, beliebig sind, folgt das folgende
Lemma:

Lemma 3.18. Fur jede lineare AbbildungT : K" I K™ existiert ein eindeutiges
A2 Mp o(K), so dassT = mu. Namlich
J J J
A=BT(E) T(e)  T(e) K 2Mp o(K):
J J J

3.2 Kern und Bild

Auch hier sind V und W zwei VektorrAume lber einem beliebigen Korpek . Mit
jeder linearen Abbildung sind (zumindest) zwei Untervektorraume verbunden:

Proposition 3.19 (De nition und Proposition) . SeiT : V! W eine lineare Abbil-
dung.

(1) Die Menge
Ker(T)=fv2V |jTv=0nwg

ist ein Untervektorraum vonV und heisst derKern von T.
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(2) Das Bild von T
Im(T)=fTvjv2Vg

ist ein Untervektorraum vonW .2

Erinnerung: Fur eine Funktionf : A! B und b2 B ist
f =1 Y(fbg)=fa2A:f(a)= kg (3.4)

die Menge aller Urbilder vonb. Mit dieser Notation ist Ker(T)= T (Ow).

Beweis. (1) Seiena;b2 K und vy;Vv, 2 Ker(T). Dann gilt
T(avy + bw) = aTwvy+ bTwy=a Oy + b Oy =0w:

Ausserdem istOy 2 Ker(T) laut Proposition 3.14 und daher istKer(T) ein Unter-
vektorraum von V.

(2) Seien jetztwy; w, 2 Im(T). Dann existierenvy;v, 2 V mit Tv; = wp und Tv, = w;,
laut der De nition von Im(T). Es gilt

T(avy + bw) = aTv, + bTw = aw; + bw,

und daher ist aw; + bw, 2 Im(T). Auch hier folgt aus Proposition 3.14, dass
Ow 2 Im(T) ist, daT(Oy) =0y. Daher istIm(T) ein Untervektorraum vonW.
Dies beweist die Proposition. O

Beispiel 3.20 (Kern und homogenene lineare Gleichungssystem&eiA 2 M, (K).
Wir betrachten ma : K" ! K™. Dann gilt

Ker(ma) = LOS(A; Ok m):
Das heisst,Ker(m,) sind die Lésungen des homogenen linearen Gleichungssystems
AX =0km; X2 K™

Ab jetzt werden wir Ker(ma) auch mit Ker(A) bezeichnen.

Beispiel 3.20 zeigt schon, dasker(A) interessant ist. Hier ist noch ein weiterer
interessanter Grund:

Proposition 3.21. SeiT eine lineare Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen:

(2) T istinjektiv () Ker(T) = fOv0.

2Viele Autoren verwenden auchBild( T) statt Im(T).
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(2) T ist surjektiv () Im(T) = W.

Beweis. Bemerken Sie zuerst: In (2) gibt es nichts zu beweisen! Wir beweisen also (1):
) : Wir haben schon gesehen, dadser(T) die Menge aller Urbilder vonO,, ist.

Das heisst, dasKer(T) = T (0Ow). Laut Proposition 3.14 ist 0, ein Urbild von Oy .

Da T injektiv ist, hat jedes Element vonW hochstens ein Urbild und daher ist

Ker(T)= T (Ow)= fOvg:

( : Hier brauchen wir die Linearitat. Seienvy;v, 2 V mit T(vy) = T(v2). Da T
linear ist, gilt
T(vi v2)=T(vi) T(v2)=0w:

Daher istv; v, 2 Ker(T) und nach Annahme istKer(T) = f0yg. Also folgt, dass
V1 = V, ist, was die Injektivitat zeigt. ]

Wir kdnnen den Sachverhalt in Proposition 3.21 vage so ausdricken:
Injektivitat Uberall ist Aquivalent zu Injektivitat bei der Null
Wir werden sehen, dass es auch andere Eigenschaften ausser der Injektivitat gibt,

die sich bei der Null Gberprifen lassen.

Ubung 3.22. Verallgemeinern Sie die Resultate dieses Abschnitts: SEi: V. | W
linear. Zeigen Sie folgende Aussagen:

1. Seiv® V ein Untervektorraum. Dann ist T(V9 ein Untervektorraum von W.

2. Seiw® W ein Untervektorraum. Dann ist T (W9 ein Untervektorraum von
V.3
De nition 3.23.  Eine lineare AbbildungT : V! W nennen wif

~ einenlsomorphismus falls T bijektiv ist.
~ einenEndomorphismusfalls W = V ist.

" einen Automorphismus falls V = W und T bijektiv ist.

Falls ein IsomorphismusT :V ! W existiert, sagen wir, dass/ und W isomorph sind
und schreibenV = W. Die Menge aller Endomorphismen voilv bezeichnen wir mit
End(V). Das heisst,End(V) := Hom(V; V).

ST (W9 =fFfv2V:Tv2 W%y
4Wir werden folgende Begri e nicht benutzen, aber andere Autoren de nieren auch:

T heisst Monomorphismus falls T injektiv ist.
" T heisst Epimorphismus, falls T surjektiv ist.
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Lemma 3.24. FallsT :V ! W ein Isomorphismus ist, dann existierfT *:W ! V
und ist auch linear.

Beweis. Seiena; b2 K und wy;w, 2 W. Seienvy; v, 2 V die eindeutigen Urbilder von
Wi; W,. Das heisst, das3 (vi) = w; fur i = 1;2 oder aquivalentT (w;) = v; furi=1;2
gilt. Da T linear ist, gilt

T(avy + bw) = aTv; + bTw = aw; + bw:
Das heisst, weilT bijektiv ist, dass

T Y(awy + bw) = av; + bw = aT Y(wy) + bT Y(wy):

Dies zeigt, dassT ! linear ist. O

Ubung 3.25. Zeigen Sie, dass isomorph eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
Vektorraume ist.

Beweis. Eine Gleichheit zwischen zwei Mengen zeigt man, indem man zwei Inklusionen
zeigt.

aTvi=T avi (3.5)

P
und daher [, aTv 2 Im(T).

:Seiw 2 Im(T) und v 2 mit Tv = w. Da vy;:::;Vv, eine Basis vonV ist,
existierenay;:::;a, 2 K mit v= i”:l a;Vv;. Jetzt lesen wir Gleichung (3.5) umgekehrt
I
xXn xXo
w=Tv=T av, = aiTy
i=1 i=1
und daher istw 2 Sp(Tvy;:::;Tw,) ]

Wir sind jetzt bereit den wichtigsten Satz zu linearen Abbildungen zu zeigen:

Satz 3.27 (Rangsatz, Energieerhaltungs-Satz)Sei T : V! W eine lineare Abbildung
zwischen VektorraumerV und W, wobeiV endlich-dimensional ist. Dann gilt

dimKer(T) +dimIm( T) =dim V:
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Beweis. Sein = dim V und uy;:::;ux eine Basis vonKer(T). Mittels Lemma 2.84
erganzen wirug;:::;Ux ZU einer Basis vorv:
Ug; oo Uk Vs ooV k

X k X k
T av, = aTvi=0w:

i=1 i=1

P
Also ist i”:lkaivi 2 Ker(T). Daher existierenby; :::; b mit

X k XK
Vi = bu;
i=1 i=1
beziehungsweise
X k XK
avi+t  ( b)ui=0w:
i=1 i=1
Weil uq;:::;un; Ve iii; Ve k €ine Basis vonV ist, impliziert das
Q== a k= b=:11= K =0:
Also ist insbesonderea; = ::: = a, ¢ = 0 und daraus folgt, dassTvy;:::; TV, k €ine

Basis vonIm(T) ist. Dies zeigt, dass
dmIim(T)=n k:

Also qilt
dmV =k+(n k)=dmKer(T)+dimIm(T)

per De nition von nund k alsn =dim V und k = dimKer(T). m

Bemerkung 3.28 Ich stelle mir Satz 3.27 immer als Energieerhaltungs-Satz vor: Der
Vektorraum V hat n = dim V Dimensionen/Energie zu geben. Die Abbildung gibt
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einige dieser Dimensionen dem Bilan(T) und die restlichen Dimensionen mussen dann
im Kern Ker(T) verschwinden.

Korollar 3.29. SeiT : V! W eine lineare Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen:
(1) Falls dmW < dimV, dann ist T nicht injektiv.
(2) Falls dimW > dimV, dann ist T nicht surjektiv.

(3) Falls dmW =dim V, dann gilt

T ist bijektiv () T ist injektiv () T ist surjektiv:

Beweis. (1) Hier hat V zu viel Energie :V kann W nur dimW Dimensionen geben
und daher mussT einige Dimensionen an den Kern abgeben. Also ist der Kern
nicht trivial. Laut Proposition 3.21 ist T dann nicht injektiv.

Hier ist eine rigorose Version: DaAm(T) ein Untervektorraum von W ist, gilt
dimIim(T) dimW < dimV. Laut Satz 3.27 folgt dann, dass

dimKer(T) =dim V dimIm(T) > O:

Laut Proposition 3.21 ist T dann nicht injektiv.

(2) Energie-Erhaltungs-Versionim(T) braucht dim W Dimensionen, damitT surjektiv
sein kann. AberdimV hat nicht genug Energie, dadimV < dimW.
Rigorose Version: Laut Satz 3.27 gilt

dimim(T)=dim V dimKer(T) dimV <dimW:

Also folgt aus Proposition 3.21, das3 nicht surjektiv ist.

(3) Wir mussen nur zeigen, das$ injektiv ist genau dann, wennT surjektiv ist. (Wie-
so?) Ohne viele Worte gelten die Aquivalenzen:

Propogion 32 ker(Ty= fog () dimKer(T) =0

%" dim v = dim Im( T)
AP dimw = dim Im( T)
0 W=Im(T)

0 T ist surjektiv:

T ist injektiv

Dies zeigt das Korollar. ]
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Lemma 3.30. SeienT : V! W undS:W ! U lineare Abbildungen. Dann ist die
VerkettungS T :V ! U auch linear.

Beweis. Seien 2 K und vy;v, 2 V. Es gilt
S T(vi+ Vo) I S(Tvi+ Twy) ° 'S T(w)+ S T(w):

Ahnlich folgt, dass
S T(v)=S(Tv)= (S T(v):
Dies beweist das Lemma. O

Ubung 3.31. Es gibt auch eine andere Beweis-Strategie fur Satz 3.27:

Man fangt mit einer Basisvy;:::; v von Ker(T) und einer Basiswg;:::;w von
Im(T) an. Dann wahlt man beliebigeu;;:::;u 2 V mit
Ty = w;
fur i = 1;:::;1. Man zeigt dann, dassvy;:::;Vk; Ug;:::; U eine Basis vonV ist. Der

Satz folgt somit.
Fuhren Sie diese Strategie aus!

Als ob es einfach wére und nicht so wichtig, folgt jetzt nichtsdestotrotz eines der
wichtigsten Resultate der linearen Algebra.

Korollar 3.32. Zwei endlich-dimensionale Vektorraumé&/ und W sind genau dann
isomorph, wenndimV =dim W.

Beweis. ) :FallsT:V ! W einIsomorphismus ist, dann folgt aus Proposition 3.21,
dassKer(T) = fOg und W =Im( T). Daher impliziert Satz 3.27, dass

dmW =dimIm(T) =dim V dimKer(T) =dim V:

( : Falls dimV =dim W ist, seien(vy;:::;V,) eine Basis vonV und (wq;:::;Wy)
eine Basis vonW. Wir de nieren mittels Satz 3.15 die (eindeutige) lineare Abbildung

T:VI W mit T(v)=w:

Laut Lemma 2.39 istT surjektiv und laut der Annahme dimV = dim W ist T dann
auch injektiv (mit Hilfe von Korollar 3.29 (3)). Daher ist T ein Isomorphismus. m

Fur spater brauchen wir noch eine kleine De nition:

De nition 3.33.  SeiT : V! W eine lineare Abbildung. DerRang von T ist

Rang(T) :=dimIm( T):
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Ubung 3.34. SeienT : V! W undS:W ! U zwei lineare Abbildungen zwischen
endlich-dimensionalen VektorraumerJ; V und W. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(1) Esgilt Rang(S T) minfRang(T); Rang(S)g.
(2) Falls S injektiv ist, dann ist Rang(S T) = Rang(T).
(3) Falls T surjektiv ist, dann ist Rang(S T) = Rang(S).

(Hinweis: Betrachten SieSjim().)

3.3 Koordinaten fur Vektorraume und lineare Abbil-
dungen

Alle Vektorrdume in diesem Abschnitt sind endlich-dimensional. In diesem Abschnitt
werden wir ein bisschen mehr Information beziglich Korollar 3.32 geben: Ein Vektor-
raum V Uber K mit dimV = n ist isomorph zuK".

Fur den Beweis und auch fur spater missen wir Koordinaten de nieren. Dazu missen
wir an Basen als geordnete Mengen denken, das heisst, als eine Liste der Rgint : ; v;,.

De nition 3.35.  SeiV ein Vektorraum mit BasisB = (vy;:::;Vv,) und seiv 2 V. Wir
de nieren den Koordinaten-Vektor von v bezuglich der BasiB als
0 1
aQ
Me = @: K
an

eindeutig de niert, und daher ist [v]g wohl-de niert.
Die Abbildung

g:V!I K" v7![v]g

nennen wir dieKoordinaten-Abbildung bezuglichB.
Proposition 3.36. Die Abbildung 5 ist linear und bijektiv.

Beweis. Man kann Satz 3.15 verwenden, um zu zeigen, dasg die eindeutige lineare
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Wir geben stattdessen einen direkten Beweis. Seienb 2 K und v;V° 2 V. Wir
schreiben

V=agVvq+ i+ agVn;

VO= vy + 1+ by,

womit
0 1 0 1
a b
M= @ K; Vs=@:K:
an o}
Dann gilt
av+ b= (aa, + bh)v; + :::+ (aa, + bly)v,
und daher
1 0 1 0 1
aa; + bh a by
s(av+ bV¥) =[av+ b\ = % : & = a%;ﬁ + b%}i& =a g(V)+ b g(V9:
aa, + bl an o

Dies zeigt die Linearitat von g.
Die Bijektivitat folgt, da B eine Basis ist. (Wieso? Benutzen Sie die Eindeutigkeit
Proposition 2.68.) m

Es ist nitzlich zu bemerken, dass die Inverse

gl K"V
durch
0 1
a
B K = avi+ ot A,
an
gegeben ist. ! ' ! "
__— . 1 1 : , 1 0
Beispiel 3.37. SeiB = ; eine Basis vonQ? und E = ;
1 1 0 1
die Standardbasis. Dann ist beispielsweise
" ! " !
1 1 0 1
= 7 und = 2
0 5 5 1 5
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Allgemein ist "1 |
! iy’
X - 2
Toxy
B 2
da ! ! !
x+y 1 Xy (D
2 1 2 1
Bezuglich der Standardbasis gilt
N 4 !
X X

(Wieso?)

Beispiel 3.38. SeiV = K[X]; und B = (1;x;x?;x%) die Standard-Basis und
C=(L:;x+1;x2+x+1;x3+ x>+ x+1)

eine andere Basis. Sgi = ap + a;x + a,x2 + azx? ein beliebiger Vektor. Beziiglich der
Standard-Basis ist das Leben einfach: Man sieht gleich, dass

0 1 0O 1
Qo 0
ple = %";‘% und [l = %O&E:
2
as 1

In diesem Beispiel kann man auch deutlich den Ein uss der Reihenfolge sehen. Zum
Beispiel gilt fur B®= (x3;x2; x; 1) und B%= (1; x?;x3;x), dass

0 1 0 1
as do
_ a2§ _ %6&; )
0= d 00 — .
[Ple %al und - [plseo= & °
Ao a

Fir [p]c mussen wir etwas rechnen. Hier ist die Antwort:

0
d a

1
a a,
[Ple = % ' 2§ :
2 a3
as

Bemerkung. g ist die eindeutige lineare Abbildung vonV nach K", die durch Satz
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In Ubung 3.25 haben wir gesehen, dass isomorph sein eine Aquivalenzrelation auf
der Menge aller Vektorrdume ist. Korollar 3.32 besagt, dass die Dimension aller Ele-
mente einer Aquivalenzklasse gleich ist. Jetzt kdnnen wir sogar einen Reprasentanten
fur die Aquivalenzklasse nden:

Satz 3.39. SeiV ein Vektorraum tberK mit dimV = n 2 N[f Og. Dann ist V
isomorph zuK ",

Beweis. SeiB eine Basis vonV. Dann ist die Abbildung
g:V!I K"

ein Isomorphismus. O

Bemerkung 3.40 (Nebenbemerkung)Die Abbildung g ist nicht-kanonisch. Fur ihre
De nition mussen wir eine Wahl tre en (die Wahl von B). Vergleichen Sie dies mit der
Konstruktion der Quotienten-Abbildung am Ende dieses Kapitels.

Die Koordinaten-Abbildung bringt uns zu unserer nachsten Frage:

SeienV und W zwei Vektorraume mitdimV = nund dmW = m. SeiT :V! W
eine lineare Abbildung. Wir wahlen BaserB  V und C W und betrachten das
Diagramm:

\b;/\/\/

1
B C

Laut Lemma 3.18 ist die lineare Abbildung ¢ T Bl K™ 1 K™ durch eine
Matrix A 2 M, ,(K) darstellbar. Das heisst, es existiert eine eindeutige Matri& 2
Mn n(K), so dass

Kn_T‘nA_ _/Km

kommutiert. Das heisst, dass ¢ T Bl = my gilt.
Toll. Aber ich habe jetzt noch viele Fragen:
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(1) Wie kann ich A berechnen?
(2) Wie sieht A bezuglich verschiedenen Basen aus? (3.7)
(3) Wie sieht die Matrix einer Verkettung aus? '

Gibt uns die Verkettung eine Moglichkeit Matrizen zu multiplizieren?

Diese Fragen fuihren uns zu einem neuen Abschnitt!

3.3.1 Matrizen und lineare Abbildungen

Die erste der vorherigen Fragen kdnnen wir gleich beantworten. Wir missen einfach
der De nition folgen.

SeiT : V! W eine lineare Abbildung,B = (Vvy;:::;V,) eine Basis des Vektorraums
V und C=(wy;:::;Wy) eine Basis des Vektorraum¥V. Wir betrachten
(. — +
i2———W3Ty
- c ) : (3.8)

6 2K"- -4~ JK™3 [Tyl

fur A2 My, »(K) wie oben.
Was geschieht mit der Standard-Basie;;:::;e, 2 K", wennwir ¢ T Bl darauf

c T gHe)= ¢ Tw)= o(Tw)=[TW)

Dies bedeutet, dassn, die (eindeutige) lineare Abbildung ist mitma(e) = [ T(vi)]c.
Laut Lemma 3.18 heisst das, dass
0 _ _ 1
J J
A=@ITWe [Tl X 2 Mp n(K): (3.9)
j j
Anders gesagt, ist
A=(a)1im
1]

n

mit Eintradgen a; 2 K, die durch die Gleichung

xXn
T(V)) = a;jgWy + 1ilam Wy = agwe furj =1, n (3.10)
k=1
de niert sind.
Dies beantwortet Frage (1). Wir fassen zusammen:
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De nition 3.41. Die Matrix A wie in (3.9) heisst dieDarstellungsmatrix von T be-
zuglich der BaserB und C und wird mit [T]2 notiert.

Wir haben bewiesen:

Proposition 3.42. SeiT :V ! W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen
V und W. Sei B eine Basis vonV und C eine Basis vonW. Fur jedesv 2 V gilt

[TE[V]e =[TVic: (3.11)

Beweis. Gleichung (3.11) ist aquivalent dazu zu sagen, dass das folgende Diagramm
kommutiert:
2V —T——JW 3w
( j ; (3.12)
Vg 2 K" ———/K™ 3 [w]c

Mrrg

B C

Oder anders gesagt, (3.11) ist aquivalent zuc T = m, g. Dies ist jedoch

aquivalent zu

B
C

Mpe= c¢ T " (3.13)
Wir haben aber[T]E genau so de niert, dass (3.13) gilt (vgl. Diagramm (3.12)). O

Man sollte dariiber so nachdenken: Durch die Beschreibung vendurch B und W
durch Csieht T wie Multiplikation mit [T]8 aus (vgl. Epilog Kapitel 2).

Beispiel 3.43. Falls E, die Standard-Basis vorK ", E,, die Standard-Basis vorK ™ ist
und A 2 M, »(K), dann gilt allgemeiner

[MmAlE = A:
Beispiel 3.44. Betrachten wir noch einmal die Ableitungsabbildung
D :K[x]s! KI[x].

und seienE = (1;x;x?;x% die Standard-Basis vonK [x]; und E° = (1;x;x?) die
Standard-Basis vorK [x],. Dann gilt

D(A)=0=0 1+0 x+0 x?
D(x)=1=1 1+0 x+0 x?
D(x)=2x=0 1+2 x+0 x2
D(x®*)=3x?=0 1+0 x+3 x2
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und daher ist 0 1
0100
DE=%80 0 2 &:

0 00 3

Falls man D als einen Endomorphismus voIK [X]s betrachtet, das heisst als eine Ab-
bildung D : K[x]s! K][x]s, dann ist

0 1
0100
002§
Dl = :
[DIe 00
000 0

Ubung 3.45. Berechnen SigD]S, [D]S und [D]2, wobei C und B wie in Beispiel 3.38
sind.

Die Matrizen [D]ﬁofUr verschiedene BaseA und A°sind im allgemeinen verschieden,
rihren aber alle von der AbbildungD her. Sie sind verschiedene Beschreibungen von
D bezuglich verschiedenen Basen. Was haben sie gemeinsam? Wie sind sie miteinander
verbunden? Diese Fragen hangen beide mit Frage (2) in (3.7) zusammen.

Fur Frage (2) sagen wir jetzt nur, dass die MatrixT]2 stark von der Wahl von B
und C abhangt, mehr Informationen geben wir spater. Wir méchten als nachstes Frage
(3) beantworten.

Dazu machen wir aber erst eine Pause, um Matrizen zu besprechen und vor allem
um die Matrixmultiplikation einzuftihren.

3.3.2 Matrizen

Wie wir spater sehen werden, wird uns die De nition der Matrixmultiplikation durch
die Antwort auf Frage (3) in (3.7) gegeben . Ich nde es nichtsdestotrotz verwirrend
die Matrixmultiplikation auf diese Art einzufiihren. Deshalb werden wir die Geschich-
te anders erzahlen: Wir werden die Matrixmultiplikation einfach de nieren und dann
zeigen, dass uns dies eine Antwort auf Frage (3) in (3.7) gibt.

Erinnerung: M, »(K) bezeichnet die Menge aller Matrizen mitn-Zeilen und
n-Spalten und Eintragen inK . Die MengeM,, »(K) ist ein Vektorraum mit der Ad-
dition
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fur 2 K.

De nition 3.46. Seienm;n;p 2 N. Die Matrixmultiplikation ist die Abbildung

‘Mm n(K) My o(K) P My po(K);

(AB)= (@)ri mi(y)rin 7'A B;
1] n 1] p
wobeiA B =(Gj)1 i m mit
1jp
X
Gj = aiby +:itanby = aihy: (3.14)
k=1

Wir schreiben oft AB statt A B.

A

Bemerkung 3.47. Merken Sie sich:AB ist nur dann de niert, wenn die Anzahl
der Spalten vonA der Anzahl Zeilen vonB entspricht.

" Die Formel in (3.14) ist nicht sehr Ubersichtlich, aber von einem theoretischen
Blickwinkel aus wichtig. Die folgende Darstellung ist Gbersichtlicher:

o IgsSepte
b.].-

5 B.% %
b
0 _ 1

0
i-te Zeile %(ail::::am)g ! % Cu §

Zum Beispiel, |
by b bis
o1 o bps
0 1 0 # 1
i1 a2 C12
% A1 A § | % §
31 Az . Cs3
41 Qa2
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Beispiel 3.48. Seien

A= 21undB:
1 0 2

1
2
X :
0

w
~ &°

Dann berechnen wir Schritt fir Schritt jeden Eintrag:

!0121 ! !
321 3 1+2 0+1 4 7
A B = = =
LT
!0121 ! I
321 7 3242 1+1 0 7 8
102%)22)&_ -
!0121 ! !
321 7 8 7 8
10 2 %Z(])X_ 1 140 142 4 9
, 0 1 | !
321 112,3 7 8 7 8
102%20_912+01+2o_92

Ubung 3.49. In diesem Fall ist auchBA de niert. Berechnen Sie diese Matrix!
Beispiel 3.50 (Spezialfalle und Tricks) Wir betrachten einige Beispiele:

(1) SeienA 2 My, ((K) und v 2 M, {(K). Dann ist AB 2 M, 1(K). Wenn wir
M, 1(K) mit K&, = K" identi zieren, entspricht v einem Spaltenvektor und

Spal
Av 2 M, 1(K) = K2 .. Das Produkt Av 2 KZ _ ist genau das Produkt, das wir

Spal* Spal
in (2.3) de niert haben.

(2) Ahnlich gilt fir A 2 My o(K) und w 2 My (K), dasswA 2 M; ,(K). Wenn
wir M; (K) mit K2, = K™ identi zieren, entspricht w einem Zeilenvektor und
das Produkt wA 2 KD, ebenfalls einem Zeilenvektor. Dies de niert ein Produkt
zwischen einem Zeilenvektor und einer Matrix.
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(3) Wenn man die Spezialfalle (1) und (2) gut beherrscht, dann kann man diese auch
fur ein allgemeines ProduktAB verwenden: Fur

0 1 0 1
— Vi — J J
A= %} X und B = %)Wl Whp X
— Vm — j j
gilt
0 1 0 1
J J J J
AB=A Bw wo X = B Aw, Aw, &
j j j j
beziehungsweise
0 1 0
Vi — — viB —
AB = B X B=
— Vm — — vyB —
(4) Seien 0 1
v}
v=(as:a) 2 My o(K) und w= @: % 2 M, 1(K):
o}

Dann ist vw 2 M; 1(K). Wenn wir M; ;(K) mit K identi zieren, dann heisst
dieses Produkt dasSkalarproduktvon v und w. Dieses Produkt berechnet sich als

0 1

b,
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Viel weniger wichtig ist das Produktwv 2 M,, ,(K). Dies berechnet sich als

0 1 0 1
bia; ba,

by
wv=%big(a1;:::;an)= %D : : g=(a4h)1 i n
n hay ha,

Beachten Sie, dassvv auch fuirw 2 M, 1(K) undv 2 M; ,(K) de niert ist. In
diesem Fall istwv 2 M, (K).

Hier ist eine wichtige Matrix und Notation:

De nition 3.51. Wir de nieren das Kronecker-Delta als
8
_ 1 fallsi = |
Y0 fallsi 6

Hier gehdreni;j normalerweise zu irgendeiner Indexmenge.

Wir de nieren die Einheitsmatrix |, fir n 2 N als
In:(ij)l_inZMn n(K):
1jn

Zum Beispiel ist

1
l1=(); I,= 0 ;g =

o
PL.°
o -
P QNO
c
@
=

o — O

Proposition 3.52. Es qilt:

(1) Fiir A2 My o(K), B 2 M, o(K) undC 2 M, oK) gilt
(AB)C = A(BC):

Das heisst, dass die Matrixmultiplikation assoziativ ist.
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(2) Fur A;B 2 M o(K)und C 2 My, ,(K);C%2 Mg n(K) gilt

(A+ B)C = AC + BC
CYA+B)=CcA+ C®B:

(3) Fir alle A2 My o(K) gilt

ImA=A
Al, = A:

(4) Furalle 2K,A2Mp o(K)undB 2 M, ,(K) gilt

(AB)=( A)B =A(B):

Beweis. All diese Eigenschaften folgen aus einer entsprechenden Berechnung. Dies ist
insbesondere richtig fur (1), aber die Berechnung ist wirklich nicht angenehm. Nachdem
wir eine Verbindung zwischen Matrixmultiplikation und Verkettung herstellen (Lemma
3.61), konnen wir aus der Tatsache, dass die Verkettung von Funktionen assoziativ ist,
herleiten. m

Bemerkung 3.53 Die MengeM, ,(K) fir n 2 N ist laut (1), (2) und (3) in Pro-
position 3.52 ein Ring mitl, als Eins. Bemerken Sie, dass dieser Ring far 2
nicht-kommutativ ist, da normalerweise

AB 6 BA
gilt. Zum Beispiel gilt
! ! ! ! ! !
00 10 00O 00 10 00O
00 00 10 10 0O 10

Unter anderem motiviert Bemerkung 3.53 die folgende De nition:

De nition 3.54. Sein 2 N. Eine Matrix A 2 M, ,(K) heisstinvertierbar, falls eine
Matrix B 2 M,, ,(K) existiert, so dass

AB =1, und BA =1,

gilt. Die Matrix B heisst dielnverse von A und wird mit A ! notiert. Die Menge aller
invertierbaren Matrizen in M, ,(K) bezeichnen wir mit

GL,(K) oder GL(n;K)
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und nennen sie diallgemeine lineare Gruppaiber K (von Grad n).

Proposition 3.55. Die allgemeine lineare Gruppe ist eine Gruppe beztiglich Matrix-
multiplikation.

Beweis. Wir missen zeigen, dass die Matrixmultiplikation eine Verkntipfung aiL,, (K )
induziert. Das heisst, das®A\B 2 GL,(K) ist fir A;B 2 GL,(K).
Seien alsdA;B 2 GL,(K) und C;D 2 M, (K) mit

AC =CA=1,
BD = DB = Iy:

Dann gilt

(AB)(DC)= A(BD)C = Al,C = AC = I,
(DC)(AB) = D(CA)B = DI,B = DB = I,

Also folgt, dassAB 2 GL,(K).
Die Einheitsmatrix I, 2 GL,(K), da

Inln = 1In

und damitist |, invertierbar. Des Weiteren ist die Einheitsmatrix das neutrale Element.
Laut Proposition 3.52 (1) ist die Matrixmultiplikation assoziativ.

Wenn A 2 GL,(K) ist, dann ist auchA ! 2 GL,(K), da A eine Inverse vonA 1!
ist. Daher hat jedes ElementA 2 GL,(K) eine Inverse inGL,(K). O

Korollar 3.56. (1) Die Inverse vonA ist eindeutig de niert.

(2) Esqgilt (A ) 1=A.

(3) Esgilt (AB) =B A L

Beweis. Diese Tatsachen haben wir fur alle Gruppen bewiesen. ]

Beispiel 3.57 (Inverse und lineare GleichungssystemeBevor wir zu linearen Abbil-
dungen zuriickkehren, erklaren wir kurz, wieso die Inverse interessant ist.
SeienA 2 M,, ,und x;b2 K", so dass

AXx = b: (3.15)
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Wir nehmen an, dassA invertierbar ist, und dass wir die InverseA ! kennen. Dann
konnen wir das lineare Gleichungssystem (3.15) in einer Sekunde durch Matrixmulti-
plikation l16sen: Wir multiplizieren (3.15) mit A * von der linken Seite und erhalten:

x=1,x=(A A)x=A (Ax)= A 'b:

Das heisst, die Losung von (3.15) ist in diesem Fall bl

Korollar 3.58. Sei Ax = b ein lineares Gleichungssystem mi&A 2 M, ,(K). Falls
A 2 GL,(K) ist, dann hat Ax = bfur jedesb2 K" eine eindeutige Loésung (n&mlich
x=A 1b).

Bemerkung 3.59 Spéater werden wir beweisen, dass auch die Umkehrung von Korollar
3.58 gilt.

Fur spater mussen wir auch noch verstehen wie Transposition und Matrixmultiplika-
tion in Verbindung stehen. Dies ist eine wirklich gute Ubung um Matrixmultiplikation
zu Uben, deshalb lassen wir sie als Ubung fur die Leser:

Ubung 3.60. (1) SeiA 2 My, (K) und B 2 M, ,(K). Dann gilt
(AB)T = BTAT:
(Beachten Sie, das@"BT im Allgemeinen gar nicht de niert ist!)
(2) SeiA 2 GL,(K). Zeigen Sie, dass
AT 2 GL,(K)
ist und dass

(AT) 1_ (A 1)T:

3.3.3 Zurick zu Darstellungen linearer Abbildungen

Die BuchstabenV; W und U bezeichnen in diesem Abschnitt immer endlich-dimensi-
onale Vektorraume UberK . Das folgende grundlegende Lemma beantwortet Frage (3)
in (3.7) und zeigt, dass die De nition der Matrixmultiplikation nicht vom Himmel
fallt, sondern einfach von der Darstellung der Verkettung zweier linearer Abbildungen
gekommen ist.

Lemma 3.61. SeienV:W und U drei endlich-dimensionale Vektorraume tbeK mit

ten T 2 Hom(V; W) und S 2 Hom(W; U). Dann gilt

[S Tle=[SI2 [Tls;
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wobei die Matrixmultiplikation bezeichnet.

Beweis. Der folgende Beweis ist eine sehr gute Indizes-Ubung. Seien
[Tl =(a)j; [SIE=(bj); und [S TIg=(g);

(Uberlegen Sie sich, welche Werte die Indizésund j fir die jeweiligen Matrizen an-
nehmen.) Diese Matrizen sind durch

X
T(V)) = agwy + iian W, = agwe furj =1;::0m; (3.16)
k=1
xXP
S(wj) = byur+ i+ byjup = byui farj =1;:::5n; (3.17)
i=1
(S T)(Vvj)=cyur+ i1+ Cyjup = cGju furj=1;:::;m (3.18)

i=1

de niert. > Aber (S T)(v;) kénnten wir auch durch (3.16) und (3.17) noch anders

. X0 X X xP
(S T)(Vj) (3:16) S A Wi Linearitat a S(w) (3:17) a B Ui
k=1 k=1 k=1 i=1
X XP
= ayj b u;
k=1 i=1
XX
= b ay u;:
i=1 k=1
Daher folgt (Wieso? Vgl. (3.18)), dass
X
G = Bk a;
k=1
beziehungsweis€ = BA, was wir zeigen wollten. O

Dies beantwortet Frage (3) in (3.7), aber auch eine Antwort auf Frage (2) folgt jetzt
mittels einem kleinen Trick mit der Identitatsabbildung.

Korollar 3.62. SeiT 2 Hom(V; W), B; B°zwei Basen vorV und C, C° zwei Basen von
W. Dann gilt

[T1% = [Id wiS[TIE [Idv]E (3.19)

SWieso wir die erste Summe mit Indizesk summieren und die restlichen beiden miti wird spéater
klarer werden.
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Beweis. Aus zweifacher Verwendung von Lemma 3.61 folgt, dass die rechte Seite von
(3.19)
ldw T Idv1& =[T]%:

ist. ]

Matrizen der Form [Idy ]8, heissenBasiswechselmatrizenWir haben noch mehr In-
formation beziglich solcher Matrizen:

Korollar 3.63. SeienB und B° zwei Basen vorV und n = dim V. Dann gilt, dass
[Idy]Bo 2 GL(K):

Das heisst, das§ldy |5, invertierbar ist. Ausserdem gilt
ldy]es " =[1dvIE"

Beweis. Laut Lemma 3.61 gilt

[dyIB [IdyIE"=[idy Idyv]S =[1dv]%
(]S’ QdylS=[idy 1dy]E =[idy]E:

Es folgt aber aus der De nition, dass
['dv]g =1 n

fur jede BasisC von V (Wieso?). Das Korollar folgt. ]

Unter Benutzung der vorherigen Korollare erhalten wir folgendes Resultat fiir En-
domorphismen:

Korollar 3.64. SeiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit zwei BaseB und B°
und T 2 End(V). Dann gilt
[T18o = [1d vIBe TS [Idv 15 = (0d vIE) *[TIE [dv]E" (3.20)

Beweis. (Wieso? Benutzen Sie die Korollare 3.62 und 3.63.) O

Bemerkung.Fir T 2 End(V) schreibt man manchmalT]g := [T]g.

Wir kénnen uns nun die Assoziativitat der Matrixmultiplikation neu anschauen
(vgl. Proposition 3.52 (i)).

Korollar 3.65. SeienA 2 My (K) und B 2 M, ,(K), dann gilt

Ma Mg = Mpp:
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Beweis. Sei E, die Standard-Basis vonK". Dann gilt laut Beispiel 3.43 und Lemma
3.61, dass
[Ma mB]Eﬁ1 = [mA]EE',:1 [mB]Eﬁ = AB:

Aus Proposition 3.42 (und Beispiel 3.43 mih = 1) folgt, dass flr jedesv 2 KP
My Mg(v)=[ma mMg(V)le, =[Ma M2 [Vlg, = AB[V]g, = (AB)v

gilt. Dies scheint als eine Art Tautologie, weil Assoziativitdt, Lemma 3.61 und Propo-
sition 3.42 in der Tat eng miteinander verbunden sind. Also giltny mg = Mmpg als
Abbildungen vonKP nachK ™. O

Korollar 3.66. Matrixmultiplikation ist assoziativ.

Beweis. SeienA 2 M, »(K), B 2 M, ,(K), C 2 M, 4(K) und seif die Standard-
Basis vonK '. Da Verkettung von Funktionen assoziativ ist, gilt

(AB)C = [mag ]2 [Mc]E' = [ma mp]@ [Mc]E =[ma me mc]g!

=M [ms mc]g!
= [malg" [ch]E"; = A(BC):

Das Korollar folgt. O

Gleichungen (3.19) und (3.20) motivieren die folgende De nition:

De nition 3.67. © Zwei Matrizen A;B 2 M, ,(K) heissenaquivalent falls es
P2GLn(K)undQ 2 GL,(K) gibt, so dass

PAQ = B:

" Zwei Matrizen A;B 2 M, ,(K) heissenahnlich, falls esP 2 GL,(K) gibt, so
dass
P ‘AP = B:

Ubung 3.68. Zeigen Sie, folgende Aussagen:
" Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auM,, ,(K).
"~ Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation aufM,, ,(K).

" A ist dquivalent zu B genau dann, wenn es Vektorrdum¥, W, T 2 Hom(V; W)
und BasenB;B° V,CC* W gibt, so dass

A=[TE und B=[T]:
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" A ist &hnlich zu B genau dann, wenn es einen Vektorraud, T 2 End(V) und
BasenB;B° V gibt, so dass

A=[T]g und B =[T]go:

Um den Namen Ahnlichkeit zu rechtfertigen werden wir sehen, dass ahnliche Ma-
trizen tatsachlich vieles gemeinsam haben. Einen einfachen Reprasentanten fur jede
Aquivalenzklasse beziiglich Ahnlichkeit auM, ,(K) zu nden ist jedoch schwierig
und wird uns noch in der Linearen Algebra Il beschaftigen. Wir kdnnen hingegen pro-
blemlos fur die Aquivalenzrelation Aquivalenz auM,, »(K) einfache Reprasentanten
fir die Aquivalenzklassen nden.

SeiD; =(dj)j 2 My o(K) die Matrix mit

8

2dy =0; fallsi 6 ]

§dii =1; fallsl i r

- d; =0; fallsr<i

Das heisst, dass |
II‘ Or'n r
D, = ' 2 Mm n(K);
' Om rr Om rnor moe

wobeiOx 2 M| (K) die Nullmatrix ist.

Proposition 3.69. Sei T 2 Hom(V;W) mit® Rang(T) = r. Dann existieren BasenB
vonV und Cvon W, so dass

[T]¢ = Dy:
Beweis. Im Beweis des Rangsatzes 3.27 haben wir eine Bais (Wq; @1 ;W ;Ug; 0 Ug)
von V gefunden, so dass
Tu=:::=Tuy =0
und C°:= (Twy;:::; Tw) eine Basis vonim(T) ist. Sei C eine Erganzung vonC® zu

einer Basis vonW. BeziiglichB und C gilt
[T]¢ = Dr:

(Wieso?) m

Lemma 3.70. SeiA 2 M, ,(K). Dann gilt

SR(A) =Im( my):

Erinnerung: Fur T 2 Hom(V; W) ist Rang(T) = dimIm( T).
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Beweis. Dies folgt aus Lemma 3.18 und Lemma 3.26. (Wieso?) O

Proposition 3.71. Sei A 2 M, ,(K). Dann existierenP 2 GL,(K) und Q 2
GL,(K) mit |

PAQ= D, = "

wobeir = SpaltenrandA).

Beweis von Proposition 3.71.Aus Beispiel 3.43 wissen wir, dass
[mA]E”m = A

wobei E,; B, die entsprechenden Standard-Basen sind vaR" und K™ sind. Laut
Proposition 3.69 existieren BaseB von K" und Cvon K™, mit

[ldk m 18" [MAlE, [Idkn]E, = Dy:

Wir setzen
P;:[Ide](E:m und Q::[ldK"]En;

was zeigt, dass
PAQ = D,:

]

Korollar 3.72. Es gibtmin(m;n) + 1 Aquivalenzklassen bezuglich der Aquivalenzrela-

Einige Autoren (Vgl. Fischer [6, S. 161]) nennen diese Reprasentant®en Normal-
formen. Dies ist nicht so geldu g und man sollte dies nicht mit der sogennanten Jordan-
Normalform verwechseln (diese werden wir in der Linearen Algebra Il kennenlernen und
ist verbunden mit Reprasentanten von Aquivalenzklassen beziiglich Ahnlichkeit).

Bemerkung3.73 In Kirze werden wir beweisen, dass Spaltenrafy) = ZeilenrangA)
(vgl. Korollar 2.98). Daher konnte manr = SpaltenrandA) = ZeilenrandA) in Pro-
position 3.71 schreiben. Damit kdnnte man Korollar 3.72 auch so ausdriicken: Zwei
Matrizen sind genau dann aquivalent, wenn sie denselben Rang haben.

Korollar 3.74. SeiT : V! W ein Isomorphismus undB8 V, C W zwei Basen.
Dann gilt

T 4us= me *

Insbesondere is{T]2 invertierbar.
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Beweis. Sein =dim V =dim W. Laut Lemma 3.61 gilt
[T 1]% [Tle=I[T ! Tlg =[Id V]g = In

[TRIT §=[T T NR=[Ndw]g= I

Das Korollar folgt. ]

3.4 Spaltenrang ist gleich Zeilenrang

Satz 3.75. SeiA 2 M, »(K). Dann gilt
SpaltenrangA) = ZeilenrangA):
Dank diesem Satz kdnnen wir de nieren, dass
Rang(A) = SpaltenrandA) = ZeilenrandA):

Laut Abschnitt 2.3.3 stimmt diese De nition mit der De nition als die Anzahl der
Pivots in einer Stufenform Matrix, die zeilen&quivalent ist zuA Uberein.

Fur den Beweis von Theorem 3.75 brauchen wir einige Lemmas. Erinnern Sie sich
an De nition 3.33: Rang(T) =dimIm( T).

Lemma 3.76. SeiT 2 Hom(V;W) und seienS : W ! UwundL : P! V zwei
Isomorphismen. Dann gilt

" Rang(S T)=Rang(T).
"~ Rang(T L)=Rang(T).
Insbesondere gilt auch, dasRang(S T L) =Rang(T) ist.
Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Ubung 3.34, die Sie in der Serie haben. O

Lemma 3.77. SeiA 2 M, ,(K). Dann gilt, dassA 2 GL,(K) genau dann, wenn
mp K" K" ein Isomorphismus ist.

Beweis. ) : Die lineare Abbildungm, ::K"! K" st die Inverse vonmy,.
( : Aus Korollar 3.74 folgt, dass

A=[maE (3.21)

invertierbar ist, wobei E, die Standard-Basis ist. O

118



Kapitel 3.4 Spaltenrang ist gleich Zeilenrang

Lemma 3.78. SeienA;B 2 M, »(K) mit
B = PAQ; (3.22)

wobeiP 2 GL,(K) und Q 2 GL,(K). Dann gilt
(1) SpaltenrandA) = SpaltenrandB).
(2) Zeilenrang(A) = ZeilenrangB).

Beweis. Betrachten wir alle Matrizen im Lemma als lineare Abbildungen, ist (3.22)
aquivalent zu
Mg =Mp Ma Mg

und laut Lemma 3.76 gilt
Rang(ma) = Rang(mg);

damg und mp laut Lemma 3.77 Isomorphismen sind. Wir haben aber gesehen (Lemma
3.70), dass
Rang(mc) = SpaltenrandC)

fur jede Matrix C ist. Daher gilt
SpaltenrangA) = SpaltenrandB):
Dies beweist (1). Fur (2) transponieren wir (3.22) mit Hilfe von Ubung 3.60:
BT - QTAT PT:

Aus Ubung 3.60 wissen wir auch, das®"™ 2 GL,(K) und PT 2 GL,(K) und daher
folgt aus (1), dass
SpaltenrandA™) = SpaltenrandB ");

was aquivalent zu
ZeilenrandA) = ZeilenrandB)

ist. O
Jetzt folgt Satz 3.75 aus Proposition 3.71.:

Beweis von Satz 3.75Wegen Proposition 3.71 existiereR 2 GL,(K)undQ 2 GL,(K),

so dass !

I, O
PAQ =D, = =: B:
Q r 0 0
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Fur B gilt Spaltenrang(B) = ZeilenrandB) = r. Laut Lemma 3.78 gelten
SpaltenrangA) = SpaltenrandB) und ZeilenrandA) = ZeilenrandB):

Daher folgt, dass Spaltenran@) = ZeilenrangA). O

Bemerkung 3.79 Ich habe diesen Beweis aus dem Buch von Fischer [6, Kap. 2.6.6]
gelernt. Beachten Sie, dass wir in 2.102 (noch) einen anderen Beweis skizziert haben.
Falls Sie dies winschen, kann ich in der Nachbesprechungszeit einen Beweis mittels
Gauss und dem Rangsatz ebenfalls skizzieren.

3.5 Hom(;W) als Vektorraum

Wir werden jetzt sehen, dassHom(V; W) ein Vektorraum ist, und dass wir dies
eigentlich schon wissen (zumindest im Fall, w& und W endlich-dimensional sind).
SeienV und W zwei Vektorrdume Uber einem KorperK. Jetzt betrachten wir
Hom(V; W) als eine Menge. Betrachten Sie die folgenden Operationen &ldm(V; W):
SeienT; S 2 Hom(V; W). Wir de nieren Addition auf Hom(V;W):

T+S:vV!I W
durch
(T+ S)(v):=T(v)+w S(v):
Sei 2K und T 2 Hom(V;W). Wir de nieren Skalarmultiplikation auf Hom(V; W):
T:V! W
durch
(THWV) = w T(v):
Lemma 3.80. Fur T;S2 Hom(V;W) und 2 K gilt, dassT + S 2 Hom(V; W) und
T 2 Hom(V;W).

Beweis. Seiena; b2 K und vy;v, 2 V. Dann ist

(T + S)(avy + bw) = T(avi + bw) + S(avy + bw)
(aTvi + bTw) +(aSwv + bSwy)
a(Tvy+ Sv) + b(Tv, + Sw)

a((T + S)(va)) + (T + S)(v2)):

Wir tUberlassen es den Lesern die analoge Uberpriifung flir zu machen. H
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Proposition 3.81. Hom(V; W) mit der obigen Addition und Skalarmultiplikation ist
ein Vektorraum.

Beweis. Wir Uberlassen diesen Beweis den Lesern und bemerken nur, dass der Nullvek-
tor in Hom(V; W) die lineare Abbildung

o:v! w,
v 7! Oy
ist. O

Fur endlich-dimensionale Vektorraumé&/ und W kennen wir eigentlich diesen Vek-
torraum schon:

Satz 3.82. SeienV und W zwei Vektorraume mitdimV = n und dimwW = m mit
jeweiligen BasemB = (vy;:::;vy) V und C=(wy;:::;Wy) W. Die Abbildung

g :Hom(V;W) ! My n(K)
T7[TE

ist ein Isomorphismus. Das heisst, sie ist linear und bijektiv.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass 2 linear ist: Per De nition gilt

2 _ _ 3
J J
T+SE=8 T+Swle  [T+SWle5:
i ]
wobeiB = (vy;:::;Vvy). Es gilt aber fUr jedesi = 1;:::;n, dass

[T+ S(V)lc=[Tvi + Sulc =[TVilc +[Svic;

dav 7! [v]c linear ist. Daher gilt

2 , _ 3
J J
Q@ m+swile [T+ SWnle 5
J J J J
=9 mvile Mwleb+dsvile  [Swle b =[TE+[SE:

J J J J

Die Uberprufung der Homogenitat ist sehr @hnlich und daher tberlassen wir dies
den Lesern.
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Des Weiteren ist & injektiv: Falls [T]2 = 0 ist, dann ist T(v;) = Oy fir alle
i=1;:::nund daheristT =0.

Wir missen noch zeigen, dassg surjektiv ist: Sei A = (a;) 2 My o(K). Mittels
Satz 3.15 de nieren wirT durch

xXn
T(vi) = aj Wi

i=1
Dann gilt [T]g = A. (Wieso? Vgl. (3.10).) O

Korollar 3.83. Falls V und W endlich-dimensionale Vektorraume sind, dann gilt
dimHom(V; W) =dim V dimW:

Bemerkung3.84 (Nebenbemerkung)Wie die Notation schon andeutet, hangt der Iso-
morphismus & von der Wahl der BasenB und C ab. In diesem Sinne ist & nicht
kanonisch .

Korollar 3.85. Der Vektorraum End(V) = Hom(V; V) ist ein Ring mit Verkettung als
Multiplikation und Idy als Einselement. FallsvV endlich-dimensional ist (mit Dimen-
sionn) und BV eine Basis ist, dann ist

EIEnd(V)! M, .(K)
T7 [Tl :=[Th:

ein Ring-lsomorphismus.

Beweis. Man uberprift die Ring-Axiome direkt, zum Beispiel:
Seienv 2 V und Ty; Ty; T3 2 End(V). Dann gilt

Ty (To+ Ta)(V) = To(Tov + Tov) "B TTov+ TiTav = (Ty To+ To To)(V):
Daher gilt Ty(To + T3) = T1To + T1Ts.

Sei jetztn = dim V < 1 . Die Tatsache, dass § ein Ring-lsomorphismus ist, folgt
aus Satz 3.82 und Lemma 3.61. Beachten Sie, d@isk/Jg = |, und fir 02 End(V) ist
[0 =0 2 M, .(K), unabhangig davon wieB gewahlt wurde’ O

"Man kénnte daher sagen, dass die Koordinaten der Identitatsabbildung und der Nullabbildung
nicht von der Wahl einer Basis abhéngen, also kanonisch sind.
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3.6 Die Inverse, Elementarmatrizen und lineare Glei-
chungssysteme

Dieser Abschnitt ist eine Art Zusammenfassung von verschiedenen Ergebnissen, die
wir bisher gesehen haben.
Erinnern Sie sich an die Abbildung

: KK Leg(A; 0);

wobei A 2 My o(K) istund k = n  Rang(A), die wir im Fischer [6, Kap. 0.4]
besprochen haben. Die Abbildung hat die Form (hierist =( 1;:::; «) 2 KK)

()= win =0l yanx () v W

bis auf Umordnung der Variablen, wober = Rang(A). Wenn wir die Struktur der
Abbildung betrachten, sehen wir, dass¢( ) linear ist in = ( 1;:::; ) und wir
kdnnen daraus schliessen, dasseine bijektive lineare Abbildung ist. Dies zeigt:

Korollar 3.86. SeiA 2 M, ,(K). Dann ist
U = L6s(A; 0) = Ker(A) = Ker( mp)

ein Untervektorraum vonK" von Dimensionn Rang(A). Die Abbildung st ein
expliziter Isomorphismus vork " Rand(A) nach U.

Korollar 3.87. Seib2 K™ und A2 M, »(K). Es qgilt
(1) Los(A;b) 8 ; genau dann, wenrb2 SR(A).

(2) Falls L6s(A;b) 8 ; undy 2 L6S(A; b) ist, dann ist

LOS(A;b) = y + LOS(A; 0) := fy + x j x 2 LOS(A; 0)g: (3.23)

Beweis. (1) Dies folgt aus dem Trick aus Lemma 2.50:
10 1 0 1 0 1 0 1

0
I B j j j
A=Y %KD K= BuE @K X BV K
I j j j

J J Xn

(2) Dies folgt aus der Linearitat vonmpa: A(X + y) = Ax + Ay. (Wieso?)
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Mengen der Form (3.23) heissea ne UnterrAume . Wir werden mehr dazu in Ab-
schnitt 3.7 sagen. Wir besprechen jetzt zwei klassische Ergebnisse in der Sprache der
linearen Gleichungssysteme und beweisen sie mit unserer neu entwickelten Theorie.

Proposition 3.88. SeiA 2 My n(K) und b2 K™(= Kg,). Dann sind folgende
Aussagen aquivalent:

(1) Es gilt Rang(A) = Rang(Ajb).
(2) Die GleichungAx = b hat eine Lésung.

Beweis. (1) ist aquivalent zu Spaltenran@A) = SpaltenrandAjb), was aquivalent ist

zu Sp(vy;:::;Vn) = Sp(vy; ;v b, wobeivy;:::;v, die Spalten vonA sind. Dies
wiederum ist aquivalent zub 2 Sp(vy;:::;vn) = SR(A) (Wieso?). Wegen Korollar 3.87
(1) ist dies aquivalent zu (2). O
0 1
1 4
Beispiel 3.89. Die Matrix ?@2 5& hat Rang 2. Die Matrix
3 6
0 1

[ERN

4 7 0147
Bo 5 &x=H2 5/8%
6 9 3 6|9

w

hat auch Rang 2 und daher hat

X+4y =7 (3.24)
2X+5y=8 (3.25)
X+6y=9 (3.26)

eine Losung. In der Tatistx = 1,y =2 eine L6sung.

Beispiel 3.90. Wenn A eine Matrix in Stufenform ist mit Rang r, dann sieht (A j b)

SO aus: 0 1
by
01 :
1| b ;
0 b lg'
0 b

wobei nicht Nulleintrdge sind. Hier sieht man, dasRang(A j b = Rang(A) genau
dann, wennb,; = :::= h, =0.
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Ein &hnlicher Beweis zeigt:

Proposition 3.91. SeiA 2 My o(K) und b2 K™(= Kg,). Dann sind folgende
Aussagen aquivalent:

(1) Es gilt Rang(A) = Rang(Ajb) = n.
(2) Die GleichungAx = b hat eine eindeutige Losung.

Beweis. Sei 1

0 . .
J J
A= E‘) V1 Vn X :
j j
Da Rang(A) = SpaltenrangA) ist, gilt:
Die Vektorenvy;:::; Vv, bilden eine Basis vonSR(A) () Rang(A) = n: (3.27)

Des Weiteren ist wie zuvor

Rang(Ajb) = Rang(A) b2 SR(A): (3.28)

genau aquivalent ist zu (2) (laut Proposition 2.68). O
0 1
1 4

Beispiel 3.92. Zurick zu Beispiel 3.89: D&\ = ?@2 5& 2 M3 »(Q) und Rang(A) =2
3 6

ist die Lésung (3.24) eindeutig.

Proposition 3.93. SeiA 2 M, ,(K). Dann sind folgende Aussagen &quivalent:
(1) A ist invertierbar.

(2) may :K"1 K" ist ein Isomorphismus.

(3) ma iK™ K" ist injektiv.

(4) may K" 1 K" ist surjektiv.

(5) Rang(A) = n.

(6) SpaltenrandA) = n.

(7) Zeilenrang(A) = n.

(8) Die Spalten vonA sind eine Basis vorK ".
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(9) Die Spalten vonA erzeugenK ".
(10) Die Spalten vonA sind linear unabhangig.
(11) Ax =0 hat nur die triviale Losungx =0 2 K",
(12) Ax = bhat fur alleb2 K" eine eindeutige Losung.
(13) AT ist invertierbar.
(14) Rang(A™) = n.
(15) Die Zeilen vonA sind eine Basis.
(16) Die Zeilen vonA erzeugenK".
(17) Die Zeilen vonA sind linear unabhangig.
(18) A !ist invertierbar.

(19) A ist zeilenaquivalent zu ,. Das heisst, dass mai\ mittels Zeilenoperationen zu
I, Uberfihren kann.

(20) A ist spaltendquivalent zdu . Das heisst, dass mam\ mittels Spaltenoperationen
zu |, tberfihren kann.

Beweis. (1) ( (2): Dies entspricht Lemma 3.77.

(2), (3) und (4) sind aquivalent wegen Korollar 3.29 (Korollar zum Rangsatz).

4 0 (6): Dies gilt, weil SR(A) = Sp(ma(ey);:::;ma(e))).

(5), (6) und (7) sind aquivalent wegen Satz 3.75.

6) 0 (8): Dies gilt wegen Satz 2.85 (Gleichgewicht).

(8), (9) und (10) sind wiederum wegen Satz 2.85 (Gleichgewicht) aquivalent.

(20) 0 (11): Dies folgt aus dem Multiplikationstrick in Lemma 2.50.

(12) 0 (8): Dies qilt wiederum wegen dem Multiplikationstrick und Proposition
2.68.

(1) 0 (13): Dies gilt wegen Ubung 3.60 (fiir) ), und Ubung 3.60 zusammen
mit (AT)T = A (far ().

Die Aquivalenzen von (13), (14), (15), (16) und (17) folgen aus den Aquivalenzen
von (1), (5), (8), (9) und (10) angewandt aufAT.

@ 0 (18): Dies folgt aus Korollar 3.56 (2).

Dies zeigt die Aquivalenzen (1)-(18).
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Wir zeigen die Implikation (5)) (19) sorgfaltig: Mit Gauss'scher Elimination haben
wir gezeigt, dassA zeilen&quivalent ist zu einer Matrix der Form

0 1
1
B:%? h _ :gi
0 0 1

Beachten Sie, dass es keine Nullen auf der Diagonalen gibt, Rang(A) = n laut (5).

Bemerken Sie fur spater auch, dass wir bis jetzt immer Zeilenoperationen der Form
Li! Li+ L; nurmitj<i benutzt haben, was wir reinigen nach unten genannt
haben. Wir kénnen aber auch nach oben reinigen : Mit Zeilenoperationen der Form
Li+ L;! Lji, wobeij>i, kénnen wir B nachl, uberfihren, was (19) zeigt.

(14) ) (20): Dies folgt, wenn wir die Implikation (5)) (19) fur AT benutzen und
aus der Tatsachen, dass sich Zeilenoperationen auf wie Spaltenoperationen aufA
verhalten.

Wir zeigen jetzt (19)) (7): SeiA eine Matrix, die zeilenaquivalent zul , ist. Laut
Lemma 2.93 istZR(A) = ZR(1,) = K", was insbesondere (7) zeigt. Mit Transposition
zeigt dies auch, dass (20) (6), was den Beweis dieser Proposition beendet! O

Spater werden wir einen anderen Beweis von (19) (1) geben, der sogar einen
Algorithmus fur die Berechnung der Inverse gibt. Dafur fihren wir Elementarmatrizen
im nachsten Abschnitt ein.

Bemerkung3.94 Ein Hauptziel des nachsten Kapitels wird sein die MatriXA mit einem
Skalar detA zu versehen, so dass die Bedingungen in Proposition 3.93 aquivalent sind
zur AussagedetA 6 0. Der SkalardetA wird Determinante von A genannt.

Ubung 3.95. Falls Sie nicht warten kénnen, dann kénnen Sie versuchen zu zeigen,

dass I

det 2P —ad e (3.29)
c d

genau die gewlnschte Bedingung fiiz 2 Matrizen in Bemerkung 3.94 erfiillt.

Ein anderes Ziel des nachsten Kapitels wird es sein ein Formel fur die Inverse einer
Matrix zu geben.

Ubung 3.96. Wiederum, wenn Sie nicht warten knnen, dann kénnen Sie zeigen: Falls
detA 6 0, dann ist !
1 1 d b

:detA c a |
I

wobei A =

2 und detA wie in (3.29) gegeben ist.

5
d
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3.6.1 Elementarmatrizen und Zeilen- und Spaltenoperationen

Wir geben jetzt einen anderen Beweis der Tatsache:
A ist zeilenaquivalent zul, ) A ist invertierbar

(Siehe Proposition 3.93).

Dafir de nieren wir eine spezielle Famile von Matrizen, sogenannte Elementarma-
trizen, welche uns erlauben werden Zeilen- und Spaltenoperationen als Matrixmultipli-
kationen aufzufassen.

Erinnern Sie sich daran, dass wir miE; die Matrix bezeichnet, die tberall Nullein-
trage hat ausser beimj -ten Eintrag, welcher 1 ist.

De nition 3.97.  Sein 2 N. Wir de nieren?® die folgenden quadratischen Matrizen:

“"Furl i6j) nund 2K denieren wir

0 1 0 1
1 0 00O 0
01 0 OO0 1 O
Qj()=Il,+E;j=B0O01 0 &+ 0 0O 0
00O 1 00O 0

0 1

1 00 0

010 0

= 0 01 0

00O 1

" FOr1 i;j ndenieren wir
Pi;j =1, E;j Ejj + Eij + Eji:

Wir nennen P; eine Permutationsmatrix.

8Leider gibt es keine Standard-Notation dieser Matrizen
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" FOorl i nund 2K denieren wir
0 1
1 0 0
0
: 1 .
Si()= 0 0 ;
1 .
0
0 0O 1

wobei im ii -ten Eintrag steht. Matrizen dieser Form heissei&lementarmatrizen

Einige Autoren nennenQ;; ( ) Elementarmatrizen vonTyp I, P;; von Typ Il und
Si( ) von Typ IlI .

Beispiel 3.98. In My 4(K) ist

0 1 0 1
10 0 1 000
_01oo§ _%)0100§
Qu:3( )—%0 010 Qsa( )= 010
00 01 0 001
0 1 0 1
0100 1 000
100 o§ %o 001
P1o = Po.4 =
l'2%0010 " @00 10
0 001 0100
0 1
1 000
0100
S = g:
o) %0 0 o
0 001
Lemma 3.99. SeiA 2 M, ,(K). Es gilt
" Linksmultiplikation mit Q;; ( ) entspricht der ZeilenoperationL; + L ; ! L;.

Das heisst
Li+ L j!

Al QA

~

Linksmultiplikation mit P;; entspricht der ZeilenoperationL; $ L;. Das heisst

| Li$ Lj

A Pi;j A:
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" Linksmultiplikation mit S;( ) entspricht der ZeilenoperationL ;! L;. Das heisst

AN S (O)A:

Ahnlich gilt fir Spaltenoperationed: Sei A 2 M, ,(K), dann gilt:

A

Rechtsmultiplikation mit Q;; ( ) entspricht der SpaltenoperatiorC; + C ;! C;.
Das heisst

i+ C !

ATET S AQy ()

" Rechtsmultiplikation mit P;; entspricht der SpaltenoperatiorC; $ C;. Das heisst

INR Y-

" Rechtsmultiplikation mit S;( ) entspricht der SpaltenoperationC ; ! C;. Das

heisst

Ci!' G

Al ASi( ):

Beweis. All diese Aussagen sind lediglich eine Rechnung. m

Lemma 3.100. Es qilt:

A

Fur alle 2 K ist
Qi () *=Qy( )
" Die Inverse vonP;; ist gegeben durcliP;;) = P;;.

~

For alle 2 K st L
Si() *=s =

Insbesondere ist jede Elementarmatrix invertierbar und ihre Inverse ist auch elementar.

Beweis. Dies ist wieder eine Berechnung. Diesmal kénnen wir dies jedoch mit Lemma
3.99 sehen. Zum Beispiel entspricht

Qi()'=Qy( )

der Tatsache, das¢; L ;! L; dieInverse Operationzu;+ L ;! L; ist. Ahnlich
entspricht

(Py) ' =Py

der Tatsache, dasd.; $ L; die Inverse Operation zu_; $ L; ist und so weiter. O

9Streng genommen haben wir nur Zeilenoperationen de niert, aber die De nition der Spaltenope-
rationen ist ganz analog.
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Satz 3.101. Jede Matrix A 2 GL,(K) ist ein endliches Produkt von Elementarmatri-
zen.

Beweis. Im Beweis von Proposition 3.93 haben wir gesehen, dass jede invertierbare
Matrix zeilenaquivalent ist zul ,. Das heisst, dass maA mit endlich vielen Zeilenope-
rationen nachl,, Uberfihren kann.

Wenn wir das mit Lemma 3.99 betrachten, entsprechen diese Zeilenoperationen

mit
Tk ToTA= 14 (3.30)
Wir multiplizieren (3.30) mit
Tk T) '=T, 5 T ATH
und sehen, dass
A=T,t T
Laut Lemma 3.100 sind alleT, * auch elementar und das Lemma folgt. O

Bemerkung3.102 In der Sprache der Gruppentheorie besagt Lemma 3.100, d&is, (K)
durch Elementarmatrizen erzeugt ist.

Korollar 3.103. Mit der Notation des Beweises von Satz 3.101 i8t ' = Ty,  T,T;.

Diese Tatsache ermdglicht uns ein einfaches Verfahren zum Bestimmen der Inversen
einer Matrix. Sei A 2 M, ,(K). Wir moéchten wissen, obA invertierbar ist und falls
ja, mochten wir auchA ! berechnen konnen.

Hier ist der Trick: Fur B;C 2 M, ,(K) schreiben wir(B j C) 2 M, ,,(K) fur die
zusammengeflgte Matrix.

Lemma 3.104. SeienB;C;D 2 M, ,(K). Es gilt
B(CjD)=(BC|BD):

Beweis. Noch einmal eine direkte Berechnung! ]
Dies kdnnen wir benutzen, um Folgendes zu zeigen:

Satz 3.105. Seienn 2 NundA 2 M, ,(R). Man versucht dien 2n zusammengefligte
Matrix (A j 1,) mittels Zeilenoperationen zur Form(l, j B) zu bringen. Wenn dies
mdglich ist, dann istA invertierbar und es giltA ! = B. Falls dies nicht moglich ist,

dann ist A nicht invertierbar.
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Beweis. Beachten Sie, dasfA | |,,) zeilenaquivalent zu(l , j B) ist genau dann, wenrA
zeilenaquivalent zul , ist. Dies ist laut Proposition 3.93 &quivalent zur Invertierbarkeit
von A. Dies zeigt die zweite Aussage. Nehmen wir also an, d#szeilendquivalent ist

Tk T2T1A = |n
(vgl. Gleichung (3.30)). Erinnern Sie sich daran, dass wir die Zeilenoperationen auf
(A jl,) anwenden. Laut Lemma 3.104 entspricht das dem Produkt

3:103

T TuAjI) TY(Te TAjTe Tda)=(ajTe T = (lajA Y,
was genau der ersten Aussage entspricht. m

Einige Beispiele
Hier geben wir einige Beispiele fur verschiedene Teile dieses Kapitels.

Beispiel 3.106 (Injektivitdt und Surjektivitat) . Beachten Sie, dass wir Korollar 3.29
nicht benutzen kdnnen, wenn die Vektorraume nicht endlich-dimensional sind: Die Ab-
bildung

my7s c K[X]! K[X]
p7! x"p

ist injektiv aber nicht surjektiv. Ahnlich ist

D :KI[x]! KI[X]
p7!p
surjektiv aber nicht injektiv.

Beispiel 3.107. Angenommen Sie betrachte 2 End(Q[x].) und wollen T beztiglich
der Basis
C=(1+2x+2x%2+4x + x?,X)

berechnen (vielleicht wegen einer bestimmten Anwendung). Normalerweise wirdoe-
ziiglich der Standard-Basi€ = (1 ; x; x?) gegeben sein. Also ist es eine direkte Rechnung
[T]e zu berechnen. Statt nun[T]c direkt zu berechnen (wodurch wir viele lineare Glei-
chungssysteme l6sen missten), benutzen wir die Transformationsformel

[Tle = [1d] &[TIENIE;
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wobeild = Id q;,. Beachten Sie, dass es sehr einfach []¢ zu berechnen. Es gilt
0 1

0
= 8e 4 -
0

N -
PN

Die Matrix [Id]E zu berechnen ist hingegen nicht sehr schon. Es ist viel einfach sich
daran zu erinnern, dass

(1] = ([1d] g) *

und Gauss-Jordan zu benutzen. Wir suchen also die Inverse von

0 1
120

A=B2 4 1%

210

Wir betrachten (Aj1) 2 M3 ¢(R) und fuhren die Gauss'sche Elimination durch:

0 1 0 1
120 100 & ane, 120 100
241 o1o0x M "Boo1 210K
210 001 0O 30 201

0 1
1 20 1 00
Yl 30 201K
001 210
0 1
Liv 3Lt Ly 1 00 %0 %
't B o100 Z2oo ik
001 21 0
Somit ist die Inverse vonA
0,0
3 3
1 -
A= 2 0 LK
2 1 0
Es gilt also
0 1 0 1
1 2 120
Tle=NdETENS =8 2 0o XRTERR 4 &:
21 0 2 10
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Beispiel 3.108. Wir betrachten den VektorraumFib K ?! . Die Folgen

F10=(1;0,11,23;::)
Fo1=(0;1,1,23;::))

bilden eine BasisB = ( F1.0; Fo.1) von Fib . Wir haben ein beliebiges Element vorifrib
als
Fap=(a;b;a+ b;::)

notiert. Es gilt !

a
[Fa;b]B: b ;

da Fap = aFy0 + bFRy;. Wir haben die BasisC= (Fi: ;F;. ) gefunden, wobei

,_1+p§ und _1p§_
2 2

Wie wir in der Einleitung erklart haben, kann man diese Basis nden, wenn man die
Symmetrie der Verschiebungsabbildung

S:Fib ! Fib
(a;b;at+ b;a+2b;::) 7! (b;a+ b;a+2b;::)

betrachtet. Wir werden dies noch rigoros erklaren, wenn wir Eigenwerte und Eigenvek-
toren besprechen. BeziglicB sieht S so aus

[Sle =
Proposition 3.42 besagt, dass
| I I
[Sls[Fasls = = = [S(Fap)ls:
BLMablB — b - a+b - a;b)1B-
Daraus folgt® Falls F = (ag;a1;ay;:::) 2 Fib, dann ist
| | |
01" ao' . !
Sk)"[Fls = =
(SB'Fl= | , = = >

|
n

. 0 1 .
Wenn man die Potenzen 11 berechnen kann, dann ndet man eine Formel fir

19man kénnte es auch direkt sehen.
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. . 01 .
a,, die nur von ay und a; abhangt. Aber die Potenzen von 11 zu berechnen ist
!

. . . . .01
schwierig. Man konnte sich fragen, ob es eine &hnliche Matrix zu1 1 gibt, deren
I

: : o , 01 "
Potenzen leicht zu berechnen sind. Ahnliche Matrizen zu1 L entsprechenS]p fur

andere BaserD. Daher kdnnte man sich fragen: Gibt es eine Basis, auf deren Elemente
die Abbildung S besonders einfach operiert? In der Linearen Algebra Il werden wir
lernen wie man solche Basen ndet. FuUS haben wir eine solche Basis jedoch schon
gefunden: BezlglichC sieht S so aus:
0
[Slc = 0 ;
da S(F1-) = 'F 1 und S(F;. ) = F 1. . Laut der Transformationsformel 3.62 sind
[S]g und [S]c ahnlich:
[Sls = [Id Fio IS[S]clldeib I2:

Wir setzenP :=[ld g, ]2. Dann gilt
01 )
! P: (3.31)

. o .
Beachten Sie: Potenzen vofS]c = 0 sind einfach zu berechnen:

Aus (3.31) folgt

(Wieso?). Beachten Sie, dasB und P ! ohne Potenzen erscheinen. Dies gibt uns eine
Motivation, um P und P ! zu berechnen. Eine davon ist leicht zu berechnen und die
andere bereitet ein bisschen Mihe. In der Tat ist

P t=[ldep 5
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einfacher zu berechnen. D& =1 Fio+' FoiundFp. =1 Fio+ Fo.1 ist

p 1o 1 1
1 1! '
DaP=(P %) t= | ist, kbnnte man unsere obige Methode benutzen, um
| |
1 1 1 1
P= —— = p—
— o1 PR g
zu berechnen. Daher gilt
. ! ! !
01 pl_ 11 '™ 0 1
11 5 OI n ' | 1
L 1
= p_g v n+l n+1 ' 1
!
l 1 n 1 n rn n .
= p_g ' n+l v on+l 1on+l n+1

Daraus folgt beispielsweise das Folgende:

For = (o by bp;iio)
Dann ist I r,o ! I
h, _ 01 0 _ 191_ ' n
le 1 1 1 5 ' n+l n+1
oder _ _
b, = 1 1+p5 n 1 p5 A
- P3 2 2

berechnen.
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3.7 Fasern und Quotientenrdume

3.7.1 Fasern

Wir fangen mit einer (neuen) Notation an. Fir zwei TeilmengerA;B  V eines
Vektorraums V de nieren wir

A+ B =fa+bja2 A;b2 Bag:
Wir schreiben auch fira2 V und BV
a+ B :=fag+ B:

Proposition 3.110. SeiT :V ! W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrau-
menV und W. Dann gilt:

(1) Falls w2 Im(T), dann ist T *(w) = v+ Ker(T), wobeiv ein beliebiger Vektor ist
mit Tv = w.

(2) Falls w2 1Im(T), dann gilt T (w) = ;.

Beweis. (1) Seiv 2 V mit Tv = w. Wir zeigen, dassT (w)= v +Ker(T) ist, indem
wir zwei Inklusionen zeigen.

: Seiu 2 Ker(T). Dann gilt
Tv+u) 2 Tv+ Tu= w+0= w:

Also gilt, dassT (w) v+Ker(T).

:SeivP2 T Y(w). Es ist genug zu zeigen, das€ v 2 Ker(T). (Wieso?) DaT
linear ist, gilt
T(v v9=Tv TW=w w=0:

Daher folt T Y(w) v+Ker(T).

(2) Hier gibt es nichts zu beweisen! Dies ist einfach die De nition vorm(T).

Die MengeT %(w) heisst dieFaser von w bezuglichT.

Beispiel 3.111. Wir betrachten die lineare Abbildung

T:R*! R
(x;y) 7' x y:
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Die Abbildung T ist surjektiv und fir z 2 R gilt beispielsweise, dass
T(z;0)=12z

und daher ist
T Y2)=(z;0)+Ker(T):

Der Kern Ker(T) berechnet sich als

fxy)jT(xy)=0g=f(x;y)jx y=0g="f(xy)jx=yg

Also sehen die Fasern voil so aus:

T 2 T (2 T (5

o
v

T 1(0)=Ker(T)

Wir mochten einen neuen Vektorraum aus den Fasern bilden. In anderen Worten
mdochten wir Fasern miteinander addieren. Wir betrachten noch einmal eine beliebige
lineare Abbildung T : V ! W zwischen zwei VektorraumerV und W. Wegen Pro-
position 3.110 wissen wir, dass alle nicht leeren Fasern die Fornm Ker( T) haben.
Da Ker(T) ein Untervektorraum vonV ist, erlaubt uns die nachfolgende Konstruktion,
Fasern zu addieren, und ist auch etwas allgemeiner.

3.7.2 Quotientenraum

SeiV ein Vektorraum GberK und U V ein Untervektorraumtl. Wir de nieren
eine Relation  aufV durch

vi uVe @0 Vi V2 U:

Ohne viele Worte konnen wir zwei einfache Lemmata beweisen.

1Die Leser konnen anU = Ker( T) denken.
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Lemma 3.112. Die Relation  ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Seienv;vy; Vo, v3 2 V.
Re exion: Es giltv yv,dav v=02U.
Symmetrie:Fallsv; y v, dannistv; v, 2 U. Dann folgt auch

(V2 vi)= (i w)2U

Alsoistvy,  vi.
Transitivitat: Seienv; y voundvs, yva. Dannistvy v, 2 Uundv, v32 U.
Daher ist Vi V3= (Vl V2) + ( \/) V3) 2 U. Dies ZeigtVl u V3. O

Lemma 3.113 (Aquivalenzklasse) Fiir jedesv 2 V gilt
V] , = v+ U:
Beweis. Es gelten folgende Aquivalenzen:

V2V, 0 VO v2uUu
09 u2U:v=v+u

0 VvP2v+ U:

]

Bemerkung 3.114 Im Fall U = Ker(T) sind die Aquivalenzklassen genau die nicht
leeren Fasern. Die entsprechende Partition

G G
V= \ R v+Ker(T)

v2Vv v2Vv

von V heisst in diesem Fall eind=aserungvon V durch T.

Beispiel 3.115. Fir U = Ker(T) mit T wie in Beispiel 3.111 sind alle Fasern/Aquivalenzklassen
Geraden mit Steigung 1.

De nition 3.116. Mengen der FormA = v + U heissena ne Unterrdume von V.
Die Dimension dim A von A ist de niert als dim U und man sagt, das®\ parallel zu U
ist. Der Untervektorraum U nennen wir den Untervektorraumassoziiert zum a nen
Unterraum A.

In Beispiel 3.115 sind alle Geraden a ne Unterraume, die zW = Ker( T) assoziiert
sind.

Wir mochten zeigen, dass die Menge aller a nen Unterrdume, welche zu einem
gegebenen UnterrauntJ assoziiert sind, einen Vektorraum bilden.
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De nition 3.117.  Mit der vorherigen Konstruktion, nennen wir die Menge
V=U.=V= y=fv+Ujv2Vg

den Quotientenraum oder denFaktorraum von V nach U.

Wie der Name des Quotientenraums (oder des Faktorraums) schon andeutet, wollen
wir eine Vektorraum-Struktur auf V=U de nieren.

De nition der Addition auf V=U:

Seienv; + U;w» + U 2 V=U. Wir de nieren die Addition +: V=U V=U! V=U
durch

(it U)+(vo+ U):=vi+ v+ U
Lemma 3.118. Die zuvor de nierte Addition ist wohl-de niert.

Beweis. Seienvy; vi; vo;v9 2 V mit vi+ U = v+ U und v, + U = v3+ U. Um zu zeigen,
dass die Addition wohl-de niert ist, missen wir zeigen, dass

vitVvo+ U=+ Vv)+ U:
Dies ist aquivalent zu
vitVve (V+Vv)2U bzw. (vi V)+(ve V)2 U:

Letzteres ist jedoch wahr, da nach Annahme; Vv9; v, V22 U, und U ein Untervek-
torraum ist. O

De nition der Skalarmultiplikation auf V=U:
Wir de nieren die Skalarmultiplikation auf V=U durch

K v=U! v=U
(;v+U)T7I v +U:
Ubung 3.119. Zeigen Sie, dass die Skalarmultiplikation wohl-de niert ist.

Man konnte jetzt Uberprifen, dass die Axiome eines Vektorraums fif=U gelten.
(Dies ist ziemlich leicht, da alles von den entsprechenden Axiomen fi und den
Untervektorraum-Axiomen fur U folgt.) Zum Protokoll:

Proposition 3.120. Mit der obigen Addition und Skalarmultiplikation istV=U ein
Vektorraum UberK .

Beispiel 3.121. Hier sind zwei Beispiele irR>:
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" SeiU eine Gerade, die durch den Ursprung geht. Dann i®3=U die Menge aller
Geraden, die zuU parallel sind.

" SeiW eine Ebene inR3, die durch den Ursprung geht. Dann isR3=W die Menge
aller Ebenen, die parallel sind zW.

Proposition 3.122. Sei y:V ! V=Udie Abbildung
u(v)= v+ U

Dann ist y linear, Ker( y)= U undIm( y)= V=U.
Bemerkung3.123 Die Abbildung  heisst diekanonische Quotientenabbildung

Beweis von Proposition 3.122 Wir miussen drei Dinge Uberprifen.
Linearitat: Seienvy;v, 2 V, dann gilt

u(vit Vo) =i+ Vvo+ U= (vi+ U)+(va+ U)= y(v)+ u(Vv2);
wobei die zweite Gleichheit wegen der De nition der Addition gilt. Ahnlich gilt
u(vi)=vi+U= (vy+U)=  y(va):
Ker( y) = U: Der Nullvektor in V=Uist U =0+ U. Wir berechnen
Ker( y)=fv2Vjv+U=0+ Ug=fv2Vjv 02Ug=fv2Vjv2Ug=U:

Im( y) = V=U: (Wieso? Weil y(v)= v+ U) O

Durch den Rangsatz 3.27 erhalten wir folgendes Korollar:

Korollar 3.124. SeiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Fir die Dimension des
QuotientenraumsV=U gilt

dmV=U=dimV dimU:
Beweis. Laut Proposition 3.122 gilt
dmV=U=dimim( y)=dimV dimKer( y)=dimV dimU;

wobei die zweite Gleichheit aus dem Rangsatz 3.27 folgt. O

Dies gibt den Fasern einer linearen Abbildunglr : V ! W die Struktur eines
Vektorraums und dieser ist (kanonisch) isomorph zim(T):
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Proposition 3.125. SeiT :V ! W eine lineare Abbildung. Es gilt
V=Ker(T) = Im(T):
Beweis. Wir de nieren

"o V=Ker(T)! Im(T)
v+Ker(T) 7! T(v):

Die einzige Schwierigkeit besteht darin zu zeigen, dass die De nition vonSinn ergibt.
Das heisst, dass wohl-de niert ist. Seien dazuv;v°2 V mit v+Ker(T) = vo+Ker( T).
Dies ist aquivalent zuv  v°2 Ker(T). Um zu zeigen, dass wohl-de niert ist, miissen
wir Uberprifen, dass

" (VP+Ker(T)) = ' (v+Ker(T))

gilt. Wir berechnen

C(V+Ker(T) =TV =T (v V9
=T(v) T(v 9
=T(v) O
= T(v)

" (v+Ker(T)):

Ausserdem ist' linear (Wieso??) Die Abbildung ' ist sicher surjektiv (Wieso?). Da
dimIm(T) und dim (V=Ker(T)) gleich sind (wegen dem Rangsatz 3.27 und Korollar
3.124) folgt, dass ein Isomorphismus ist. O

Bemerkung3.126 Vielleicht haben Sie bemerkt, dass ich hier schon zweimal das magi-
sche Wort kanonisch verwendet habe. Ich méchte darauf nicht tief eingehen und nur
Folgendes sagen: In der De nition von  oder auch in der De nition von ' haben
wir keine Wahl getro en. Zum Beispiel haben wir diese Abbildungen ohne eine gewisse
Wahl einer Basis de niert. Fur die De nition der Abbildung  verwendet man nur
die Informationen, die man tberV und U hat und nicht mehr. In diesem Sinne ist
kanonisch de niert!

L2F{ir alle a;b2 K und vyi;v, 2 V ist

"(a(vy +Ker(T))+ b(v, +Ker(T)) = ' (avy + bw +Ker( T))
= T(avi + bw)
aT(vi) + bT(v2)
a' (vi +Ker(T))+ b' (v +Ker(T)):
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Beispiel 3.127. Fur U = Ker(T) wie in Beispiel 3.111 isV=Udie Menge aller Geraden
mit Steigung 1. Jede dieser Geraden kann als

(z;0) +Ker(T)

dargestellt werden und wegen des Beweises von Proposition 3.125 wird jede dieser
Geraden durch' :v=U! Im(T) auf

T(z;0)=z 0=2z2R

abgebildet.

Hier ist eine Verbindung zwischen direkten Summen, Komplement und Quotienten-
raume:

Proposition 3.128. SeiU V ein Untervektorraum undW ein Komplement vonU.
Das heisst, das®v  V ein Untervektorraum ist, so dass/ = U W. Dann ist

UjW Wil v=U

ein Isomorphismus.

Beweis. Jede Einschrankung einer linearen Abbildung ist wieder linear. Sei nw2 V.
Laut Proposition 2.110 (4) existieren eindeutigel 2 U, w 2 W mit v = u+ w. Daher
ist w das eindeutige Urbild vonv+ U 2 V=U. Dies zeigt, dass yjw sowohl injektiv als
auch surjektiv ist (Wieso?). O

Zu guter Letzt:

Proposition 3.129 (Universelle Eigenschaft voriv=U). SeiT : V! W eine lineare
Abbildung zwischen zwei Vektorraumevt und W und seilU V ein Untervektorraum
mit U  Ker(T). Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildun®® : V=U! W, so
dass folgendes Diagramm kommultiert:

Oder in anderen Worten, so dass
T=% (3.32)
Beweis-Skizze Damit (3.32) gilt, muss man® folgendermassen de nieren:

F(v+ U)= T(v): (3.33)
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Man zeigt nun, dass® wohl-de niert ist (hier benutzt man U  Ker(T)), und dass®
linear ist. Dies zeigt die Existenz. Fur die Eindeutigkeit benutzen wir, dass wir keine
andere Wahl fur® haben ausser (3.33), so dass (3.32) gilt. ]

Bemerkung 3.130Q Im Bereich der abstrakten Algebra, versucht man Objekte mittels
solcher universellen Eigenschaften zu de nieren. Dies kann ein gutes Thema fur die
Nachbesprechungszeit sein.
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Changelog: Kapitel 3

~

11.11: Lemma 3.26 ist jetzt vor dem Rangsatz.

11.11: Beispiel 3.8 ist jetzt separat aufgefihrt; vorher war es Teil der vorherge-
henden Ubung.

11.11: In Beispiel 3.17 wurden einige Typos korrigiert.

11.11: Im Beweis von Satz 3.15 wurde der Typb(v+ V) = :::= T(v) + T(w)
zuT(v+ V)= T(v)+ T(V9 korrigiert.

11.11: In Beispiel 3.5 wurde die zweite Abbildung (die Nullabbildung) etwas all-
gemeiner aufgeschrieben, namlich vovi ! W, wobeiV und W zwei beliebige
Vektorraume sind.

11.11: In Beispiel 3.9 wurden zwei Videos, um das geometrische Verstandnis zu
Uben, verlinkt.

16.11: Lemma 3.30 wurde allgemeiner vaéd: W ! U statt S: W ! V formu-
liert.

16.11: Im Beweis von Satz 3.27 wurde die Notation angepasst: Stait steht im
Beweis jetztyv;.

23.11: In Abschnitt 3.5 wurdeder Typd T ):= wT(V)zu(T )(Vv):= wT(v)
korrigiert.

24.11: Im Beweis von Korollar 3.66 wurden einige Typos korrigiert.

24.11: Zu Beginn von Abschnitt 3.4 wurde der Typo Spaltenraiig) = ZeilenrandB)
zu SpaltenrangA) = ZeilenrandA) Kkorrigiert.

24.11: In Satz 3.27 wurde die Annahm¥ endlich-dimensional hinzugeflgt.

25.11: Im Beweis von Proposition 3.93 wurde in der dritten Zeile (4) (5) zu
4 0 (6) korrigiert.

26.11: In Beispiel 3.90 wurden die Eintrage oberhalb der Diagonalen in der linken
oberen Teilmatrix zu (nicht Nulleintrage) korrigiert.

26.11: Im Beweis von Proposition 3.93 wurden einige Typos korrigiert.
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~ 1.12: In den Beweisen von Satz 3.101, Satz 3.105 und in Korollar 3.103 wurden
alle T, zu Ty geandert.

2.12: Im Beweis von Korollar 3.85 wurd@, T,v+ T, T,v zu T, Tov+ T, Tav geandert.
" 2.12:In der De nition der Matrix Q;; ( ) (De nition 3.97) wurde zu geéandert.
15.12: Ubung 3.45 wurde angepasst.

" 24.12: In Korollar 3.86 wurdeK " zu K" Randg(A) korrigiert.

~ 01.01: In Lemma 3.99 wurd " "' "' Si( )zuA """ S()A korrigiert.
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Determinanten

Wie bereits erwéahnt ist eines der Hauptziele dieses Kapitels jede quadratische Matrix
A2 M, ,(K) mit einem SkalardetA 2 K zu versehen, so dass die Bedingung

detA 60

aquivalent zu allen anderen Bedingungen in Proposition 3.93 ist. Wir werden aber sehen,
dass der Skaladet A viele andere Anwendungen hat. Um diese einzufiihren machen wir
zuerst ein bisschen Magie mi2  2-Matrizen.

4.1 Magie in K?mit 2 2-Matrizen

. ab , . : : :
SeiA = q 2 M, ,(K). Wir fragen uns, obA invertierbar ist. Wir kénnten
c

das Gauss-Jordan Verfahrénbenutzen (Satz 3.105), um das Folgende zu sehen:

Proposition 4.1. Die Matrix A ist invertierbar genau dann, wenrad bc6 0. Falls

sie invertierbar ist, dann gilt
!
1_ 1 d b
ad bc ¢ a

Wir schreibendetA = ad bg und dann haben wir unser Hauptziel fir dieses Kapitel
fur n = 2 schon erreicht.

Wir kdnnten uns fragen, was flur Eigenschaften die Zaldld bchat. Die Tatsache,
dass sie Invertierbarkeit einer MatrixA charakterisiert, impliziert starke Eigenschaf-
ten dieser Zahl. Wenn wir uns das geometrisch tUberlegen (zum Beispiel Kir= R),
sehen wir, dassdetA = 0 genau dann, wenn die Abbildungm, nicht surjektiv ist,

1Sie werden genau das in der Ubungsstunde besprechen.
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was genau dann gilt, wenn das Bild voom, eine Gerade inR? ist (oder sogar nur
der Ursprung, fallsA = 0 ist). Falls wir gen geometrischen E ekt der Abbildung

. . . 2 0 . .
ma fur Diagonalmatrizen wieB = 0 3 betrachten, sehen wir andererseits, dass

mg den Flacheninhalt von BereicherB  R? mit einem Faktor detB =2 3 skaliert.

. . . . . . . a o0 .
Dies stimmt immer noch fir allgemeine Diagonalmatrizen 0 b mit a;b > 0 oder
!

Oa mit a; b > 0. FUr Matrizen der Form
!
2 0
0 3

ist der SkalierungsfaktorjdetAj = j 2 3j = 6. Wir kdnnten uns auch fragen, wie das
Vorzeichen der Determinante die Geometrie beein usst. Bevor wir das machen, kann
man mit diesem Applet spielen, um zu sehen, dass die Skalierungseigenschaft nicht nur
fur Diagonalmatrizen stimmt (oder fir Matrizen mit Determinante 0Y, sondern auch

fur allgemeine Matrizen. Das ruft nach einem Beweis!

Proposition 4.2. SeiE das Quadrat aufgespannt voe, und e; in RZ.!Das Bild ma(E)

. a
von E unter A ist das Parallelogramm aufgespannt vomp(e;) = c und mpy(e) =
!
b
d-

Dann ist der Flacheninhalt vonma (E) gegeben durch
Flacheninhal{ma(E)) = jad bg = jdetAj:

Beweis. Wir betrachten

2Wie wir vorher gesehen haben, quetscht eine Matrix mit Determinante 0 den ganz RaunR? zu
einem Unterraum kleinerer Dimension zusammen. Also ist der Skalierungsfaktor 0, wie die Determi-
nante der Matrix.
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Figur 4.1: Berechnung des Flacheninhaltes.

und berechnen

(a+ b(c+d)  bc+ bor %H bd ac_ ac

> > > ac+ ad+ bc+ bd 2bc bd ac

ad bc
=det A:

]

Bemerkung4.3. Sie kénnten sich beschweren, dass wir eigentlich gezeigt haben, dass der
Skalierungsfaktordet A und nicht jdetAj ist und Sie wirden sich zu Recht beschweren.
Der Grund dafur ist, dass es eine versteckte Annahme in unserem Bild 4.1 gibt. Die

Annahme ist, dass das Paar von Vektoren
! !
b

a
ma(e) = c und ma(ey) = q

die gleiche Orientierung wiee; und e, haben. Was meinen wir damit? Beachten Sie,
dasse, links von e; liegt und wir ma (&) auch links vonma(e;) gezeichnet haben.
Wenn das der Fall ist, dann sagen wir, das& orientierungserhaltendist. Falls wir das
Bild so gezeichnet hatten:
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Dann hatten wir
Flacheninhalt(ma(E)) = bc ad= jdetA]j

erhalten, was bedeuten wirde, dass die Determinante in diesem Fall negativ ist. In
diesem Fall sagt man, dasm, orientierungsumkehrendist.

Fazit:

A

Die Abbildung m, ist orientierungserhaltend genau dann, wendetA > 0.
" Die Abbildung m, ist orientierungsumkehrend genau dann, wendetA < O.
" In beiden Fallen skaliertm, den Flacheninhalt mit dem FaktorjdetAj.

Bemerkung4.4. Wiederum konnten Sie argumentieren, dass wir Proposition 4.2 nicht
fur einen beliebigen Bereich irR? kennen, da wir nur die Proposition nur fiir das von

e; und e, aufgespannten Quadrat gezeigt haben. Und auch Letzteres haben wir durch
ein Bild gezeigt, welches viele bestimmte Wahlen beinhaltete. Sie hétten recht, aber
was wir gezeigt haben ist nicht weit entfernt von einem kompletten Beweis: Man muss
einen allgemeinen Bereich in kleine Quadrate teilen (was Sie wahrscheinlich schon viele
Male in der Analysis gemacht haben) und dann den Beweis, den wir gegeben haben, so
modi zieren, dass er fur beliebige (kleine) Quadrate gilt.

Die obige geometrische Interpretation der Determinante wird in allen Dimensionen
wahr sein.

4.2 Volumen-Funktionen und die abstrakte De nition
der Determinante

Wir werden die folgende Notation wahrend dieses Abschnitts verwenden:
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0 1
Vi
B: % 2 M, oK)

Vn

Man kann die Determinante auf zumindest zwei Arten explizit de nieren:

(1) Mittels Permutationen (nach Leibniz, welcher die Determinante zuerst fuB 3-
Matrizen im Jahre 1683 in einem Brief an L'HOpital de nierte).

(2) Induktiv unter der Benutzung des Entwicklungssatz von Laplace, welchen wir spater
sehen werden.

Die eleganteste Art (jedoch mit dem Nachteil, dass sie abstrakt Rtdie Determi-
nante einzufuhren, ist es der Charakterisierung von Weierstrass (aus dem Jahre 1903)
zu folgen und drei einfache Axiome zu benutzen:

De nition 4.5 (De nition und Satz) . Es existiert eine eindeutige Funktion
det: M, »(K)! K;

die Determinante heisst und die folgenden Eigenschaftémrfillt: ®

(D1) Die Abbildung det ist multilinear bezlglich Zeilef Dies bedeutet:

(@) Furalle vq;:::;v;w2 K2, und allel i n gilt
0 1 0 1 0 1
Vi Vi Vi
Vi1 Vi1 Vi1
detBvi+ w= =detRB v, =< +tdetB w
Vi1 Vi+1 Vi+1
Vn Vn Vh

3Wenn man darauf besteht eine explizite (nicht abstrakte) De nition der Determinanten anzuge-
ben mittels Permutationen, dann muss man ein Meister im Umgang mit Indizes werden. (Siehe den
wunderbaren Beweis vondet AB = det AdetB in [8, S. 229].)

“Diese Eigenschaften nennt man dieAxiome der Determinante.

SWir wahlen die Notation (D1)-(D3), so dass Sie problemlos den entsprechenden Sto im Fischer
[6] nachlesen kénnen.

6Genau so gut kdnnten wir dies bezuglich Spalten de nieren und wiirden dieselbe Determinante
erhalten.
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(b) Furalle a2 K, allevy;:::;vqa 2 KJ; undallel i nqilt
0 1 0 1
Vi Vi
Vi Vi
detRB av, < = adetB v,
Vi+1 Vi+1
Vn Vn

(D2) Die Abbildung det ist alternierend. Das heisst, fallsA zwei gleiche Zeilen hat,
dann ist detA = 0.

0 1
€1
(D3) Die Abbildung detA ist normiert. Das heisst, dasslet!,, = det % : & =1.
€n
Far 0 1
an ain
A= - K 2 My o(K)
an1 adnn

schreibt man hau g jAj := det A oder

0 1
ain

a1
= det @ : L K

an1 Ann an1 Ann

aiy din

Wir werden den Existenz-Teil dieses Satzes spater beweisen. Jetzt beweisen wir
zunachst weitere Eigenschaften der Determinante, die aus den drei Axiomen (D1)-(D3)
folgen, und zum Schluss folgt auch die Eindeutigkeit der Abbildundet.

Dies ist ziemlich cool: Wir wissen noch nicht, ob solche Objekte Giberhaupt existieren,
werden jetzt aber weitere Eigenschaften von diesem hypothetischen Objekt nden bis
zu dem Punkt, wo wir fast schon wissen wie man zeigen kann, dass dieses Objekt
Uberhaupt existiert.

In diesem ganzen Abschnitt bezeichnetet eine Funktion, die (D1)-(D3) in De nition
4.5 erfullt. Das heisst, man konnte zu jeder Aussage in diesem Abschnitt den Satz Sei
det eine Funktion, die die De nition 4.5 erfullt hinzuflgen.

Proposition 4.6. Es qilt:

(D4) det(A )= "detA.
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(D5) Falls A eine Nullzeile hat, dann istdetA = 0.

Beweis. Beide folgen aus (D1) (b) (Wieso?). Wir geben jedoch noch einen ausfiihrlichen
Beweis:

(D4) Mit mehrfacher Anwendung von (D1) (b) folgt, dass
0 1 0 1

A @ o &)
det A =det%) : E( 20 ”det%ﬁ : £= "detA:
A (n) A(n)

(D5) Falls die Nullzeile A, ist, dann gilt 0 A,y = A, und daher folgt

0 1 0 1 0 1
A A A
det A(io) =detBO A(io) (Dé)(b) Odet A(io) =0:
A(n) A) A(n)

]

Wir wirden gerne den E ekt der Gauss'schen Elimination, also Zeilenumformungen,
auf die Determinante verstehen. Da wir bereits den Zusammenhang von Zeilenumfor-
mungen und Elementarmatrizen verstehen, werden wir diesen auch in der Formulierung
folgender Proposition verwenden:

Proposition 4.7 (Gauss und die Determinanté). Es gelten folgende weitere Eigen-
schaften der Determinante:

Li

(D1b) Sei 2 K undA!"" " B.DannistdetB = detA. Mit Elementarmatrizen?
ausgedruckt heisst das, dass

det(Si( )A) = detA:

(D6) Falls Al “'*" B, dann istdetA = detB. Mit Elementarmatrizen ausgedriickt
heisst das, dass

det(P;; A) = detA:

"Hinter dieser Uberschrift steckt eigentlich ein Wortwitz: Gauss gab urspriinglich der Determinante
ihren Namen, aber in einem anderen Kontext. Er studierte quadratische Formen in zwei Variablen,
welche er mit einer Zahl versehen hat, die ihre arithmetischen Eigenschaften determiniert (bestimmt).
Also hat er diese Zahl Determinante genannt.

80bwohl S;( ) nur dann eine Elementarmatrix ist, wenn 6 0.
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Li+ Lj! L

(D7) Sei 2 K und A'! B, wobeii 6 j. Dann ist detA = det B. Mit
Elementarmatrizen ausgedriickt heisst das, dass

det (Qi; ( )A) = det A:

Beweis. Wie die Nummerierung andeutet, ist die erste Aussage aquivalent zu (D1)(b).
Fur (D6) nehmen wir ohne Beschrankung der Allgmeinheit an, dass<j ist und

betrachten die Matrix 0 1
Aw

Agy + Ag)
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wobei der ZeilenvektorAy + A in der i-ten beziehungsweisg-ten Zeile steht. Dann
gilt

0 1 0 1
A A
Ay Ag)
0% det B PE? get : + det :
A+ Ag) Agy + A
A A
o ™ o 1 "M% 1 o 1
Aw Aw A A
. Ay Ay Ag) Ag)
( :)(a)det : + det : + det : + det :
Ay Ag) Ay Ag)
0 A@) 0 A@) A) Am)
A Aq)
o Ay Ag)
R detE : E+deth :
Ag) Ay
A A
Dies zeigt (D6).
Far (D7) benutzen wir (D1):
1 1 0 1
Am Am A
A01) Ai 1 Ai 1
detB = det A(,) + A MHec = = det A(i) + det A(j) =det A+ 0 =det A;
A<|+1) A+ A+
Am) A A
I—{%—}
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wobei wir benutzt haben, das<C zwei gleiche Zeileni(6 j) hat. Also ist detC =0
nach (D2).
O

Bemerkung 4.8. Bemerken Sie, dass (D6) eigentlich &quivalent ist zu (D2) (im Fall
char(K) 6 2). Das erklart den Begri alternierend .

Nach dieser Proposition sollte der Leser sagen: Cool! Was ich im Endgame ma-
chen muss, ist alles, was ich jetzt wissen muss. Also was die Determinante einer Matrix
in Stufenform ist. Ein Fall ist bereits klar: Falls die Stufenform eine Nullzeile hat, dann
ist die Determinante 0 nach (D5).

Proposition 4.9. Fir eine obere Dreiecksmatrix

0 1
a;
S
0 0 a,

gilt detA = a; a,: Dieselbe Aussage gilt fir untere Dreiecksmatrizen

0 1
a O 0
det% . R E:al an:
S ¢
an
Beweis. Fall & 6 0 ist fur allei 2 f1;, ;ng, kbnnen wir nach oben reinigen und
verandern damit laut (D7) die Determinante nicht. Daher gilt
0 1
aa O 0
o . ..o
detA (D:7)det %} g (220 a; a,det(l,) (29 a; a:
. .0
0 0 a,
Fallseini 2f1; ;ngmit & =0 existiert, dann seiip = max fi j & = 0g. Wir kdnnen
dann nach oben reinigen mita,+;;:::;a,, die alle verschieden von Null sind, ohne

die Determinante zu &ndern. Dabei ist dann digy-Zeile eine Nullzeile, und aus (D5)
folgt, dass
detA=0=a; a,:

Derselbe Beweis, aber mit nach unten reinigen und minin statt max zeigt die
zweite Aussage bezuglich unterer Dreiecksmatrizen. m
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Korollar 4.10. Es qilt
detA 60 | Rang(A)=n | A ist invertierbar:

Beweis. Die zweite Aquivalenz haben wir bereits in Proposition 3.93 gezeigt. Fur die
erste seiB eine Matrix in Stufenform, die zeilendquivalent zlA ist. Laut Proposition
4.7 gilt

detA 60 | detB 6 0:

Falls RangB) < n ist, dann hat B eine Nullzeilé. Nach (D5) gilt dann detB = 0.
Falls Rang(B) = n ist, so ist B eine obere Dreiecksmatrix mit von Null verschiedenen
Eintragen auf der Hauptdiagonale. Laut Proposition 4.9 gilt alsaetB 6 0. Dies zeigt
detB 60 | Rang(B) = n. Da Rang(A) = Rang(B) ist, folgt das Korollar. m

Erinnern Sie sich, dass diese Eigenschaft der Determinante unser Hauptziel war.
Das einzige Problem: Wir wissen noch nicht, ob die Determinante Giberhaupt existiert!
Diese Erkenntnis gibt uns aber die Motivation, die Existenz zu zeigen, und ausser-
dem Methoden zur Berechnung der Determinante zu entwickeln und vielleicht auch
Methoden zur Berechnung der Inverse mittels Determinanten zu nden (Beispielsweise
Verallgemeinerungen von Proposition 4.1 fin 2 N zu nden).

Bevor wir weitere Eigenschaften dieses tollen hypothetischen Objekts zeigen, bemer-
ken wir, dass wir die Determinante mittels Proposition 4.7 berechnen kdnnen.

0 1
0 1 2
Beispiel 4.11. Um die Determinante jAj von A = %) 3 2 Og zu bestimmen,
4 1 4

verwenden wir Zeilen-Operationen, um eine Dreiecksmatrix zu bekommen.

—H'— a— L —
0 1 2 3 20, 3 20
B3 2 o0kt B 1 ok et Bo 1 2%
4 1 4 4 1 4 0 U 4

6 ' 1{ 6 ' 1{
3 2 0 3 2 0
(3B 1 okt By 1 2 &
0 11 12 0 0 10

Laut Proposition 4.7 gilt

TAj =AY,

SAlternativ ist B eine obere Dreiecksmatrix mitO auf der Hauptdiagonale und hat daher Deter-
minante 0.
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T A4 = JA),
" 3jAz = A,
" jAz) = A4,

also 3jAj = JAy). Laut Proposition 4.9 istjA4) =3 1 ( 10) = 30. Daher gilt
jAj = L =10.

Hier ist eine verwirrende Frage: Wie kann es sein, dass wir etwas berechnen kdnnen,
dessen Existenz wir noch nicht sicherstellen kbnnen? Wenn wir es berechnen kdnnen,
zeigt dies nicht seine Existenz? (Hinweis: Wenn man versucht mittels Proposition 4.7
die Determinante zu de nieren und dabei die Existenz zu etablieren, gibt es ein kleines
Problem... die Wohlde niertheit!)

Fur den Beweis der Eindeutigkeit und um zu zeigen, dass die Determinante multi-
plikativ ist, ware es hilfreich die Determinante der Elementarmatrizen zu kennen.

Lemma 4.12. Firjedes 2 K gilt

(1) det(S( )=

(2) det(Py;)= 1

(3) det(Qy () =1

Ausserdem gilt fur jede ElementarmatrixI und jede beliebige MatriB, dass

det(TB) = det T detB:

Beweis. Wir geben unten einen Beweis, bemerken aber kurz, wie man auch durch zwei
andere Argumente argumentieren kénnte: (1) und (3) folgen direkt aus Proposition 4.9.
Ausserdem kann man alle drei Aussagen auch mit Zeilenumformungen zeigen, wie die
Leser Uberprufen kbnnen.

Wir zeigen das Lemma nun aber mit der Elemementarmatrizen-Formulierung von
Proposition 4.7: Teil (1) folgt aus

1 1
1=detl, ™% %Pt 5 = () T2 Zdets( ):

Teil (2) folgt aus
1 = det In Lemmg 3.100det(|:)i;j Pi;j ) Pro% 4.7 det Pi;j :
Teil (3) folgt aus

1=detl, “™*%et(Qy ( )Qy () B detQy( ):

158



Kapitel 4.2 Volumen-Funktionen und die abstrakte De nition der Determinante

Die letzte Aussage folgt jetzt, da sie mit (1), (2) und (3) genau aquivalent zu der
Elementarmatrizen-Formulierung von Proposition 4.7 ist.
O

Um weiter zu zeigen, wie toll die Elementarmatrizen sind, benutzen wir sie jetzt, um
die folgende grundlegende Eigenschaft der Determinante zu beweisen:

Proposition 4.13. SeienA;B 2 M, ,(K). Dann gilt
det(AB) = det A detB:

Beweis. Falls Rang(A) < n, dann ist auchRang(AB) < n (Wieso? Denken Sie an Ma-
trizen als lineare Abbildungen). Laut Korollar 4.10 sind dann beide Seiten der Gleichung
Null.

Nehmen wir also an, dasf®kang(A) = n und daher, dassA 2 GL,(K). Laut Satz
3.101 istA ein endliches Produkt von Elementarmatrizen, also

A=T, Tk

mit Elementarmatrizen T;; 1 i k. Wir beweisen jetzt (4.13) mit Induktion tberk.
Fir k = 1 haben wir genau die letzte Aussage in Lemma 4.12. Wir nehmen an, dass
die Aussage furk 1 gilt und betrachten

Fall_k=1

det (AB ) = det ( T.Ts TkB)
nAALATE det Ty det (T, Ti) detB
PRI et (T,T,  Te)detB = det A detB:

det T, det (T2 TkB)

Also folgt die Proposition. O

Als eine letzte Anwendung von Elementarmatrizen beweisen wir die Eindeutigkeit
der Determinante.

Korollar 4.14. Seiendet und det zwei Funktionen, die(D1) (D3) erfullen. Dann
ist det = det.

Beweis. Fir A mit Rang(A) < n muss laut Korollar 4.10
det(A) = 0= det(A)

gelten. Fir A mit Rang(A) = n existieren ElemenatarmatrizenTy;  ; Ty mit
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Laut Proposition 4.13 und Lemma 4.12 gilt

detA=detT; detTy

= (ﬂetTl cﬂetTk = (ﬂet(A); (1)

daher gilt det = det. m

Bemerkung 4.15 Wir haben willkurlich gewahlt, die Theorie der Determinante Uber
Zeilenoperationen zu entwickeld’. Im nachsten Kapitel werden wir zeigen, dastet(A) =
det(AT) ist, was auch zeigt, dass die analogen Aussagen aller obigen Aussagen auch fir
Spalten gelten. Die Leser sollten sich daher merken, dass es aussert nutzlich ist, so-
wohl Zeilen- als auch Spaltenumformungen in der Berechnung einer Determinante zu
benutzen.

4.3 Existenz der Determinante

Es gibt zumindest zwei Wege die Existenz der Determinante zu zeigen. Einer davon
ist es, eine induktive De nition zu benutzen mittels dem Entwicklungssatz von La-
place, welchen wir spater sehen werden (vgl. Prop. 4.5 in [10]). Der zweite Weg benutzt
Permutationen. Da induktive De nitionen nie erleuchtend sind, gehen wir den zweiten
Weg.

Um diesen Text nicht noch langer zu machen, erklaren wir jetzt nicht, wieso uns
Permutationen eigentlich aufgezwungen werden durch die vorherigen abstrakten De -
nitionen (der Determinante), wenn wir die Existenz der Determinante zeigen wollen.
Die interessierten Leser konnen den Dozenten in der Nachbesprechungszeit fragen und
versuchen folgende Ubung zu losen:

Ubung 4.16. Zeigen Sie nur unter Verwendung von ((D1)-(D3) und vielleicht (D6)),
dass I

det a b = ad bc
c d
die einzige Funktion ist, die (D1)-(D3) erfullt. 1
: e . : . . ae + be
Hinweis: Fur eine Funktion , die (D1)-(D3) erfillt, betrachten Sie
ce + de

4.3.1 Permutationen

0Eigentlich nicht ganz willkiirlich: so kann man diesen Sto auch in Fischer nachlesen.
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Far 2 S, schreiben wir

_ 1 2 n : 4.2)
o @ (n)
Per De nition der Multiplikation als Verkettung gilt fur alle ; 2 S,
! !
_ 1 2 n 1 2 n
1 @ m @O @ (n)
_ 1 2 n
o @ (n)

Erinnern Sie sich daran, dass die Permutation

1 2
1 2

Id =
das neutrale Element vonS, ist, und dass die Inverse ! die Umkehrfunktion von
ist. Einige Elemente spielen eine spezielle Rolle:

De nition 4.17.  Sein 2 N. Wir de nieren das Element ;; 2 S, als die Permutation,
diei und | vertauscht, und sonst nichts andert. Das heisst

8

2j; fallsk=i
i (K):= _i; fallsk=j:

- k; sonst

Ein Element von S, das von der Form ; ist, nennen wir eineTransposition.
Lemma 4.18. Sei 2 S, mit (1)=iund (2)=j.Danngilt 1, = j.
Beweis. Wir berechnen: Furk 2fi;j gist (k) 2f 1;2g und daher ist

2( fK) = H(K)

beziehungsweise( 12( (k)))= ( (k))= k. Furiundj gilt

2 )= (1201)= =]
2 M= ()= @)=i

und das Lemma folgt. O
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!
Beispiel 4.19. Die Gruppe S; ist ziemlich langweilig. Sie hat nur ein Element 1
Beispiel 4.20. Die Gruppe S, ist nicht viel interessanter, hat aber zumindest eine
Transposition | ) ( ! )
S = 12 12 2
2 1 2 1 2 1 1 ) 1;2
Beispiel 4.21. Jede Transposition hat Ordnung zwei. Das heisst, fir jedes; 2 S,
gilt I
1 2 n
(i) HI HI 1 2 n
Dies bedeutet auch, das§ ;) ' = ;. Bemerken Sie ausserdem, dasg = ;.

Beispiel 4.22. Die Gruppe S; ist schon interessanter. Wir schreiben alle ihre Elemente

auf:

N P N

W N PN

= W

N P N -

I N

N N WDN

R W._N W

(?)

3,2

1;3:

Es gibt keine anderen Elemente it5; (Wieso?). Ausserdem kann man sich als Beispiel

merken, dass

1_

- 1;2

1_

2;3

aus Lemma 4.18 folgt, was man auch direkt berechnen kann.
Hier sind zwei Aussagen, die aus dem Obigen folgen:

" Sz ist nicht-abelsch, da

6

ist.

" Jedes Element vorg; ist entweder eine Transposition oder ein Produkt von Trans-
positionen (aber nicht auf eine eindeutige Weise wie zum Beispi®) eigt).
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Die beiden letzten Aussagen werden wir verallgemeinern. Die erste zu verallgemei-
nern ist sehr einfach:

Ubung 4.23. Benutzen Sie, das$; nicht-abelsch ist, um zu zeigen, das$, firn 3
nicht-abelsch ist.

4.3.2 Signum einer Permutation

De nition 4.24. Sei 2 S,. Ein Fehilstand! von st ein Paari < furi;j 2

0> @)

Beispiel 4.25. Falls n = 3 ist, gibt es drei mdgliche Paare miti < | in f1;2;3g,
namlich f (1; 2); (1; 3); (2; 3)g. Zwei davon sind Fehlstédnde fur die Permutation

T Furl< 2ist (1)=2 < 3= (2).Also ist (1;2) kein Fehlstand.

T FOrl1< 3ist (1)=2> 1= (3). Alsoist (1;3) ein Fehlstand.

" Fur2< 3ist (2)=3 > (3)=1. Also ist (2;3) ein Fehlstand.
!

123 :
Man sagt: = 1 hat zwei Fehlstande.

2 3

Dies kdnnte man versuchen zu veranschaulichen:

Das blaue Kreuz entspricht dem Fehlstand2; 3) und das rote Kreuz entspricht dem
Fehlstand (1; 3). Man uberpriift, wie viele Uberkreuzungen es gibt. Jede Uberkreuzung
entspricht einem Fehlstand.

hat zwei Fehlstande:

w b~ .-

Beispiel 4.26. (1) Die Permutation

=N
A~ W

1
2

Yinversion auf Englisch.
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hat funf Fehlstande:

(€2 I

!
5 6
6 1

w N
AW

, . 1
(2) Die Permutation 5

T . . 1 2 1
(3) Ahnlich hat die Permutation 5 3 nn r11 genaun 1 Fehlstande.

Beispiel 4.27. Die Transposition 1., 2 S, hat nur (1;2) als Fehlstand. (Wieso?)

De nition 4.28.  Wir de nieren das Signum einer Permutation 2 S, als*?

8

ian() < +1; falls eine gerade Anzahl von Fehlstanden hat
sign( ) = |
- 1, falls eine ungerade Anzahl von Fehlstanden hat

=( 14

wobei k die Anzahl der Fehlstdande von ist. Eine Permutation heisstgerade falls
sign( ) =+1 und ungerade falls sign( ) = 1ist.
!

1 2 3
Beispiel 4.29. "~ sign =( 1%=1:
p g 5 3 1 (1)
“sign( 1) =( D= L

!

1 2 n 1 n
~ sign =( 1" 1L

g 2 3 n 1 1

Wir werden jetzt die folgenden zwei Lemmata zeigen:

Lemma 4.30. Fur 2 S, qilt

Q . .
. Y G) ) TR G )
SnO= T R

(4.3)

Lemma 4.31. Fur alle ; 2 S, gilt sign( ) = sign( )sign( ). In anderen Worten
ist

S,! Z=2Z=11, 1g
7! sign( );

ein Homomorphismus vorss, nachZ=2Z = f1; 1g.

2viele Autoren schreibensgn statt sign (inklusive dem Dozenten).
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Diese Lemmata und ihre zugehérigen Beweise mogen schwierig erscheinen, sind aber
eigentlich elementar. Hier sind einige elementare Beobachtungen, die uns im Beweis von
Lemma 4.30 helfen:

" Sowohl der Nenner als auch der Zahler in (4.3) enthalten alle moglichen Paare.
Im Nenner kommen sie immer in der Formp i vor, was immer eine positive Zahl
ist. Im Zahler hingegen konnte das Vorzeichen kehren. Insbesondere ist

N0 i) _
G0

1 (4.4)

da alle Faktoren sich miteinander kirzen.

" Genauer gesagt, andert das Vorzeichen im Z&hler genau dann, wen(nj ) ein
Fehlstand ist:

() ()
i

() ()
i

>0 (i3] ) ist kein Fehlstand von

<0 (i;j ) ist ein Fehlstand von :

Jetzt sind wir bereit fur den Beweis von Lemma 4.30. Wir erklaren zur Vorbereitung

zuerst alle Schritte mit Hilfe der Permutation
!

12 3

2 31

. . 1 2 .
Beispiel 4.32. Wir Uberprifen Lemma 4.30 fur = > 3 i.Es gilt

fi<j ji;j 2112399= 1(1;2);(1;3);(2;3)a:
Daher besagt das Lemma, dass

@ @O & O 6 @
2 1 3 1 3 2
3 2 1 2 1 3

(1;2) ist kein Fehilstand  (1;3) ist ein Fehistand  (2;3) ist ein Fehlstand
kirzen

sign( )

2 — Anzahl der Fehlstande .
1) =( 1) :
{z2}

2 ist die Anzahl der Fehlstande

Der allgemeine Beweis ist ganz ahnlich.
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Beweis von Lemma 4.30Sei 2 S,. Furi<j gilt
(i;] ) ist ein Fehlstand () () ()< O

Seis die Anzahl der Fehlstdnde von . Dann gilt

VO O Y O 0 %( e | L0) (m§
. —

i<j J I i<j; i<j; J
(i< ) > @)
Y . .
- ( 1y 10?_(01 —( 1
i<j J
wobei die letzte Gleichheit aus (4.4) folgt. ]
Fur den Beweis von Lemma 4.31 benutzen wir Lemma 4.30:
Beweis von Lemma 4.31Es gilt
sign( ) Lemm:a 4:30 Y ( (J )) ( (I))
i<j J I
:Y (G) (Y 6 0
i M o 4 1 i
Lemma 4:30 J )) ( (l)) .
= . . sign( ):
) IO RN
l {z }
()

Es genigt also zu zeigen, dags) = sign( ). Machen Sie an diesem Punkt eine Pause
und Uberzeugen Sie sich davon, dass es tatséchlich genifg},= sign( ) zu zeigen.
Es qilt

L) EE0)

O o
_ Y CGy @y Y C@4) @) (4.5)
= G) (@) - (1), (@)
< () (i)> (j)l g }

Betrachten Sie nun genau den Tern{?). Was passiert, wenn wiri mit j vertauschen
undj mit i? Nichts passiert, da wir sowohl den Nenner und als auch den Zahler einfach
mit 1 multiplizieren. Das sagt uns, dass wir die Rollen vonund j einfach vertauschen
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kdnnen im zweiten Produkt, ohne dass sich etwas andert. Also ist

Y Y
(?) = (?):
i<j;

i<i;
> () )= M
Wenn wir das in (4.5) einsetzen, erhalten wir

Yoo Gy iy Y 6 (1))

N ) RO R (R O
< @) (< )
N DN E0)
< ) 0y
==Y B ®
& f F ¢
Lemnéat 4:3OSign( ):
Dies beendet den Beweis des Lemmas. O

Korollar 4.33. Furalle 2 S, gilt sign( 1) =sign( ).

Beweis. Nach Lemma 4.31 giltl = sign(ld) = sign( )sign( 1), also ist

sign( %) = (sign( )) *=sign( ):

0
Korollar 4.34. Fur jedesi 6 j gilt sign( ;)= 1
Beweis. Aus Beispiel 4.29 wissen wir, dassgn( 12) = 1. Seinun 2 S, mit (1) =i
und (2) = ). Laut Lemma 4.18 wissen wir, dass
1_ .
1;2 - ij-
Daher ist
sign( i) = sign( )sign( 12)sign( ) “"E P sign( 15) = L
Das Korollar folgt. m

Korollar 4.35. Es gilt:
(1) Die Abbildungsign:S, !f  1gist surjektiv, fallsn 2.

(2) Die MengeA, :=f 2 S,jsign( )=1g= falle geraden Permutationeg ist eine
Untergruppe vonsS,.
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(3) Fur jede Transposition®* 2 S, gilt

An =f | 2A.0

=f 2S,jsign( )= 1g
falle ungeraden Permutationeg
S, nA,:

(4) Ausserdem giltjAnj = jA, = 3jSij = 5.

Beweis. (1) Es gilt zum Beispiel, dasssign(ld) = 1 und sign( 1.2) = 1. Also ist die
Abbildung sign surjektiv.

(2) Da wir diese Aussage nicht brauchen werden, Uberlassen wir diesen Beweis dem
Leser als Ubung. Erinnern Sie sich daran, dass, eine Untergruppe ist, wenn
Id 2 A, ist, und wenn A,, abgeschlossen ist beziglich Multiplikation und Inverse.

(3) Sei eine Transposition. Bemerken Sie zuerst, dass
(4.6)

eine Bijektion ist, da die Funktion 7! Lihre Umkehrfunktion ist. Wir behaup-
ten des Weiteren, das#\,, die Menge aller ungeraden Permutationen ist:

~ Jede Permutation der Form  fir 2 A, erfullt
sign( )=sign( )sign( )=+1 ( 1)= 1
" Falls Signumsign( ) = 1 hat, dann ist

sign( ‘) =sign( )sign( )= 1 ( 1)=1;

wobei wir benutzt haben, dassign( ) =sign( )= 1 Alsoist 12 A,
und daher ist
=( N 2A;:

(4) Da (4.6) eine Bijektion ist, folgt jAnj = jA, . Des Weiteren folgt, dass
n'=jSyj=jAnt Ay j=jJAR+ AL s

was (4) impliziert (Wieso die erste Gleichheit gilt, Uberlassen wir den Lesern).
O

3Eigentlich gilt es sogar fiir jede ungerade Permutation.
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Wir sind jetzt bereit, die Existenz der Determinante zu zeigen.

4.3.3 Existenz

Wir haben bereits die Eindeutigkeit der Determinante gezeigt. Wenn man die Ein-
deutigkeit direkt zeigen mochte (siehe auch Ubung 4.16 fiir den Fall= 2), dann fiihrt
dies zur Betrachtung des folgenden Ausdrucks:

0 1
a1 Ain X
detA = det %D : : E = sign( )a; q)y @ 2  an ()
an1 an 250 (4.7)
X ¥
= sign() & ():
25y i=1

Das mag auf den ersten Blick vielleicht furchtein 6ssend wirken. Schauen wir uns
also konkrete Formeln firn = 2;3 an. Danach werden wir zeigen, dass De nition die
(4.7) tatsachlich (D1)-(D3) erfullt, was dann auch die Existenz der Determinante zeigt.

( J)
Beispiel 4.36 (n=2). Es gilt, dassS, = Id; ; i . Daher ist

X
ajn a2 .
det = Slgn( )al 12 (2
a1 ax 25, |

. ) 1 2
= sign(ld) a;;ax, + sign 5 1 a12821
= aqidxp Qgodpy:

Beispiel 4.37. Unter Benutzung von Beispiel 4.22 erinnern wir uns an alle Elemente
von Sz und ihre jeweiligen Signums:

( ! )
1 2 3 1 2
Az = |d' = ,2:
2 31 312
( | | )
1 2 3 1 2 3 2
S;nAz= =ld = .= 2 =
2 1 3 321 1 3 2

169



Kapitel 4.3 Existenz der Determinante

Also ist

0 1
i1 A2 aig X

det@az  ay 3-232

sign( )ay (a2 a3 (3)

31 a3 as3 253
X X
= a (12 (2083 (3) a1 (1)22 (2)83 (3)
2A3 2S3nA3

Pudely M e AR
(Prgpidy * Prgety * fugpdy)

Es gibt eine coole Art und Weise, wie man sich diese Formel merken kann, und zwar
mit der Regel von Sarrus

Bemerkung4.38 Nachdem sie diese Regel gesehen haben, googeln viele Studenten nach
einer dhnlichen Formel fir4 4-Matrizen. Leider existiert eine solche Formel nicht.
Aber Sie mussen keine Angst haben: Wir werden im nachsten Abschnitt den Laplace-
Entwicklungssatz sehen, welcher die beste Methode ist, um Determinanten fiir grosse
Matrizen zu berechnen (zumindest wenn man es von Hand macht).

Jetzt wo wir keine Angst mehr haben vor Ausdriicken wie in (4.7), sind wir bereit
die Existenz der Determinante zu zeigen.

Satz 4.39. Seidet so de niert wie in (4.7). Dann erfillt det die Bedingungen (D1)-
(D3) aus Satz 4.5.
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Beweis. (D1): Um (D1) (a) zu zeigen, benutzen wir folgende nutzliche Notation aus
dem Buch von Fischer [6]:
0 1

: X
det%a«'0+ ai0§ = osign() a g @@t a) oan

2Sh
X
= sign( ) ag gy i aio(i) O
%Sn
H 00
+ sign( ) a1 @ i &G i oan ()
2Snh

0 1 0 1
= det %a,og + det %a?ﬁ

Also gilt (D1) (a).

Wir zeigen nun, dass auch (D1) (b) gilt: Firjeded i nund 2K gilt
0 1
aig ain
: X .
detB ai; anG = sign( )ag iy iioa@i )y i@ ()
. 25y
an1 Ann
x -
= sign( )ai @) i @ ()
2Sn
= detA:

(D2): Fast alles, was wir bis jetzt besprochen haben b€, werden wir flr den
Beweis von (D2) verwenden: Angenommen die Matrik hat zwei gleiche ZeilerA ;) und
Ajymiti 6 j.Sei = . Wirmissen zeigen, dasdetA = 0. Erinnern Sie sich daran,
dassS, = At A, = falle geraden Permutationegtf alle ungeraden Permutationeg
(Korollar 4.35), wobeiA, =f | 2 A,g. Daher gilt

X X

detA = a @ 1 & () & (@) @ ()
2An 2An
I {z b {Z }
X Summe Uber A Summe Uber SpnAn=An

= Q@ - @ A(@ - G ((n):

2An
| {z }

::}
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Kapitel 4.3 Existenz der Determinante

Beachten Sie, dass die linke und rechte Seite (links bzw. rechts des Minus) jedes Sum-
manden von} fast die gleichen Terme haben bis auf gewisse Anderungen, welche von
verursacht werden.
Erinnern Sie sich jetzt daran, das#\, = A(;) gilt, was impliziert, dass

Ak = (4.8)
fur alle k = 1;:::;n gilt. Dies zeigt, dass das Produkt der Terme, die von geandert
werden, dasselbe ist:

De nition (4.8) )
&g (o) E a & @ = & (A0 (4.9)

Dies zeigt, dass jeder Summand von gleich O ist. Also istdetA =0.
(D3): Um ein gutes Ende zu haben: Der Beweis von (D3) ist einfach: Fur

0 1
aiy ain

h=© : K

an1 Ann

haben wir, dassa; =0, fallsi 6 j. Der einzige Summand im Ausdruck (4.7), welcher
keinen Faktor der Fprma; fur i 6 j enthalt, ist der Summand, welcher der Permutation
12

n . .
Id = entspricht. Also ist
1 2 n

detl, =sign(ld)a;; ::: asn=1 1 1=1:
Also erflllt det wie in (4.7) die Bedingungen (D1)-(D3). Dies zeigt die Existenz der
Determinante. ]

Nun da wir eine explizite Beschreibung der Determinante haben, kbnnen wir einiges
mehr Uber sie beweisen. Insbesondere ist es nutzlich den folgenden Satz zu kennen:

Satz 4.40. Fir jede Matrix A 2 M, (K) gilt
detAT =det A:

Dies zeigt, dass alle Resultate, welche Zeilenumformungen beinhalten auch fur Spal-
tenumformungen gelten.

Beweis. SeiA = ( a; ). Die Determinante der Transponierten vorA berechnet sich dann
als ) X
detA’ = sign( )ia (W1 :{:Z: a (n)?:
25y )
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Kapitel 4.3 Existenz der Determinante

Um detAT mit detA in Verbindung zu bringen, betrachten wir das Produkt(?) und
versuchen die Reihenfolge der Indizes zu andern. Fir jede2 S, und jedesl i n
gilt
a @ = a1y
Daher gilt
(MD=aan P amn=a @& g & )

Ausserdem giltsign( ) = sign(  !) und daher ist

X X
(?) = sign( Hay iy it ay im) = sign( Day 1y :itay i =det A
2Sh 128,
Die letzte Gleichheit folgt, da die Abbildung 7! ! eine Bijektion von S, auf sich
selbst ist und deshalb andern wir bei Summation Gber ! nur die Summationsreihen-
folge. Dies beendet den Beweis des Satzes. O

Korollar 4.41. Alle Resultate, welche wir fir Zeilen(-Umformungen) hatten, gelten
auch fur Spalten(-Umformungen). Insbesondere ist das Analogon von Proposition 4.7
sehr natzlich.

Hier ist ein klassisches Resultat, das zeigt, wie man Spalten- und Zeilenoperationen
benutzen kann.

0 1
1 X xh 1

Vigimoxn = det %} X
1 x, xn 1

berechnen. Wieso diese Determinante und ihre Berechnung interessant sind, erfahren
Sie in Serie 13. Wir |0sen den Fah =2;3:

1 x4
1 %,
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SeienCy; Cy; C3 die Spalten vonV,, «,.x,. Dann ist

1 x; X% 1 x4 0
Cs x1Co! C
1 x; x3 775771 X, X2 XiXo
1 X3 X3 1 X3 X3 XiX3
1 0 0
Cz x1C1! Co
= 1 X2 X1 Xo(X2 Xi)
1 X3 X1 X3(X3 Xi)
det Blockmatrix X2 X1 XZ(XZ Xl)
X3 X1 X3(X3 Xi)
_ Y
(D 1)(b)zeilen 1 X2 _ .
= (X2 X)Xz X) 1 = (X x):
X3 1i<j 3
Im Allgemeinen gilt Y
Vigxn = (Xj XI)!
1i<j n

wie Sie in der Serie beweisen werden. Die Vandermonde-Determinante hat viele An-
wendungen. Eine davon werden Sie in der Serie sehen.

In Beispiel 4.42 haben wir etwas benutzt, das Sie in der Ubungsserie gesehen haben:

Ubung 4.43. Seienk n2 Nund A2 M, »(K) eine Blockmatrix der Form
!
B
0 |B;

mit Bi2 My k(K) und B, 2 M(n k) (n k)(K). Dann gllt
detA =det B; detB,:

Mit Induktion gilt eine &hnliche Aussage flr Matrizen mit mehreren Bl6cken. Des

Weiteren gilt mit Transposition eine ahnliche Aussage fir Matrizen der Form
!
By| O
B2

4.3.4 Determinante Uber einem Ring

Mittels der expliziten Formel fir die Determinante sehen wir, dass fh 2 M, »(Z)
(das heisst, fur eine Matrix mit ganzzahligen Eintragen) die Determinantdet A ganz-
zahlig ist, also

detA 2 Z:
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Allgemeiner seiR ein Ring (zum BeispielR = M, (K)). Sei

M, n(R) = fdie Menge allern n-Matrizen mit Eintrdgen in Rg
=f(@)1yy njay 2Rg:
(Falls R = M, |(K), dann sind die Elemente vorM,, ,(K) Matrizen, deren Eintrage

| [-Matrizen Uber K sind!)
Fur A 2 M,, ,(R) de nieren wir detA genau wie in 4.7:

X
detA = sign( )ay @) i @ (n):
25y

Dann qilt detA 2 R. Wir werden diese Tatsache fulR = M, |(K) in der Linearen
Algebra Il benutzen.

4.4 Magie mit Minoren

In diesem Abschnitt wollen wir die folgende Beobachtung verallgemeinern: FAr=

a ) )
de nieren wir

¢ |
adj(A) = b
a
Dann folgt mit einer kurzen Rechnung, dass
!
detA O
A adj(A) =adj(A) A=
j(A) = adj(A) 0 detA

Daraus folgt eine Formel fiir die Inverse, falls sie existiert: FalldetA 6 0, dann ist

1 .
Al= JeiA adj(A):

Eigentlich folgt noch viel mehr aus dieser Verallgemeinerung, wie der Titel dieses
Abschnitts schon andeutet. Wir besprechen in diesem Abschnitt die folgenden Resultate
fur eine Matrix A 2 M, (K):

(1) Die Konstruktion einer Matrix adj(A) mit der Eigenschaft, dass
adj(A) A=A adj(A)=det A I,:

Dies gibt uns insbesondere eine Formel flr die Inverse (fatlstA 6 0).
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(2) Den Laplace-Entwicklungssatz, ein nutzliches Resultat, um die Determinante zu
berechnen (zumindest, wenn man die Berechnung von Hand macht).

(3) Die Cramersche Regel, eine Formel fir die Losung eines linearen Gleichungssystems
Ax = b mit einer Matrix A der Grossen n.

Die nachfolgenden Resultate sind alle eng miteinander verwandt, so dass man sie
voneinander herleiten kann.

Wir beginnen mit dem Laplace-Entwicklungssatz, da dieser am naturlichsten aus
unseren vorherigen Resultaten folgt (nach Meinung des Dozenten).

Far eine Matrix A 2 M, ,(K) seiAj 2 Mn 1y (n 1)(K) die Matrix, welche durch
das Streichen deii-ten Zeile undj -ten Spalte entstanden ist.

Satz 4.44 (Laplace-Entwicklungssatz) SeiA 2 M, ,(K). Fur jedesl i n kann
man die Determinante vonA bezuglich deii-ten Zeile folgendermassen entwickeln:

A= DM ajAnf+( D) PanjAn+ i+ (1) ", jAR] (4.10)
X1 +k . .
= ()" *ax jAik]: (4.11)
k=1

Ahnlich kann man die Determinante bezuglich dgr-ten Spalte folgendermassen ent-
wickeln:

A= ( D)aq jAy]

k=1
Beispiel 4.45. Sei 0 1
2 2 3
A= %) 11 3%:
2 0 1

Wir entwickeln nach der zweiten Spalte j( = 2 in Satz 4.44). Es ist nutzlich, das
Vorzeichen in Abhangigkeit der Indizes zu zeichnen:

0 1
+ +

B o+ X

+ +
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Damit berechnen wir:
I I I

- 1+2 1 3 2+2 2 3+2 2 3
detA=( 1) 2 ) 1 +( 1) 1 ) 1 +( 1) 0 1 3

=(2(DHCY 23+1 (( 2 (1) 2 ( 3I+0

=( 2) ( 5+8

= 18:

Beweis von Satz 4.44Bemerken Sie zunéchst, dass die Entwicklung beziiglich Spalten

durch Transponieren und durch die IdentitatjAj = AT aus der entsprechenden Ent-

wicklung bezuglich Zeilen folgt. Daher genlgt es den ersten Teil des Satzes zu beweisen.
Wir beweisen zuerst den Satz fir die erste Zeile, das heisst; 1. Seien

0 1
0 0 aix O 0
Bk = %a.zl a.zng
an1 ann
fur k = 1;:::;n. Dann folgt aus der Linearitdt der Determinante bezlglich der ersten
Zeile, dass
- - X1 - .
JA] = 1By :
k=1

Daher genugt es zu zeigen, dass

B =( DM anjAw: (4.12)
Wir fangen mit B; an:
0
aiq 0 0 -
a | & a i
By = % S ZE SO A = (1M an A
An1 | @n2 ann
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Fur B, vertauschen wir zuerst die ersten beiden Spalten:

0 1 0
0O a» O 0 anp| O 0 ~
e a1 a doo | Aop a
]sz — % : :n g C1$£C2( 1) %} : : :n E
an1 Ann adn2 | dn1 Ann

Fall_i=1

( DazjAr)
= ( 1)1+2 a12 A1)

Beachten Sie, dass die Blockmatrix unten rechts gen#u, entspricht, da wir die ersten
beiden Spalten vertauscht haben. FiB3 vertauschen wir die SpaltenC, und C;z und
benutzen den vorherigen Fall, so dass wir

iBaj = ( 1)( 1)1+2 a3 jA13) = ( 1)1+3 azjAqg):

Ahnlich (mit Induktion Uber k und SpaltenvertauscherC, 1 $ Cy) folgt (4.12). Dies
zeigt die Entwicklung bezlglichi = 1. Die Entwicklung beztglichi = 2 folgt jetzt mit
der Zeilenvertauschund.; $ L,: SeiB, so dassA!"** "2 B. Dann gilt

A= ] BT )ty B M (1 e A
was die Entwicklung beztiglich der zweiten Zeile zeigt. Die Entwicklung beziglich der
p-ten Zeile folgt genau wie oben aus der Entwicklung dép 1)-Zeile und dem Zeilen-
austauschL, 1 $ L,, was den Beweis beendet. O

Man kann den Sachverhalt in Satz 4.44 schon in einer Matrix darstellen:

De nition 4.46. Die komplementare Matrix oder die Adjunkte!* einer Matrix A 2
M, n(K) ist
adi(A):= (DM AG]

A

Bemerkung4.47. Die Vertauschung der Indizes irjA; j ist kein Tippfehler!

" Wir de nieren in der Linearen Algebra Il die Adjungierte einer Matrix, welche
nicht mit der Adjunkten verwechselt werden sollte.

" Aus Abschnitt 4.3.4 folgt: FallsA 2 M, ,(R) firr einen RingR, dann ist adj(A)
ebenfalls inM, (R).

14 Adjunct oder adjugate auf Englisch.
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!
. : a b _
Beispiel 4.48. SeiA = c d° Dann ist

adiay= 4P

(Wieso?)

Der folgende Satz folgt aus dem Entwicklungssatz von Laplace 4.44 (und ist eigent-
lich aquivalent zu ihm):

Satz 4.49. SeiA 2 M, ,(K). Dann ist

0 1
detA 0 0
. . o . - 0
A adj(A)=adj(A) A=detA In:% _ _ _ _ g:
0 0 detA

Beweis. Berechnen wir zuerst die Eintrdge vorA adj(A) auf der Hauptdiagonalen:

(A adj(A))“ - aikf 1)k{+z, inkg Laplace:| te Zeile det A
k=1 (adi( Ak

Fur die Eintrage ausserhalb der Hauptdiagonalen sei nuré j: Dann ist

xn .
(Aadj(A)); = aikf 1)k jAjkf- = (?)
k=1 {Z—
(adj( A)) g

Bemerken Sie nun, dasg?) die Entwicklung bezuglich derj -ten Zeile der Matrix B ist,
wobei B die Matrix ist, welche durch das Ersetzen dey-ten Zeile vonA mit der i-ten
Zeile von A entsteht. (Ersetzen! Nicht vertauschen!) Daher is{?) = det B. Da B zwei
gleiche Zeilen hat, folgt(?) = 0.

Die Gleichungadj(A) A = det A |, zeigt man &hnlich (mit Spaltenentwicklung
statt Zeilenentwicklung). O

Korollar 4.50. Falls A 2 GL,(K), dann gilt

1 .
A l= ToiA adj(A) (4.13)

Korollar 4.51 (Cramersche Regel) Sei A 2 GL,(K). Wir betrachten das lineare
Gleichungssystem
Ax = b (4.14)
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fur b2 K" = Kgpy. Sei A; die Matrix, welcheb als i-te Spalte hat und die restlichen
Spalten stimmen mit den Spalten voA Uberein. Das heisst

A= AD AT D p Al A0 (4.15)
0O 1
X1
fur 1 1 n. Dann berechnet sich die eindeutige Losung= % : E{ von (4.14) als
Xn
™
Xj = J—IJ
JA]

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus (4.14):
x=A b= iadj(A)b
IA]

beziehungsweise

xn xXn _
adi(A)h = = ( 1)"*jAgjh o2

— Aij:
AL ALy J

Xj = jTJ i

Vielleicht fallt es IThnen schwer die letzte Gleichheit zu sehen. Falls dies der Fall ist,
dann betrachten Sie

0o . _ . 1
J J o] J J
A = ?@ AQ Al D 1 AG+D) A E
j ioobe ] j
und machen Sie die Laplace-Entwicklung auf derten Spalte! H

Hier sind konkrete Formeln firn = 2; 3 (Wir Gberlassen den Falln = 1 dem Leser.)):
Explizite Formel fir 2 2-Matrizen: Wir betrachten folgendes lineares Gleichungs-
system

8
<31X+b1y: C

S aX t+ by = ¢

welches in Matrixschreibweise von der Form
I I I
a; b_|_ X _ Cy
a b y G
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ist. Wir nehmen an, dassa;b, bya, 6 0. Dann kdnnen wir x und y mit Hilfe der

Cramerschen Regel folgendermassen nden:
| |

ct by a G

c b b bo a G at Ca
X = L= und y= L= ;

a; b ab ba a, b b, bhay

a b a b

Explizite Formel fir 3 3-Matrizen: Die Regel fur3 3-Matrizen sind &hnlich. Sei

8
§a1X+ b1y+ Cz = d]_
X+t byt cz=d, ;

- aX + by + 3z = d3

welches in Matrixschreibweise von der Form
10 1 0 1

Eﬁa szzg%Jyg %}dg

ag Q C3 Z

Dann sind
d b o ap dp ¢ a b do
d b o a d ¢ a b d
d3 b3 ¢ ag d3 C3 ag by ds
X = Py = und z=
a b ¢ a b o a b g
au b o a b o a b o
a3 b c3 a3 by G az b G

In der Ubungsstunde werden Sie vielleicht folgendes Beispiel betrachten:

82x1 +45%x, +9x3=1
27X1 + 16X2 + 3X3 =1

9X1+5X2+1X3 =0

Dann ist die erweiterte Koe zienten-Matrix gegeben durch:

1
82 45 91

(Ajb = B 27 16 31X
9 5 1|0
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Nach der Cramerschen Regel berechnet sich die Losung des linearen Gleichungssystems

als:

0 1 0 1
1 45 82 1 9
detil 16 3% det@7 1 X
X1 = detAl: O ° ll = }:1, Xo = detAZ: al 9 0 11 = 1-:]_
detA 82 45 9 1 detA 82 45 9 1
detBo7 16 X detB7 16 X
9 5 1 9 5 1
0 1
82 45 1
?a)z? 16 K
A 9 5 0 14
und xp= S8R 4 1= "= 14
detA 82 45 9 1
det@m 16
9 5 1

4.5 Verschiedene Wege in der Welt der Determinante

In dieser Vorlesung ist unser Ziel, verschiedene Ideen zu prasentieren. Das bedeutet
manchmal auch, dass wir gewisse Resultate nicht auf die einfachste oder kiirzeste Weise
erhalten wollen. Es ist aber interessant zu wissen, wie man anders vorgehen kdnnte. Hier

sind ein paar Beispiele:

" Man kénnte die Determinante induktiv de nieren mittel Laplace-Entwicklung:
Fuar a 2 M; 1(K) de niert man

det a = a

und fir A 2 M, ,(K) de niert man detA induktiv unter Benutzung von (4.10).
Man beweist dann, dass diese De nition (D1)-(D3) erfullt und geniesst dann
die Tatsache, dass Satz 4.44 per De nition wahr ist. Beachten Sie, dass man
dabei nicht einmal wissen muss, was eine Permutation ist und man braucht auch
nicht den Gruppenbegri. Der Nachteil so einer De nition ist, dass induktive
De nitionen selten einleuchtend sind und Sie wirden nicht viel von so einem
Vorgehen lernen. Der interessierte Leser kann dazu gerne [10] konsultieren.

" Man konnte die Charakterisierung der Determinante durch (D1)-(D3) komplett
weglassen und alles direkt mit der Grupp&, machen (siehe [8]).
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" Falls das, was wir hier gemacht haben, nicht abstrakt genug ist, kdnnte man die
Determinantedet T direkt fiur EndomorphismenT 2 End(V) Uber einem endlich-
dimensionalen VektorraumV de nieren (siehe [9]). Wir werdendet T im nachsten
Abschnitt de nieren.

Fischer beweist, mit ahnlichen Argumenten wie wir sie zu Beginn benutzt haben,
zuerst Satz 4.49 und dann Satz 4.44 als ein Korollar davon. Wir wéahlen einen
anderen Weg, da die Ideen im Beweis von Satz 4.44 ein schones Beispiel sind
wieso Reduktionen nuatzlich sind.

Unter Verwendung von verschiedenen Vorgehensweisen werden einige Resultate einfa-
cher, andere hingegen werden schwieriger. Einige unserer spateren Resultate folgen aus
unseren vorherigen Resultaten. Hier ist ein cooles Beispiel wie man die Cramersche
Regel nur unter Benutzung von (D1) und (D2) (fir Spalten) beweisen kann:

Dieser Beweis benutzt auch ein grundlegendes Resultat aus Kapitel 2:

Alternativer Beweis von Korollar 4.51. Sei A 2 GL,(K). Wir betrachten die Abbil-
dung

KMr K"

wobeiA; genau wie in (4.15) de niert ist. Wegen (D1) (angewandt auf die Spalten) ist
diese Abbildung linear. Des Weiteren ist das Bild der Spalta() genau

wegen (D2). Also stimmt mit der Abbildung m, : tber der Basis(A®;:::; A(M)
Uberein. Also ist nach Satz 3.15
= Mp 1,

was aquivalent ist zur Aussage der Cramerschen Regel. m

Frage: Hier eine Meta-Frage : Wieso ergibt es Sinn, dass die Regel von Cramer
unabhéngig ist von (D3)?

4.6 Determinante und Rang

Wir haben gesehen, dass die Determinante einer Matrik 2 M, ,(K) weiss, ob
Rang(A) = n ist oder nicht. Weiss die Determinante auch, olRang(A) = r ist fur
0O r<n?

Die Antwort ist Ja . Um dies zu sehen brauchen wir die folgende De nition:
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De nition 4.52 (Minoren). Seienl k n;m 2 N. Ein k-Minor vonA 2 M, (K)
ist die Determinante einerk  k-Matrix, die durch Streichen von(n k)-Spalten und
(m k)-Zeilen vonA entstanden ist. Eine solche Matrix heissk  k-Untermatrix von
A.

Satz 4.53. SeiA 2 M, »(K). Dann gilt*®
Rang(A) = max fk j es existiert eink-Minor, der verschieden von Null isg:

Beweis. Seir = Rang(A). Wir missen zeigen, dass jedd-Minor mit k > r Null ist,
und dass einr-Minor existiert, der nicht Null ist.

Sei alsok > r . Da Rang(A) = SpaltenrandA) ist, sind je k Spalten vonA linear
abhangig. Also sind di&k Spalten einer beliebigetk k-Untermatrix von A auch linear
abhangig. Also ist jederk-Minor gleich Null.

Jetzt missen wir einerr-Minor nden, welcher nicht Null ist. Nehmen wir an, dass
A 6 0 (siehe Fussnote). Da Spaltenrarig\) = r > 0 ist, existieren

ji<ii<iog

B = Al Alir)

Rangr. Da ZeilenrandB) = Rang(B) = r ist, existieren

ip<:ii<i,
mit 0 1
By
C=%: X2M ,(K)
B

und Rang(C) = r. Daher istjCj & 0. Die Matrix C ist einer r-Untermatrix von A,
was den Beweis beendet. O

15Falls hier die leere Menge steht (d.h. fallsA = 0), dann verstehen wir dieses Maximum als0,
damit der Satz gilt.
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4.7 Einige Korollare und die Determinante eines En-
domorphismus

In diesem Abschnitt geben wir einige einfache Korollare zur Multiplikativitat der
Determinante, welche die De nition der Determinante eines Endomorphismus ermdg-
licht:

Korollar 4.54. Fir jedesA 2 GL,(K) gilt
det(A 1) =det(A)

Beweis. Es gilt
1 =det(l,) = det( AA 1) =det(A)det(A 1)

und das Korollar folgt. O

Korollar 4.55. SeienA;B 2 M, ,(K) ahnliche Matrizen. Dann gilt
det(A) = det(B):
Beweis. SeiP 2 GL,(K) mit A= P BP. Dann ist
det(A) = det( P ) det(B)det(P) = det(P) *det(B)det(P) = det( B)

nach Korollar 4.54. O]

Das letzte Korollar ist fur das néchste Kapitel wichtig und ermoglicht folgende De-
nition:

De nition 4.56. SeiV ein Vektorraum tberK mit dim(V) = n< 1 und sei
T 2 End(V). Wir de nieren die Determinante von T als

det(T) :=det([ T]g);
wobei B eine beliebige (geordnete) Basis vov ist.

Lemma 4.57. Diese De nition ergibt Sinn. Das heisst,det(T) ist wohl-de niert.

Beweis. SeienB; C zwei geordnete Basen voN . Laut Korollar 3.64 sind die Matrizen
[T]s und [T]c &hnlich zueinander.
Daher folgt aus Korollar 4.55, dass

det([T]g) = det([ T]c):

185



Kapitel 4.7 Einige Korollare und die Determinante eines Endomorphismus

Das bedeutet genau, dass der Wedet(T) nicht von der Wahl der Basis abhangt, was
Zu zeigen war. ]

Wie bei Matrizen misst die Determinante, ob ein Endomorphismus invertierbar ist
oder nicht. Hier ist die grosse Schwester von Proposition 3.93 (A.K.A. ugly Lemma):

Korollar 4.58. SeienT 2 End(V) wobeidimV <1 und B eine geordnete Basis von
V. Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

(1) T ist ein Isomorphismus.

(2) T ist injektiv.

(3) T ist surjektiv.

(4) [T]g ist invertierbar.

(5) [T]g erflllt eine der aquivalenten Bedingungen in Proposition 3.93.
(6) det(T) 60.

Beweis. Die Aquivalenz der ersten drei Aussagen folgt aus dem Rangsatz. Die Abbil-
dung T ist genau dann ein Isomorphismus, wenfT g invertierbar ist. (Dies folgt zum
Beispiel aus Korollar 3.85.) Dies ist &quivalent zur Aussage, dass

det([T]s) 6 O:

Da (per De nition) det(T) = det([ T]g), folgen alle andere Aquivalenzen. O

Obwohl wir dies im Moment nicht brauchen, mdchten wir noch eine andere Grdsse
erwahnen, die unter Ahnlichkeit invariant ist:

De nition 4.59. SeiA 2 M, ,(K). Die Spur von A ist die Summe aller Eintrage auf
der Hauptdiagonalen. Das heisst,

spur(A) := ag; + i+ ann:
Lemma 4.60. Fur A;B 2 M, »(K) gilt
spur(AB) = spur(BA):

Beweis. Laut der De nition der Matrixmultiplikation gilt

X xXooxXo xXox X
Spur(AB) = (AB)i = ay b = biax =  (BA)w =spur(BA):
i=1 i=1 k=1 k=1 i=1 k=1
Also folgt das Lemma. O
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Korollar 4.61. Falls A;B 2 M, ,(K) &hnlich sind, dann gilt
spur(A) = spur(B):
Beweis. SeiP 2 GL, mit A= P !BP. Dann ist
spur(A) = spur(P 1(BP)) = spur(( BP)P 1) = spur(B)

und das Korollar folgt. O

4.8 Volumen und Orientierung

Wir haben in Abschnitt 4.1 fir A 2 M, ,(R) gesehen:

A

Die Abbildung m, ist orientierungserhaltend genau dann, wendet(A) > 0.

Die Abbildung my ist orientierungsumkehrend genau dann, wendet(A) < O.

Fir einige Satze, die Sie dieses Jahr in der Analysis sehen werden, und auch fir spater
im Studium ist es wichtig, den Begri der Orientierung fir R" und sogar fur allgemeine
endlich-dimensionale reelle Vektorraume zu verstehen.

Orientierung

SeiV ein Vektorraum Uber R mit dim(V) = n < 1 . SeiXy die Menge aller ge-
ordneten Basen aul/. Wir de nieren folgendermassen eine Aquivalenzrelation afy :

haben, und schreibeB C , falls det(T) > O.

Ubung 4.62. Es gilt
B C( det(ldv®)>00 det(ldv]S) > O:

(Hinweis: Berechnen Si¢T ]2 fur T wie oben und benutzen SigT]S = [T1E[ldy]S.)

Die obige Relation de niert in der Tat eine Aquivalenzrelation auf Xy und X =
enthalt genau zwei Aquivalenzklassen fallgim(V) > 0.

Eine Wahl einer dieser beiden Aquivalenzklassen auf heisst eineOrientierung auf
V.

und nennt die entsprechende Aquivalenzklasse giesitive Orientierung Basen in dieser
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