EIDGENOSSISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE ZURICH

Begleitendes Skript zur Linearen Algebra I HS2020

MENNY AKKA GINOSAR

2. Januar 2021



Inhaltsverzeichnis

0

2

Einfiihrung

0.1 WELCHE STRUKTUR HAT Fib? . . . . . . . ... ... .. ... ....

0.2 VORKENNTNISSE UND SYMMETRIE . . . . . . . . . . . .. ...
0.2.1 Vorkenntnisse . . . . . . . . . ... ...
0.2.2 Symmetrie . . . . .. ..o

Grundlagen

1.1 MENGEN UND ABBILDUNGEN . . . . . . . .o i ii it

1.2 GRUPPEN . . . . . ..ottt e e e
1.2.1 Wichtiges Beispiel: Restklassen modulon . . . . . . .. .. ...
1.2.2  Untergruppen, Homomorphismen und Isomorphismen . . . . . .

1.3 RINGE UND KORPER . . . . . . . . . .. . . . ...
1.3.1 Ringe . . . . . .
1.3.2 Korper . . . . ..

1.4 POLYNOME . . . . . . .. .. i
1.4.1 Unterschied zwischen Polynomen und Polynomfunktionen . . . .
1.4.2 Division mit Rest in Kz] . ... ... ... ... ... .....
1.4.3 Nullstellen . . . . . . . ... ...
1.4.4 Polynome iiber Rund C . . . . . . ... ... ... .. .....

Vektorraume

2.1 EIN HAUFEN BEISPIELE UND EIN BISSCHEN THEORIE . . . . . .. ..

2.2 ZURUCK ZUR THEORIE . . . . . . . . . .. ...
2.2.1 Span und Linearkombinationen . . . . . ... ... ... .. ..
222 Beispiele . . . ...
2.2.3 Lineare Unabhingigkeit und die Definition einer Basis. . . . . .

2.3 ENDLICH-DIMENSIONALE VEKTORRAUME . . . . . ... ... .....
2.3.1 Gleichgewicht . . . . . . . ... o
2.3.2 Basen von Vektorrdumen ohne Gauss’sche Elimination . . . . .
2.3.3 Zeilen- und Spaltenraum und die Gauss’sche Elimination . . . .

2.3.4 Summen . . . ...

© © I =

11

16
16
16
18
21
23
23
25
30
32
33
35
36

41
45
93
23
o7
60
63
68
71
72
78




Kapitel -1.0 INHALTSVERZEICHNIS

3 Lineare Abbildungen 86
3.1 DEFINITION EINER LINEAREN ABBILDUNG . . . . . . . . . . ..... 86
3.2 KERNUND BILD . . . .. .. . . . . . 92
3.3 KOORDINATEN FUR VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN . . 99

3.3.1 Matrizen und lineare Abbildungen . . . . . . . . . ... ... .. 103
3.3.2 Matrizen . . . . . ... 105
3.3.3 Zuriick zu Darstellungen linearer Abbildungen . . . . . . . . .. 112
3.4 SPALTENRANG IST GLEICH ZEILENRANG . . . . . . . . . . . . .. ... 118
3.5 Hom(V,W) ALS VEKTORRAUM . . . . . . . . ... 120
3.6 DIE INVERSE, ELEMENTARMATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSY-
STEME . . . . . o ot e e e e e e e e 123
3.6.1 Elementarmatrizen und Zeilen- und Spaltenoperationen . . . . . 128
3.7 FASERN UND QUOTIENTENRAUME . . . . . . . . . . .. ... .. 137
3.7.1 Fasern . . . . . . ... 137
3.7.2 Quotientenraum . . . . . . .. ... 138

4 Determinanten 147
4.1 MAGIE IN K? MIT 2 X 2-MATRIZEN . . . . . . . o i, 147
4.2 VOLUMEN-FUNKTIONEN UND DIE ABSTRAKTE DEFINITION DER DE-

TERMINANTE . . . . . . . o vt e e e e e e e e e e e e e e e e 150
4.3 EXISTENZ DER DETERMINANTE . . . . . . . . . v v v v vt 160
4.3.1 Permutationen . . . . . . . .. ... 160
4.3.2 Signum einer Permutation . . . . . . .. ... .. ... 163
4.3.3 Existenz . . . . . ... 169
4.3.4 Determinante iiber einem Ring . . . . . .. ... ... ... .. 174
4.4 MAGIE MIT MINOREN . . . . . . . . . e e e e 175
4.5 VERSCHIEDENE WEGE IN DER WELT DER DETERMINANTE . . . . . . 182
4.6 DETERMINANTE UND RANG . . . . . . . . .. ... ... . ... .... 183
4.7 EINIGE KOROLLARE UND DIE DETERMINANTE EINES ENDOMORPHISMUS185
4.8 VOLUMEN UND ORIENTIERUNG . . . . . . . . o o v it 187

5 Eigenvektoren und Eigenwerte 191
5.1 EINFUHRUNG . . . . . v v v v i e e e e e e e s s s s s 191
5.2 DEFINITIONEN . . . . . . v v v e e e e e s s s s s 192

5.2.1 Definition 5.8 explizit fiir Matrizen . . . . . . . . ... .. ... 193
5.2.2 Eigenvektoren mit verschiedenen Eigenwerten sind linear unab-

héngig . . . . . . . 195

5.3 DAS CHARAKTERISTISCHE POLYNOM . . . . . . . . . . . ... .... 197




Kapitel 0
Einfiihrung

In dieser Einfiihrung werden wir (mittels linearer Algebra) ein Problem lésen, das
mich als Jugendlicher genervt hat.
In der Mittelschule haben wir Folgen kennengelernt. Es gibt die arithmetische Folge:

Fiir zwei Zahlen a, d definiert man

apyp =a

a, = Qp_1+d, nZl'

Hier kann man fast problemlos eine Formel fiir das n-te Folgenglied finden. Konkret
heisst das, dass wir einen Ausdruck fiir das n-te Folgenglied finden, der nur von n
abhéngt. Der Ausdruck ist gegeben durch a,, = a+ nd fiir n > 0 und wenn wir wollten,
kénnten wir problemlos ajs345 auch ohne Taschenrechner in weniger als einer halben
Minute berechnen. Eine @hnliche Geschichte haben wir in der Mittelschule mit der

geometrischen Folge gehabt: Seien a, ¢ zwei Zahlen, dann definieren wir

apy =—=a

a4, =0an_1q, n=>1

In diesem Fall ist eine Formel fiir a,, mit n als Variable durch a,, = aq¢™ fir n > 0
gegeben.

Fiir mich hat der interessante Teil des Stoffs hier aufgehort. Man ,beweist” dann in
der Regel viele Identitéiten, die fast tautologisch sind, betrachtet die Summenfolge (das
ist vielleicht doch interessant). Man kann jedoch viele interessante Fragen zum Beispiel

iiber arithmetische Folgen stellen. Hier sind einige:

1. Sei a,, = a + nd eine arithmetische Folge. Enthalt die Folge unendlich viele Prim-

zahlen? Das heisst, gibt es unendlich viele n € N, so dass a,, eine Primzahl ist?

Angenommen a, d sind nicht teilerfremd (d.h. es gibt I > 1, so dass [ sowohl a als

auch d teilt), dann kann die Folge hochstens eine Primzahl enthalten.
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Theorem 0.1 (Dirichlet, 1837). Seien a,d € N;a > 1,d > 1 teilerfremd. Dann

enthdlt die Folge a, = a + nd unendlich viele Primzahlen'.

Fiir den Beweis des Satzes brauchen Sie mehr oder weniger einen Bachelor in
Mathematik (dies konnte zum Beispiel das Thema Ihrer Bachelorarbeit sein).

Falls Sie nicht bis dahin warten wollen, dann kénnen Sie hier [11] anfangen.

2. Wegen Dirichlets Theorem (Theorem 0.1) kénnten wir uns fragen, wann die erste
Primzahl in einer arithmetischen Folge vorkommt. Im Jahre 1944 hat Yuri Vladi-
mirovich Linnik, ein Mathematiker, der meine eigene Forschung stark beeinflusst,
bewiesen, dass es Konstanten ¢, L > 0 gibt, so dass die erste Primzahl in einer
arithmetischen Folge a + nd mit a, d teilerfremd (und 1 < a < d) kleiner als cd”
ist. Nehmen Sie sich ein bisschen Zeit, um diese Aussage richtig zu verstehen.
Hier ist eine Vermutung?, dass obiges Theorem von Linnik mit ¢ = 1, L = 2 gilt.
Mehr dazu hier.

3. Jetzt konnen wir uns fragen, ob wir eine ,Kette“ von Primzahlen in irgendeiner
arithmetischen Folge finden konnen. Was genau damit gemeint ist, konnen sie hier

nachlesen.

Diese Fragen und Theoreme sind schon, aber deren Losungen sind nicht direkt mit
linearer Algebra verbunden. Um nédher zur linearen Algebra zu kommen, betrachten wir

eine andere berithmte Folge, die Fibonacci-Folge. Diese ist folgendermassen definiert:

apg = 0
Up = 0Ap_1+ap2, N =>2

Wenn wir diese mit den oben definierten Folgen vergleichen, stellt sich sofort die Frage,
ob wir einen Ausdruck/eine Formel fiir das n-te Glied der Fibonacci-Folge finden kén-
nen. Es ist eigentlich nicht offensichtlich, dass es so eine Formel iiberhaupt gibt, aber als
Jugendlicher habe ich gehort, dass es eine Formel fiir das n-te Glied der Fibonacci-Folge
geben soll. Es konnte mir jedoch niemand sagen, wie diese Formel aussieht oder wie
man sie findet (in diesen uralten Zeiten gab es noch kein Wikipedia...). Wir werden
jetzt diese Formel zusammen finden und dabei fast allen Begriffen und Themen von
diesem Kurs (zumindest vom ersten Semester) begegnen. Der erste Schritt in diesem

Abenteuer ist sehr unintuitv; wir verkomplizieren die Sache. Wir haben keine Ahnung

1Zum Beispiel gibt es unendlich viele Primzahlen der Form 1 + 4k fiir ¥ € N und unendlich viele
der Form 3 + 4k fiir k € N.

2Eine Vermutung ist eine Aussage, von welcher die mathematische Gemeinschaft glaubt, dass sie
richtig ist, aber die bis anhin noch niemand beweisen konnte.
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wie wir dieses Problem 16sen kénnen und betrachten dazu noch unendlich viele (ver-
wandte) Probleme, die wir ebenfalls nicht 16sen kénnen. . . ziemlich verriickt! Um diese
neuen Probleme einfiithren zu kénnen, entwickeln wir ein bisschen ,,Sprache. Das heisst,
wir fithren einige Begriffe und Definitionen ein. Wir werden jetzt Folgen als Objekte
betrachten und sie mit schonen kalligrafischen Buchstaben bezeichnen. Zum Beispiel
schreiben wir: Sei F die Fibonacci-Folge, die in (0.1) definiert ist.

Definition 0.2. Wir sagen, dass wir eine Folge gut kennen, wenn wir eine Formel fiir

ihr n-tes Folgenglied gefunden haben.

Zum Beispiel kennen wir alle arithmetischen und geometrischen Folgen gut. Wir kon-
nen jetzt unser Ziel so ausdriicken: Wir mochten gerne F gut kennen. Wie versprochen,

machen wir die Sache komplizierter:

Definition 0.3. Seien a,b € R zwei reelle Zahlen. Wir definieren die Folge F,; mittels

der Rekursion

ag — a
a1:b

Qp = Qp_1 + Qp_o, fiir n > 2

Zum Beispiel gilt F = Fp ;. Also kénnen wir unser Ziel so ausdriicken: Wir méchten
Fo.1 gut kennen. Der Schliissel fiir die Losung ist nun das verriickte neue Ziel:

Neues Ziel: Wir mochten F,;, fiir alle a,b € R gut kennen.

Wie kann es sein, dass wir mehr Hoffnung fiir dieses neue Ziel haben als fiir das
urspriingliche Ziel? Zunéchst klingt das verriickt, da das neue Ziel so aussieht wie
unendlich viele Varianten des alten Problems. Das neue Problem ist ein Raum von
Problemen und hier liegt eigentlich der Hund begraben. Dieser Raum hat eine gewisse
Struktur und wir konnen diese Struktur ausnutzen. Bevor wir anfangen, geben wir noch

eine Definition an:

Definition 0.4. Eine Folge A heisst eine Fibonacci-Folge, wenn es a,b € R gibt, so

dass A = F,p. Den Raum aller Fibonacci-Folgen nennen wir Fib.

Ubung 0.5. Zeigen Sie, dass eine Folge (ag, a1, ...) eine Fibonacci-Folge ist genau

dann, wenn a,, = a,_1 + a,_o fiir alle n > 2.

Es gilt
Fib = {F,; | a,b € R}

und unser Ziel ist es, alle Elemente von Fib gut zu kennen.
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0.1 Welche Struktur hat Fib?

Wir nehmen zwei Folgen F; = (ag, a1, as, as, . ..), Fo = (bo, b1, ba, b3, . ..) und formen

ihre komponentenweise Addition
./_"1 +.F2 = ((10 + bo,a1 + bl,CLQ -+ bz,ag + b3, .. )

Behauptung: Seien F; und F, zwei Fibonacci-Folgen, dann ist auch F; + F5 eine Fibo-
nacci Folge. Wir bezeichnen die Glieder von F; + F» als F; + Fo = (co, ¢1,C2,C3, - - .).

Laut Ubung 2.20 miissen wir lediglich zeigen, dass
Cp = Cp—1 + Cp—2
fiir alle n > 2 gilt. Beweisen wir es: Es gilt
Cn = ap + b,
und da F7, F, € Fib haben wir
Ay + by = (ap—1 4+ an—2) + (bp—1 + bp—2) = (a1 +bp_1) + (a2 +bp_2) = ch_1 + cp_oa.

Daher gilt in der Tat ¢, = ¢,_1 + ¢,_o.

Ubung 0.6. Mit der Notation von Definition 0.3 erkliren Sie fiir sich selbst, dass das
obige Argument Folgendes zeigt:

fa,b + Jrc,d = Fa—l—c,b—&-d'

Kurz gesagt, konnen wir zwei Elemente von Fib addieren. Der Fibonacci-Folgen
Raum Fib hat also eine Addition. Ausser der Addition haben wir noch eine andere
Operation in Fib: eine Multiplikation mit einem Skalar. In diesem Zusammenhang
ist ,Skalar” einfach ein komischer Name fiir eine reelle Zahl. Spéter in diesem Kurs
mochten wir andere ,/Typen von Zahlen betrachten, die einen sogenannten Korper
formen (vielleicht haben Sie schon vom Kérper der reellen/komplexen Zahlen oder von
endlichen Koérpern gehort) und ein Skalar ist dann einfach ein Element eines Korpers.
Im Moment ist jedenfalls ein Skalar einfach ein Synonym fiir eine reelle Zahl. Also, sei
a € R ein Skalar und A = (ag, ai, as, ...). Wir definieren die Multiplikation von A mit
dem Skalar o € R als

aA = (aay, cay, aag, . . .).

Ubung 0.7. Argumentieren sie dhnlich wie im Fall der Addition, um folgende Behaup-
tung zu zeigen: Sei @ € R und A € Fib. Dann gilt auch a4 € Fib. Zeigen Sie des

7
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Weiteren, dass aF,p = Faq,ab-

Wir haben also gesehen, dass der Raum Fib Addition und Multiplikation mit einem
Skalar hat. Wie hilft uns das, unsere Aufgabe Fy; gut zu kennen, zu 16sen? Geduld
bringt Rosen. ..

Bemerken Sie zuerst das Folgende: Wenn man F; = (ag, a1, ...) und F5 = (bo, by, .. .)
gut kennt, dann kennt man auch F; + F, gut. In der Tat, wenn man eine Formel fiir a,,
und b, hat, dann hat man auch eine Formel fiir das n-te Folgenglied. Namlich, wenn
a, = f(n)und b, = g(n) Formeln fiir das n-Glied sind, dann ist f(n)+g(n) eine Formel
fiir F, + F». Ahnlicherweise, wenn man eine Folge A € Fib gut kennt, dann kennt man

auch aA fiir alle & € R gut. Allgemeiner, zeigen Sie:

Ubung 0.8. Wenn wir Fi, ..., Fj gut kennen, dann kennen wir
Ofl.F1+...+Oékfk (02)

fiir alle o, ..., € R gut.

Ausdriicke der Form (0.2) heissen lineare Kombinationen von Folgen.

Anders gesagt, kann man mittels der Struktur von Fib das Wissen {iber einige
Elemente von Fib auf andere Elemente von Fib tibertragen.

Das ist alles sehr schon, aber es gibt kein einziges Element von Fib, das wir gut
kennen! Das ist eigentlich nicht wahr. Es gibt doch ein Element von Fib, das wir gut

kennen.
Ubung 0.9. Finden Sie es, bevor Sie weiter lesen.

Die Fibonacci-Folge Fyo kennen wir sehr gut: Wenn Fyo9 = (ag, ay, . ..), dann ist
a, = 0 fir alle n € NU {0}. Heisst das, dass wir jetzt mittels der Struktur von Fib
viele andere Folgen gut kennen? Leider nicht, denn Fyo + Foo oder aFy ergeben
leider keine neuen Folgen. .. Wir bekommen einfach F; wieder und wieder. Also, wenn
wir nur Fyo gut kennen, konnen wir mittels Addition und Skalarmultiplikation nicht
weiterkommen. Wie viele Folgen sollten wir kennen, um alle Elemente von Fib gut zu
kennen?

Nehmen wir an, dass wir eine Fibonacci-Folge F,; mit a und b beide nicht Null gut

kennen. Dann kennen wir mittels Skalarmultiplikation F,, o fiir alle o € R gut.

Ubung 0.10. Zeigen Sie, dass die Menge {Faa,eb | @ € R} C Fib unter der Annahme
(a,b) # (0,0) unendlich viele Elemente enthélt, aber trotzdem niemals gleich Fib ist.

Diese Ubung zeigt, dass wir zumindest zwei Fibonacci-Folgen gut kennen miissen,
um alle Elemente von Fib gut zu kennen. Existieren also zwei Folgen in Fib, die wir

gut kennen und wodurch wir dann alle Elemente von Fib gut kennen? Kénnte man

8
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also zwei Folgen A, B € Fib finden, so dass jede Folge eine lineare Kombination von A
und B ist?
Wenn wir zum Beispiel Fy; und F; o gut kennen, dann kennen wir alle Elemente von

Fib gut: Wir konnen ein allgemeines Element F,; von Fib folgendermassen schreiben
./T'.a’b = a}],g + bfo’l

und daraus folgt eine Formel fiir ,; aus Formeln fiir Fy; und F .

Dies ist nochmals sehr schon, aber wir sind wieder bei unserem urspriinglichen Pro-
blem angelangt! Wir kennen F ; noch nicht gut! Im néchsten Abschnitt werden wir zwei
andere Folgen gut kennenlernen und mit diesen kann man auch jedes andere Element

von Fib mit Skalarmultiplikation und Addition erreichen.

Bemerkung 0.11. Die Tatsachen, dass
(1) zwei Folgen reichen,
(2) eine Folge nicht reicht (Ubung 0.10),

(3) in jeder Menge von drei Folgen es eine Folge gibt, die wir weglassen kénnen ohne

die Menge der ,erreichbaren Folgen“ zu dndern,

sind verbunden mit der Aussage, dass der Raum Fib Dimension 2 hat. Das ist keine
Uberraschung. Dimension ist fast gleichbedeutend mit der Anzahl , Freiheitsgraden® des
Raums. Uberlegen Sie sich, wieso Fib genau 2 Freiheitsgrade von reellen Zahlen hat.

In anderen Worten, Fib ist eine Ebene, in der jeder Punkt eine Folge darstellt.

0.2 Vorkenntnisse und Symmetrie

Wie kommt man auf eine neue Idee fiir die Losung eines Problems? Normalerweise
durch die Nutzung von Vorkenntnissen, die fiir die Losung relevant sind oder durch
das Erkennen, dass das Problem eine gewisse Symmetrie hat, die wir benutzen kénnen.
Vielleicht denken Sie, dass unser Problem gar keine Symmetrie enthélt. Immerhin ist

dies kein geometrisches Problem...

0.2.1 Vorkenntnisse

Bevor wir erkldren, welche Symmetrie dieses Problem dennoch geniesst und wieso
diese Symmetrie der Schliissel zur Losung ist, benutzen wir unsere Vorkenntnisse um

Fibonacci-Folgen zu finden, die wir gut kennen.

Ubung 0.12. Zeigen Sie, dass Fib keine arithmetische Folge enthilt (ausser Fo).
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Die Ubung zeigt, dass wir mit arithmetischen Folgen nicht vorankommen kénnen.
Wie wiire es mit geometrischen Folgen? Kann eine Folge der Form (a, aq, aq?, ag?, .. .)
eine Fibonacci-Folge sein? Der Einfachheit halber versuchen wir zuerst a = 1, das heisst

mit einer Folge der Form
gq - <1aq)q27 .. )

mit ¢ # 0. Die Folge G, ist eine Fibonacci-Folge, genau dann, wenn
qn — qnfl 4 qn72 (03)

fiir alle n > 2 gilt. Da q # 0, kénnen wir (0.3) durch ¢"~2 dividieren und daher ist (0.3)
daquivalent zu
¢ =q+1. (0.4)

Dies koénnen wir mittels anderer Vorkenntnisse 16sen, der Mitternachtsformel?®! Glei-

chung (0.4) gilt genau dann, wenn

Es ist Ublich die Zahl

14++5
9

~ 1.618033... (goldener Schnitt)

mit ¢ zu bezeichnen und die Zahl

1-+5
2

~ —0.618033... (konjugierter goldener Schnitt)

mit 1. Fassen wir diesen Teil zusammen: die Folgen

Go=(Lp,¢*,¢% ...) und Gy = (1,0, ¢°,...)

sind beides Elemente von Fib, die wir gut kennen! Dies ist wunderbar, aber kénnen
wir mittels Addition und Skalarmultiplikation von G, und Gy, die urspriingliche Folge

Fo,1 ausdriicken? Ja!

Ubung 0.13. Verifizieren Sie, dass

1 1
——Go+ ——Gy = For.
o—p gt TN

Bemerkung 0.14. Um Ubung 0.13 zu 16sen, miissen Sie wahrscheinlich ein lineares Glei-

chungssystem losen. Lineare Gleichungssysteme liegen im Herzen der linearen Algebra.

3Endlich eine Motivation zum Ldsen einer quadratischen Gleichung!

10



Kapitel 0.2 Vorkenntnisse und Symmetrie

Eines unserer ersten Themen wird ein Algorithmus sein, um lineare Gleichungssysteme

zu 16sen, die Gauss-Elimination.

Ubung 0.13 gibt eine Formel fiir das n-te Glied von Fo1 = (ap, a1, as,...):

. . 1 o — Q" — Y (%g)” - (%5)”

:@_¢¢+¢_(p o—v V5

Wir sind am Ziel angekommen!

Ubung 0.15. Sei Fo1 = (Fo, F1, Fy,...). Unter der Annahme, dass lim,, FF_L exi-
stiert, berechnen Sie diesen Grenzwert. Dies gibt eine andere Motivation geometrische

Folgen mit ¢ als den Wert dieses Grenzwert zu betrachten.

0.2.2 Symmetrie

Man konnte sagen, dass dies nur ein Gliickstreffer war. Wie konnten wir wissen, dass
geometrische Folgen hilfreich sein wiirden? Das ist eine berechtigte Frage. Wie vorhin
erwihnt, konnte man diese geometrischen Folgen entdecken, wenn man die Symmetrie
des Raums Fib betrachtet. Was aber bedeutet Symmetrie in diesem Zusammenhang?
Wenn X irgendein geometrischer Raum ist, dann ist eine Symmetrie von X eine Ab-
bildung?

T:X— X,

die alle/einige der geometrischen Eigenschaften von X erhélt, wie beispielsweise Di-
stanz, Winkel usw. Wenn 7" : X — X eine Symmetrie ist, dann ist die Menge der
Fixpunkte

Fix(T)={r € X : T(z) =z}

normalerweise eine interessante Menge zum Betrachten. In anderen Worten ist ein Fix-
punkt ein Element, welches auf sich selbst abgebildet wird. Um den Symmetriebegriff
auf allgemeinere Rédume zu verallgemeinern, konnten wir das Folgende definieren: Sei
X ein Raum mit einer gewissen Struktur. Eine Symmetrie von X ist eine Abbildung
T : X — X, die die Struktur von X erhalt/respektiert.

Wenn X = Fib bekommen wir das Folgende:

Definition 0.16. Eine Abbildung 7' : Fib — Fib heisst eine Symmetrie von Fib,
wenn fiir A, B € Fib und « € R gilt, dass

T(A+B)=T(A) +T(B) wd T(aA)=aT(A). (0.5)

4Eine Abbildung ist ein anderer Name fiir eine Funktion. Das ist eine Regel, die jedem Element
von X ein bestimmtes Element von X zuordnet. Dies und andere Grundlagen werden wir zusammen
mit der Analysisvorlesung bald sorgfiltig definieren.

11
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Die Anforderungen in (0.5) sind das, was wir meinen mit ,/ T respektiert die Struktur
von Fib‘“.
Uberlegen wir zuerst, welche Abbildungen 7' : X — X wir iiberhaupt kennen. Hier

sind drei Beispiele, die nicht so interessant sind:
1. Die Identitéts-Abbildung
Id : Fib — Fib
A— A,
die ,nichts* macht.
2. Die Skalarmultiplikations-Abbildung: Fiir o € R definieren wir

M, : Fib — Fib
A= aA.

3. Die Vektoradditions/Folgenadditions-Abbildung: Fiir B € Fib definieren wir

Ap : Fib — Fib
A— A+ B.

Ubung 0.17. Zeigen Sie, dass Id und M, fiir alle o € R die Anforderungen in (0.5)
erfilllen. Zeigen Sie des Weiteren, dass Ap fir B # Fyo die Anforderungen in (0.5)
nicht erfillt.

Wie gesagt, sind diese Symmetrien nicht besonders interessant, vielleicht weil sie
nicht mit der Tatsache verbunden sind, dass es sich bei Fib um einen Raum von Folgen
handelt. Diese Abbildungen existieren fiir jeden Raum, der Addition und Skalarmulti-
plikation hat.

Ubung 0.18. Bevor Sie weiter lesen, versuchen Sie eine interessante andere Abbildung
T : Fib — Fib zu finden, welche beriicksichtigt, dass es sich um einen Folgen-Raum
handelt? (Hinweis: Ich behaupte: Wenn man F; o gut kennt, dann kennt man auch Fo
gut. Wieso?)

Bei Folgen-Raumen gibt es die Verschiebungsabbildung

S : Fib — Fib

(ao,al,ag, .. ) — (CLl,CLQ, .. )

Ubung 0.19. (1) Verifizieren Sie, dass S(.A) € Fib fiir A € Fib.
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(2) Verifizieren Sie, dass S die Anforderungen in (0.5) erfiillt.

Diese Verschiebungsabbildung ist schon eine interessante Symmetrie, die mit Folgen-

Réumen verbunden ist. Daher fragen wir uns, welche Fixpunkte S hat:
Ubung 0.20. Zeigen Sie, dass Fo,0 der einzige Fixpunkt von S ist.

Gut, die Fixpunkte von S sind nicht so interessant. Es stellt sich heraus, dass fiir
Abbildungen, die (0.5) erfiillen, die Menge von Fixpunkten haufig nicht interessant
ist. Die Forderung S(A) = A ist einfach zu einschrénkend, um interessante Folgen
zu bekommen. Daher betrachtet man eine schwichere Anforderung (die auch mit der

Skalarmultiplikation verbunden ist).

Definition 0.21. Sei 7' : Fib — Fib eine Symmetrie. Eine Folge A # F; o heisst eine

Figenfolge von T', wenn es ein a € R gibt, so dass
T(A) = aA.

Der Skalar « heisst der Eigenwert von A.

Wir mochten also alle Eigenfolgen der Symmetrie S finden®. Dafiir nechmen wir
an, dass A = (ag,a,as,...) # Fyo eine Eigenfolge mit Eigenwert « ist. Dann gilt
S(A) = @A oder in anderen Worten

(a1,a9,as,...) = alag,ar, as,...) = (qag, aay, aas, . . .).
Also gilt a,, = aa,_; fir alle n > 1. Daher hat A die Form
A = (ag, apar, apa®, aga®, .. .). (0.6)

Das heisst, dass A eine geometrische Folge ist. Welche @ (und welche ag) kommen also
in Frage? Dies haben wir schon in Abschnitt 0.2.1 gesehen, aber leiten wir es nochmals

her: Aus (0.6) folgt insbesondere, dass
a, = o ay
fiir alle n > 0. Da A € Fib gilt auch as = a1 + a¢ und zusammen bekommen wir
o’ag = as = ay + ag = aag + ag = (a+ 1)ag. (0.7)

Aus A # Fy folgt, dass ag # 0. (Wieso? Finden Sie eine iiberzeugende Erklérung.)
Daher ist (0.7) dquivalent zu a® = « + 1. Sieht das bekannt aus? Dies ist gerade die

5Fiir die fortgeschrittenen Leser bemerken wir das Folgende. Eigenfolgen sind eigentlich Fixpunkte
beziiglich der Wirkung von S auf dem projektiven Raum P(Fib).

13
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Gleichung (0.4). Dies bedeutet: Wenn A eine Eigenfolge mit Eigenwert « ist, dann gilt
a? = a + 1 beziehungsweise o = 1 oder o = . Das heisst, A ist eine geometrische
Folge mit o« = ¢ oder o« = 9. Der Einfachheit halber wihlen wir ag = 1. Wir bekommen

die zwei Folgen, die wir vorher erraten haben

glP: (17S07§027903,---> und ng (1,w,¢2,w3,...).

Zusammenfassung : Die n-te Fibonacci-Zahl F), ist durch

(55)" - (52)"

V5

gegeben.
Allgemeiner zeigen Sie:

Ubung 0.22. Finden Sie eine Formel fiir das n-te Glied von Fap, die von a,b und n

abhangt.

Es gibt noch viele Sachen in diesem Zusammenhang zu sagen, aber wir miissen

irgendwann mit dem Kurs anfangen. Hier ist eine kleine Ubung als Dessert:

Ubung 0.23. Zeigen Sie, dass

p=1+

1+
1+

1
1+...

Was genau gemeint ist mit dieser Schreibweise und wie dies mit der Bewegung der

Planeten zusammenhéngt, konnen Sie mich fragen oder hier [4, §1.1] nachlesen.

Bemerkung 0.24. Auf die Idee zu dieser Einfithrung bin ich gekommen, als ich Ubungs-
stunden an der Hebrew University gehalten habe und gefragt wurde, wieso lineare
Algebra Spass machen soll. Dies habe ich durch diese Frage mit der Welt geteilt. Viele

der Antworten dort sind sehr interessant und lohnen sich, dariiber nachzudenken!
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Figur 0.1: Ihr néchstes T-Shirt?
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mengen und Abbildungen

Dieses Kapitel haben wir sowohl in der Linearen Algebra wie auch in der Analysis

besprochen. Sie konnen dieses Kapitel im Fischer [6] als Wiederholung lesen.

1.2 Gruppen

Teile von diesem Kapitel haben Sie in der Analysis behandelt (die Definition von
Gruppen, Ringen und Koérper). Fiir uns ist vor allem die Definition von Koérpern rele-
vant. In der Vorlesung Algebra I im dritten Semester werden sie noch mehr Gruppen-
und Ring-Theorie behandeln. In diesem Kapitel geben wir nur einige Definitionen und

einige Beispiele.

Definition 1.1 (Analysis 24. Sept.). Eine Gruppe (G, e,-) ist eine Menge G versehen
mit einem Element e € G (das neutrale Element) und einer Verkniipfung - : GxG — G

mit folgenden Eigenschaften:
a) Fir alle a,b,ce G gilt (a-b)-c=a-(b-c). (- ist assoziativ)
b) Firallege Ggilte-g=g-e=g. (daher der Name ,neutrales Element*)

¢) Zujedem g € G gibt esein g € Gmit g- g = ¢'-g =e. (¢ nennen wir ein inverses

Element von g)

Beachten Sie, dass a) der Eigenschaft G1 im Fischer 6] entspricht und b), c) ent-
sprechen G2. Wir schreiben oft zur Vereinfachung ab statt a - b fiir Elemente a,b € G,
falls klar ist, welche Operation gemeint ist.

Folgende Proposition haben Sie auch in der Analysis gesehen (vgl. auch Fischer [6,
Kap. 1.2.3]):
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Proposition 1.2. 1) Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt (d.h. falls fire, e’ €
G gilt, dass eqg = ge und €¢'g = ge’ fiir alle g € G, dann folgt stets e = ¢’).

2) Das inverse Element von G ist eindeutig bestimmt. (Beachten Sie, dass wir dadurch

a™! fiir das inverse Element von a schreiben kénnen.)
3) Fir alle a,b € G gilt (a™')™' = a und (ab)™' =b"ta™.

4) Fir alle a,b,c € G gilt ab = ac genau dann wenn b = ¢ und ba = ca genau, dann

wenn b = c.

Beweis. Fir 1) und 2) verweisen wir auf die Analysis Vorlesung (21. Sept.). Wir be-
weisen jetzt 3):
Beachten Sie, dass (a=1)~! das einzige Element b € G ist mit der Eigenschaft

a'b=0ba ' =e.

Da a auch diese Eigenschaft hat, folgt nach 2), dass a = (a™')~!. Fiir den zweiten Teil

bemerken Sie, dass
(ab)(bta™) =a(bb N a ™! =aeat =aat = e

und analog folgt (b~'a=1)(ab) = e. Nach 2) folgt wiederum, dass b~'a~! = (ab)~!. Teil

4) der Proposition beweisen Sie in Serie 4. O

Definition 1.3. Eine Gruppe (G, e, -) heisst abelsch oder kommutativ, falls a-b=b-a
fiir alle a,b € G gilt.

Bemerkung 1.4. Wenn eine Gruppe G abelsch! ist, dann verwenden wir fast immer
die additive Schreibweise und schreiben (G, e, +) fiir die Gruppe. Also schreiben wir

insbesondere g; + g, statt gg, und —g statt g fiir g1, g2, 9 € G.

Beispiel 1.5. Wir betrachten einige Beispiele von Gruppen.
e (Z,0,+) ist eine Gruppe.
e (NU{0},0,+) ist keine Gruppe, da jedes n € N kein inverses Element hat.
e (Q,0,+) ist eine Gruppe.

e Allgemeiner ist (K0, +) fiir jeden Korper K eine Gruppe. (Die Definition eines
Korpers folgt noch.)

I'Der Begriff ,abelsch® ist zuriickzufiihren auf den Mathematiker Niels Abel. Dieser Begriff ist das
einzige Beispiel eines nach einer Person benannten mathematischen Begriffs, der ohne Grossbuchstabe
geschrieben wird. So grundlegend ist dieser Begriff also!
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e Sei X eine Menge und
Abb(X) ={f: X — X | f ist bijektiv}. Dann ist (Abb(X),Idx, o) eine Gruppe.
Hier ist o die Verkettung und Idy : X — X,z +— =z die Identitatsabbildung.

(Dieses Beispiel haben Sie schon in der Analysis gesehen).

e Wenn X = {1,...,n} ist, dann schreiben wir S, = Abb(X) und somit ist
(Sp,Idx, o) nach dem obigen Beispiel eine Gruppe. Diese Gruppe benutzen wir

spéter, wenn wir Determinanten besprechen (Kapitel 3 im Fischer [6]).

1.2.1 Wichtiges Beispiel: Restklassen modulo n

Dieses Beispiel ist zentral fiir uns. Es wird uns als Beispiel fiir Gruppen, Ringe und
fiir gewisse n auch fiir Kérper dienen. Um das ,Objekt der Restklassen zu definieren,
betrachten wir die folgende Aquivalenzrelation auf Z: Sei n € N. Wir definieren fiir
a,be

an~y,b <= (b—a)ist durch n teilbar <= AN € Z: (b—a) = In.

Bemerkung 1.6. Wenn n aus dem Zusammenhang klar ist, dann schreiben wir einfach

~ statt ~,,.

Ubung 1.7. Beweisen Sie, dass ~,, eine Aquivalenzrelation ist. (Reflexivitit und Sym-

metrie sind fast direkt, nur fiir die Transitivitdt muss man kurz tiberlegen.)

Ubung 1.8. Schreiben Sie die Aquivalenzklassen fiir ~s, ~s3, ~u, ... auf, bis Sie ver-
standen haben, was die Aquivalenzklassen von ~,, fiir ein allgemeines n € N sind. Wie

viele Aquivalenzklassen gibt es fiir ~q?

Wir 16sen Ubung 1.8 fiir ~y (jedoch ohne Erkldrung!):

0], ={...,—6,—4,-2,0,2,4,...} = die Menge der geraden Zahlen in Z
M., =1...,-5,-3,—1,1,3,5,...} = die Menge der ungeraden Zahlen in Z

Also sehen wir, dass a ~ b ein ausgekliigelter (aber préziser) Weg ist zu sagen, dass a

und b entweder beide gerade sind oder a und b beide ungerade sind.?

2Merken Sie sich: Es ist in der Tat priziser die obige Definition mit ~5 zu verwenden. Entweder
...oder ...hat keine ganz eindeutige Bedeutung in der Alltagssprache. Einige ETH-Dozenten verbieten
die Nutzung von ,entweder* sogar! Ich erlaube es Thnen, aber nur wenn es klar ist, was Sie meinen!
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Was passiert nun, wenn man beispielsweise eine gerade Zahl und eine ungeraden

Zahl addiert? Man bekommt immer eine ungerade Zahl! Es gilt

gerade + gerade = gerade (1.1)
gerade + ungerade = ungerade (1.2)
ungerade + gerade = ungerade (1.3)

(1.4)

ungerade + ungerade = gerade.

Ubung 1.9. Zeigen Sie, dass (1.1) der Menge Z/ ~y= {[0],, [1]~,} die Struktur einer
Gruppe gibt mit [0]., als neutralem Element. Die Additions-Tabelle sieht so aus:

+ [0~ | [T~
[0l~, | [0]~, | [1]~,
[~y | [~y | [0,

Dies mochten wir auch in einem ausgekliigelten Weg schreiben, und zwar fiir ~,,.

Zuerst geben wir aber die Antwort zu Ubung 1.8: Fiir ~,, gibt es n verschiedene Aqui-

valenzklassen, die man durch ,Restklassen darstellen kann:

0]., =0+4+nZ :={0+nl|leZ}
={alle ganzen Zahlen mit Rest 0 bei Division mit n}
Mo, =14nZ:={1+nl|lcZ}

={alle ganzen Zahlen mit Rest 1 bei Division mit n}

=n—-1)4+nZ:={(n—1)+nl|l€Z}

={alle ganzen Zahlen mit Rest (n — 1) bei Division mit n}.

n

n—1].

Allgemeiner gilt [a]., = a+ nZ. Wir schreiben @ fiir [a]., (unter der Annahme, dass n
aus dem Zusammenhang klar ist). Also ist @ = a +nZ = [a]~,. Des Weiteren schreiben

wir @ = bmodulon oder a =b mod n oder a = b (n), falls a ~,, b.

Beispiel 1.10. Sei n = 3. Dann ist beispielsweise

=-2=10=3k+1 firkeZ

|

o 1=

=—9=3k firkeZ

ol
wl

e 2=5=—-1=11 mod 3

Obiges Beispiel zeigt, dass jede Restklasse viele Darstellungen als @ hat.
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Definition 1.11 (vgl. Fischer [6, Kap. 1.2.7]). Sei n € N. Wir schreiben Z/nZ fiir die

Menge der Aquivalenzklassen von ~,, das heisst?

Z/nZ =17) ~p={0,1,...,(n— 1)}.

Wir méchten gerne zwei Elemente von Z/nZ addieren kénnen. (Denken Sie an Z/nZ

fiir n = 2 und die Addition von geraden/ungeraden Zahlen oben.)

Definition 1.12. Seien @, b € Z/nZ. Wir definieren

a+b:=a+b. (1.5)

Ist das eine gute Definition? Ist es ,erlaubt®, diese Addition einfach so zu definieren?
Da wir Addition von Restklassen//fquivalenzklassen durch eine Auswahl von Représen-
tationen definieren?*, miissen wir beweisen, dass diese Definition nicht von dieser Wahl
abhéngt. In der Mathematik sagen wir, dass wir zeigen miissen, dass die Addition in

(1.5) wohl definiert ist. Dies ist am besten erklért, in dem man den Beweis sieht:
Lemma 1.13. Die Addition in (1.5) ist wohl definiert.

Beweis. Seien a,a’ € Z mit @ = a’ (d.h. a und @’ sind zwei moglicherweise verschiedene
Reprisentationen derselben Restklasse) und b, € Z mit b = ¢/. Wir miissen zeigen,

dass

at+b=d +V.

Das ist einfach: Laut Annahme existieren [, k € Z mit
a—a =In und b—b =kn.
Daraus folgt, dass

(a+b)—(d+V)=(a—d)+(b=V)=In+kn=(l+k)n.

Also gilt a + b = o’ + ¥ und daher ist die Addition wohl definiert (sie héngt nicht von
der Wahl der Représentanten ab). Dies beendet den Beweis. O

Theorem 1.14 (vgl. Fischer [6, Kap. 1.2.7|). Die Menge Z/nZ zusammen mit der
obigen Addition ist eine abelsche Gruppe.

Beweis. Seien @,b,¢ € Z/nZ. Wir miissen vier Eigenschaften iiberpriifen:

3Die erste Gleichung gilt nach Definition der Quotientenmenge und die zweite laut Ubung 1.8.
4F{ir n = 3 ist es nach obiger Definition zum Beispiel a priori nicht klar, dass T +3 = 1+ —9,
vgl. Beispiel 1.10.
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e Assoziativitit folgt aus Assoziativitit in Z:

@+b)+c=a+b+c=(@+b)tc=a+(btc)=a+btc=a+ (b+7)
e 0 ist das neutrale Element: 0+@=0+a=a=a+0=a+ 0.
e —a ist die Inverse von @: @+ —a=a + (—a) =0 = (—a) + a = —a +a.
e Die Gruppe ist abelsch, da Z abelsch ist: a +b=a+b=b+a =b+a.

Bemerkung 1.15. Wie bei jeder abelschen Gruppe bedeutet Subtraktion Addition der
Inversen: Erinnern Sie sich, dass —b die Inverse von b ist. Dann gilt: a —b=a+ —b =
a+(=b)=a—b.

1.2.2 Untergruppen, Homomorphismen und Isomorphismen

Dieses Kapitel vergleicht sich mit Kapitel 1.2.6 im Fischer [6]. Wir besprechen kurz
einige Begriffe der Gruppen-Theorie.

Definition 1.16. Sei (G, -) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heisst eine Unter-
gruppe (von G), falls das Folgende gilt:

e H ist nicht leer.
e Fiir alle Ay, ho € H gilt hihy € H.
o Fiiralle h € H gilt h™! € H.
Beispiel 1.17. Wir betrachten einige Beispiele von Untergruppen.
e 7 C (Q,+) ist eine Untergruppe von (Q, +).
e {0} C Z ist eine Untergruppe von Z.
e Fiir jedes m € N ist die Menge mZ = {ml | | € Z} ist eine Untergruppe von Z.
e Sei (G,e,-) eine Gruppe. Dann sind {e} und G selbst zwei Untergruppen von G.
e {0,2} C7Z/47 = {0,1,2,3} ist eine Untergruppe von Z/4Z.

Bemerkung 1.18. Ist H C (G, -) eine Untergruppe, so ist (H,-) mit der Verkniipfung -
aus G wieder eine Gruppe:

Assoziativitdt der Verkniipfung - auf H folgt, da H C G. Ausserdem gilt, dass
h=' € H fiir h € H per Definition von Untergruppen. Da h,h™! € H folgt aus der
Definition von Untergruppen auch, dass ¢ = hh™' € H und e hat die Eigenschaft
eg = ge = g fiir alle g € G. Da H C G gilt dies also insbesondere fiir alle h € H. Also
ist (H,-) in der Tat eine Gruppe.
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Um gewisse strukturelle Ahnlichkeiten zwischen verschiedenen Gruppen auszudriicken,
brauchen wir den Begriff von Homomorphismus und Isomorphismus. Allgemeiner defi-
niert man in der Mathematik (insbesondere in der abstrakten Algebra) eine Klasse von
Objekten mit gewisser Struktur und betrachtet dann alle Abbildungen zwischen diesen

Objekten, welche die Struktur der Objekte ,erhalten/respektieren. Kiirzer gesagt:

Definition 1.19 (vgl. Fischer |6, Kap. 1.2.6]). Seien (G,-) und (H, %) zwei Gruppen.
Eine Abbildung ¢ : G — H ist ein Homomorphismus, falls fur alle g1, g2 € G gilt ¢ (g; -

g2) = ©(g1) *(g2)°. Ein bijektiver Homomorphismus nennen wir einen Isomorphismus.

Lemma 1.20. Sei ¢ : (G,eq, ) = (H, eq,*) ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) p(eg) = em, wobei eq und ey jeweils die neutralen Elemente von G und H sind.

(b) pla™t) = p(a)™! fir allea € G.

Beweis. (a) Es gilt p(eq) = v(eq-eq) = pleq) *p(eq). Wir multiplizieren beide Seiten
von links mit ¢(eg) ™" und erhalten:

en = plea) ! xp(ea) = pleq) ™ * pleq) * pleq) = en * plea) = p(eq).

(b) Seia € G. Nach (a) gilt p(a)*p(a™t) = ¢(a-a™) = pleg) = ey und (a1 xp(a) =
p(a™ta) = p(eg) = ey. Aus der Eindeutigkeit der Inversen folgt nun (b).
[

Bemerkung 1.21. Wie wir in Bemerkung 1.4 gesagt haben, verwenden wir normalerweise
additive Schreibweise fiir abelsche Gruppen. In additiver Schreibweise sieht Definition
1.19 so aus: Seien (G, +¢) und (H,+py) zwei (abelsche) Gruppen. Eine Abbildung
¢ : G — H ist ein Homomorphismus, falls (g1 +¢ 92) = ¢(g1) +u ¢(g2) gilt.

Beispiel 1.22. (1) Sei m € N. Die Abbildung

om: (Z,+) = (Z,+)

a+— ma

ist ein Homomorphismus: ¢,,(a+b) = m(a+b) = ma+mb = ¢,,(a) + ¢ (). Diese

Abbildung ist genau, dann ein Isomorphismus, wenn m = 1.

(2) Sei n € N. Die Abbildung

Tn 2 L — Z/nZ

ar—a

5Beachten Sie, dass - die Multiplikation in G ist und % die Multiplikation in H!
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ist ein Homomorphismus: 7,(a+b) = a +b = a+b = 7,(a) + 7, (b). Bemerken Sie,
dass die ersten zwei Additionszeichen die Addition in Z bezeichnen und die letzten
zwel die Addition in Z/nZ.

Ubung 1.23. Zeigen Sie, dass Bild(p,) = m,'(0), und dass diese Menge eine Unter-
gruppe von 7 ist.

1.3 Ringe und Korper

Unsere Hauptmotivation fiir dieses Kapitel ist es Kérper zu definieren. Diese Kapitel

vergleicht sich mit Kapitel 1.3 im Fischer [6]. Als erster Schritt definieren wir Ringe:

1.3.1 Ringe

Definition 1.24. Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen

+:RxR—R, (a,b)—a+b (Addition)
-:RxR— R, (a,b)—a-b (Multiplikation)
heisst ein Ring, falls:
(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) - ist assoziativ.
(R3) Fir alle a,b,ce Rgilta-(b+c)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-c.
Des Weiteren definieren wir:
e R heisst kommutativ, falls fiir alle a,b € R gilt a-b=5-a.

e R heisst Ring mit Eins, falls es ein Element 1 € R gibt, sodass 1-a=a-1=a
fiir alle a € R gilt. Das Element 1 € R mit dieser Eigenschaft heisst Einselement.

Wir schreiben oft zur Vereinfachung ab statt a - b fiir Elemente a,b € R, falls klar

ist, welche Operation gemeint ist.

Beispiel 1.25. (Z,+, ) ist ein kommutativer Ring (mit Eins), 1 € Z ist das Einsele-

ment.

Beispiel 1.26 (Restklassen). Wir betrachten Z/nZ fir n € N. Wir definieren fiir
a,b € Z/nZ:

a-b=a-b. (1.6)
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Man tberpriift (dhnlich wie fiir die Addition zuvor), dass die Multiplikation in (1.6)
wohl definiert ist (d.h. sie hingt nicht von der Wahl der Représentanten ab). (Machen
Sie das!) Mit dieser Definition ist (Z/nZ,+,-) ein (endlicher) kommutativer Ring mit
Eins; das Einselement ist 1. Dies erméglicht die sogenannte modulo Arithmetik, welche
dusserst niitzlich ist fiir viele Anwendungen in der Zahlen-Theorie (siehe Spass-Aufgabe
in Serie 4). Aus Zeitgriinden verzichten wir jedoch auf mehr Details. Hier sind die
Multiplikations-Tabellen fiir n = 4, 5:

101112134

10111213 0/0/0/0|0|0

0(0[0]|0/0 1(0(1]2/34

110(11]2/3 21012413

210(2]0/2 3/10/3|1(4]|2

31013121 4101413121
n=4 n=>5

Wenn wir eine Ring R mit Eins haben, kdnnten wir uns nun fragen, ob es auf R eine
Gruppenstruktur beziiglich Multiplikation gibt. In diesem Fall wire 1 € R das neutrale
Element. Ein Problem, das wir dabei haben ist das Element 0 € R:

Lemma 1.27 (vgl. Fischer |6, Kap. 1.3.1]). Fir alle a € R haben wira-0=0-a = 0.

Beweis. Wir beweisen, dass 0 - a = 0. Der Beweis 0 - a = 0 ist sehr dhnlich.

Da 0+ 0 = 0 ist, haben wir wegen der Distributivitéit, dass
0-a=(040)-a=0-a+0-a.

Wir addieren die additive Inverse von 0 - a auf beide Seiten, benutzen Assoziativitéit

und erhalten
0=0-a—0-a=(0-a4+0-a)—0-a=0-a+(0-a—0-a)=0-a+0=0-a.

]

Wir kénnen natiirlich die Frage éndern und uns fragen, ob es auf R\ {0} eine
Gruppenstruktur beziiglich Multiplikation gibt. Wir sehen jedoch schnell, dass 0 nicht

das einzige Hindernis ist/war:

3.3
3.3

oIn Z/AZ is

0.
- (1.7)
oln 7Z/67Z is 0 .

t
t
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Dies zeigt, dass fiir R = Z/6Z oder R = Z /A7 die Menge R\ {0} keine multiplikative
Gruppe sein kann, da die Menge nicht einmal abgeschlossen ist beziiglich Multiplikation
(siehe (1.7)). Man kann tiberpriifen, dass man in Z /27,7 /37 und Z/5Z keine Beispiele

wie in (1.7) findet. Um genauer zu erkliren, was passiert, brauchen wir eine Definition:

Definition 1.28. Ein Ring R heisst nullteilerfrei, wenn fiir alle a,b € R mit ab = 0
folgt, dass a = 0 oder b = 0. In Quantoren:

Va,b€e R:ab=0= (a=0) Vv (b=0). (1.8)
Bemerkung 1.29. Es ist auch niitzlich sich die Kontraposition von (1.8) zu merken:
Va,b€ R:(a#0)A(b#0)= ab#0.

Wir definieren zuerst Koérper und fragen uns dann, wann genau unser Lieblings-

Beispiel Z/nZ ein nullteilerfreier Ring ist.

1.3.2 Korper

Kurz gesagt ist ein Koérper ein Ring mit Eins, wo jedes von Null verschiedene Element

eine multiplikative Inverse hat.

Definition 1.30 (vgl. Fischer [6, Kap. 3.3]). Eine Menge K (oder (K,+,-,0,1)) zu-

sammen mit zwei Verkniipfungen

+: KxK— K, (a,b)—a+b (Addition)
K xK—K, (a,b)—a-b (Multiplikation)

heisst Korper, wenn Folgendes gilt:

(1) K zusammen mit der Addition ist eine abelsche Gruppe (0 ist ihr neutrales Element,

—a die Inverse von a € K).

(2) Sei K* := K \ {0}. Dann ist (K*,-, 1) eine abelsche Gruppe. Das heisst, fiir alle

a,b € K* ist ab € K* und fiir alle a € K* existiert ein b € K* mit ab = 1. In

diesem Fall schreiben wir b = a~! =: 1 und allgemeiner schreiben wir £ := cd ™.

(3) Es gelten die Distributivgesetze:

a-(b+c)=a-b+a-c
(b+c)-a=b-at+c-a

In anderen Worten, K ist auch ein Ring.
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Beachten Sie, dass wir auch hier oft ab statt a - b schreiben fiir a,b € K.

Bemerkung 1.31. Man konnte auf die Definition einer Gruppe und eines Rings verzich-

ten und direkt einen Korper wie in nachfolgender Definition definieren.

Definition 1.32 (alternative direkte Definition). Fin Kérper ist ein Tupel (K, +,-,0,1)

bestehend aus einer Menge K mit zweir Abbildungen
+: KX K—>K;(z,y)—x+y

KX K= K (x,y)—x-y

und ausgezeichneten Elementen 0,1 € K, so dass die Korperaxiome gelten:

(K1) Vz,y,z€e K:x+(y+2)=(r+y)+ =2 (Assoziativitit der Addition)
(K2)Ve,ye K o +y=y+=x (Kommutativitit der Addition)
(K3)Vee K:04+z =z (Neutrales Element der Addition)
(Kj)Vee K3r'e K :x+2'=0 (Inverses Element der Addition)
(K5) Ve,yze K:x-(y-2)=(x-y)- 2 (Assoziativitat der Multiplikation)
(K6)Vee K:1-z=x (Neutrales Element der Multiplikation)
(K7) Ve e K\{0}32' e K :2/-x =1 (Inverses Element der Multiplikation)

(K8) Vx,y,z€ K :x-(y+z2)=x-y+z-zund

Ve,yz€ K (y+2)-x=y-c+z-x (Distributivitdt)
(K9) 1#0 (Nichttrivialitit)
(K10) Ve,ye K :x-y=y-x (Kommutativitit der Multiplikation)

Die Definition einer Gruppe kann spéter vielleicht doch hilfreich sein, wenn wir
Determinanten besprechen und gewisse Matrix-Gruppen erwdhnen. Im Moment ist es
wichtig, sich Folgendes zu merken: Unser erstes wichtiges Thema sind Vektorraume
tiber Korper. Korper spielen jetzt also eine wichtige Rolle, Gruppen und Ringe (noch)
nicht.

Lemma 1.33. Wir haben folgende Folgerungen aus der Definition eines Korpers:

(a) Es gilt 1 # 0. Das heisst, jeder Korper hat mindestens zwei Elemente.

(b) Es gilt 0-a=a-0=0.
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(c) Falls a-b =0, dann ist a = 0 oder b = 0. Anders gesagt, ist jeder Korper nulltei-

lerfrei.
(d) Wir haben a - (—=b) = —(a-b) und (—a) - (=b) =a-b.
(e) Fallsx-a=y-a mita € K* und x,y € K, dann folgt x = y.

Beweis. (a) Da K* eine Gruppe ist, ist 1 € K*. Das Element 0 ist hingegen per
Definition nicht in K*. Daher ist 1 # 0.

(b) Dies haben wir zuvor schon bewiesen.

(c) Die Tatsache, dass K* eine Gruppe ist, impliziert insbesondere, dass K* abge-
schlossen ist beziiglich Multiplikation. Das heisst, aus a,b € K* folgt ab € K*.

Dies ist genau die Kontraposition der Aussage in (c).

(d) Bemerken Sie, dass
ab+a(—=b) =a(b+(-b)) =a-0=0,

wobei die erste Gleichheit wegen Distributivitat gilt, die zweite da —b die Inverse
von b ist und die letzte Gleichheit gilt wegen (b). Daraus folgt (Wieso? Eindeutigkeit

der Inversen), dass
a(—b) = —(ab). (1.9)

Fiir die zweite Aussage verwenden wir (1.9):

1.9) 1.9)

(—a)(=b) & —(=(a)b) = —(b(—a)) "Z) —(—(ba)) = —(=(ab)) = ab, ~ (1.10)
wobei die letzte Gleichheit wegen Proposition 1.2 gilt.

(e) Hier geben wir nur einen Hinweis: Multiplizieren Sie die Gleichheit xa = ya mit
a~! € K* von der rechten Seite.

Andere Folgerungen sehen sie in der Serie/Ubungsstunde. [

Beispiel 1.34. Sie haben in der Analysis schon die Kérper Q, R und C gesehen. Diese
Korper sind auch fiir die lineare Algebra sehr wichtig. Falls Sie Fragen haben, dann

sollten Sie uns fragen!

Wir kehren zu unserem Restklassen-Beispiel zuriick, um einige endliche Korper zu

bestimmen.

Lemma 1.35. Der Ring Z/nZ ist genau dann nullteilerfrei, wenn n eine Primzahl ist.
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Beweis. ,, =" Hier verwenden wir die Kontraposition. Angenommen n ist nicht prim,

dann existieren 1 < k,1 < n, sodass n = ki Damit gilt in Z/nZ:
0=n==k-I,

aber k # 0 und [ # 0 (Wieso?). Daher ist Z/nZ nicht nullteilerfrei. ,<=* Nehmen wir

jetzt an, dass n eine Primzahl ist. Seien k,[ € Z/nZ mit
k-1=0.

Daraus folgt, dass ein r € Z existiert mit kI = rn und insbesondere teilt die Primzahl
n das Produkt kl. Dies impliziert”, dass ((n teilt k) oder (n teilt 1)), was dquivalent ist
zu (k =0 oder [ = 0). Dies zeigt, dass Z/nZ nullteilerfrei ist. O

Bemerkung 1.36. Wir mochten jetzt nicht gross darauf eingehen; nur als Bemerkung:
Wir sagen, dass ein Element in einem nullteilerfreien Ring R zwei verschiedene Eigen-

schaften haben kann:

e Man sagt, dass p € R prim ist, falls p teilt ab fiir a,b € R stets impliziert, dass p

teilt a oder p teilt b. In Quantoren ausgedriickt:

Va,b € R : p teilt ab = p teilt a V p teilt b.

e Man sagt, dass p € R irreduzibel ist, falls p kein Produkt von zwei Elementen in

R ist, die nicht invertierbar sind. In Quantoren ausgedriickt:

Va,be R:p=ab=a€ R*Vbe R".

In Z sind diese beiden Eigenschaften dquivalent. Die bekannte Tatsache, dass es in Z
eine Primfaktorzerlegung gibt ist dquivalent zu der Aussage, dass in Z Primelemente

und irreduzible Elemente gleich sind.

Lemma 1.37. Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit 1, so dass 1 # 0. Falls

R endlich vielen Elementen besitzt, dann ist R ein Korper.

Beweis. Sei R ein Ring wie in den Voraussetzungen des Lemmas. Um zu zeigen, dass R
ein Korper ist, gentigt es zu zeigen, dass jedes a € R\ {0} eine multiplikative Inverse hat
(Wieso?). Der Trick ist die folgende ,Multiplikation-mit-a-Abbildung* zu betrachten:

mq : R\ {0} — R\ {0}
b mgu(b) :=ab

SHier benutzt man, dass Primzahlen in Z irreduzibel sind, siche Bemerkung 1.36.
"Hier verwendet man, dass Primzahlen prim sind, siche Bemerkung 1.36.
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Da R nullteilerfrei ist, ist m, definiert (d.h. die Zielmenge von m, ist in der Tat in
R\ {0}). Ausserdem folgt die Injektivitiat aus der Nullteilerfreiheit: Seien b, 8" € R\ {0}
mit m,(b) = ab = al = m,(V’). Dann folgt (aus der Inverse und Distributivitét), dass
a(b—10) = 0. Da a # 0, folgt aus der Nullteilerfreiheit, dass b — b’ = 0. Dies zeigt die
Injektivitat.

Wir haben noch nicht die Annahme, dass |R| < oo (und daher |R\ {0} < o0)
benutzt. Aus dem Schubfachprinzip folgt: Weil |R\ {0}| < oo und m, injektiv ist, ist
m, auch surjektiv. Bemerken Sie nun zuletzt, dass 1 € R\ {0} (per Annahme) und
daher existiert ein b € R mit ab = m,(b) = 1. Dies zeigt, dass a eine Inverse besitzt,

was wir zeigen wollten. O

Korollar 1.38. Seip eine Primzahl. Dann ist Z/pZ ein Korper mit p Elementen. Das

Nullelement ist 0 und das Einselement ist 1.

Bemerkung 1.39. Der Korper® Z/pZ fiir p eine Primzahl ist zentral im Gebiet der
Algebra und Zahlentheorie. In Serie 5 haben Sie einige lustige Aufgaben dazu.

Ubung 1.40. Wir haben eigentlich gezeigt, dass a eine rechtsseitige Inverse besitzt.
Zeigen Sie, dass eine rechtsseitige Inverse auch eine linksseitige Inverse ist. (vgl. Fischer

6, 1.2.3, b)])

Definition 1.41. Sei (K,0,1) ein Korper. Fiir n € N definieren® wir

n-1=14+...+1¢c K.
——

n-Mal

Die Charakteristik von K ist dann definiert als

0, fallsn-1#0 fir allen € N
char(K) = :

min{n | n-1=0}, sonst

Beachten Sie, dass char(K) € NU {0}!

Beispiel 1.42. Wir berechnen einige Charakteristiken fiir uns schon bekannte Korper:
e Fir QR und C gilt char(Q) = char(R) = char(C) = 0.
o Fir F, = Z/pZ gilt char(F,) = p. (Wieso?)

Man kann mit einem dhnlichen Argument wie in Lemma 1.35 zeigen, dass die Cha-

rakteristik eines Korpers 0 oder eine Primzahl p € N ist.

8Normalerweise bezeichnet man diesen Kérper mit F, .= Z/pZ.
9Hier ist eine Induktion/rekursive Definition versteckt.
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1.4 Polynome

Die letzte Vorbereitung, bevor wir endlich anfangen kénnen (mit linearer Alge-
bra), ist es den Raum von Polynomen iiber einem Koérper einzufiithren. In der Mit-
telschule betrachtet man Polynome als Funktionen, aber wir méchten Polynome als
formale Objekte betrachten. Dies bereitet in der Regel einigen Studenten Miihe. Daher

erkldren wir unten den subtilen Unterschied zwischen Polynomen als formalen Objekten
und ihren entsprechenden Funktionen. Zuerst aber definieren wir Polynome:

Grob gesagt, ist ein Polynom ein Ausdruck, der durch Konstanten und Symbole (Va-
riablen oder Unbestimmte genannt) mittels Addition, Multiplikation und Potenzieren
(mit nicht-negativen ganzen Potenzen) gebildet werden kann. Zwei solcher Ausdriicke,
welche durch anwenden von Kommutativitdt, Assoziativitdt und Distributivitdt von
Addition und Multiplikation ineinander iiberfiihrt werden konnen, definieren dasselbe

Polynom. Nun die formale Definition:

Definition 1.43. Sei K ein Kérper und z eine Unbestimmte (unbekannte Variable)!©.

Wir nennen eine formalen Ausdruck der Form
f(z) = ao + a1 + ax® + ... + a,z", (1.11)
wobei n € N und a; € K fiir alle 0 < i < n, ein Polynom iiber K. Die Menge
Klz] = {f(z) wie in (1.11), mit n € N und a; € K fiir alle 0 <i <n}

heisst der Polynomraum tiber K (mit Unbestimmter x).

Bemerkung 1.44. Um ganz prézis zu sein, miissen wir sagen, dass ein Polynom iiber K
eindeutig bestimmt ist durch eine Folge {ay}32, mit a), € K fiir alle £ > 0, so dass ein
n € N existiert mit a; = 0 fiir alle ¥ > n. Zum Beispiel entspricht das Polynom 1 — x?
der Folge (1,0,—1,0,0,...) und die Polynome 1 —2z?* 1+0-z—2% und 1 —2*+0-z7 sind
alle gleich. Diese Bemerkung ist vielleicht sehr wichtig fiir unser ,Computer-Programm®
(bestehend aus formalen Definitionen und Theoremen), das wir langsam am Schreiben
sind, aber jeder von uns versteht schon, wenn zwei Polynome gleich sind durch die

(imprézise) Erklarung vor der Definition.

Hier sind noch einige Definitionen und Notationen, die wir brauchen werden:

Definition 1.45. Das Polynom mit a; = 0 fiir alle k£ € NU{0} heisst das Nullpolynom

und wird einfach mit 0 € K{[z| bezeichnet. Normalerweise schreiben wir f € K{z| statt

Denken Sie bei x als Platzhalter, oder besser gesagt, als sogenanntes ,freies Element “: ,frei“ im
Sinn, dass es nichts mit K zu tun hat, und ,,Element” im Sinn, dass wir Potenzen davon bilden kénnen,
wie zum Beispiel 2" =2 ... z.

—
n-Mal
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f(z) € K[z]. Der Grad von f € K|x] wie in (1.11) definieren wir als

—00, falls f =0

d _
elf) max{k € NU {0} | ar # 0}, sonst

Manchmal verwenden wir das Summenzeichen, um Polynome kiirzer zu schreiben.

Dabei definieren wir 2z° = 1 und z! = z:

n

k _ 0 1 n __ n
g arr” = Qg + AT + ...+ a0, =ag+ax+ ...+ a,x".
k=0

Der hochste Koeffizient, der ungleich Null ist, heisst der Leitkoeffizient (oder der fiih-
rende Koeffizient). Wenn der Leitkoeffizient 1 ist, dann heisst das Polynom normiert.
Polynome der Form a;2' fiir ein [ € N heissen Monome. Wir kénnen zwei Polynome
f,g € K|z| addieren und multiplizieren, indem wir die iiblichen Regeln der Kommuta-

tivitat, Assoziativitdt und Distributivitdt sowie Potenzregeln benutzen. Zum Beispiel

in Q[x]: Seien
f=32"+42+2 und ¢g=2°—-3z+4
Dann ist

f+g=06"+40+2)+ (2® -3z +4) =2+ 32° + 2+ 6,
frg=02"+42+2) (2° — 3z +4) = 32" + 42" — 72° + 10z + 8.

Ubung 1.46. Fiir n € NU{0} definieren wir die Regel —co4n = —o0. Seien f, g € K|[x]
nicht Null. Zeigen Sie (unter Benutzung der Regel), dass

deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Gilt
deg(f + g) = max(deg(f),deg(g))?

Wenn ja, beweisen Sie es. Wenn nein, iiberlegen Sie sich, in welchen Féllen es nicht gilt

und in welchen Féllen es doch gilt!

Bemerkung 1.47. Wie Sie oben sehen, erlauben wir uns die Freiheit Polynome nicht

immer mit aufsteigenden Potenzen zu schreiben.

Bemerkung 1.48. Unser ,Computer-Programm® ist verwirrt. Hier ist eine prézise Defi-
nition der Addition und Multiplikation: Seien f,¢g € K[z] mit entsprechenden Folgen

{ak}io:o und {bk}zo:o
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e Wir definieren f + ¢ als das eindeutige Polynom, das der Folge {c;}32, mit ¢, =
ay + by, entspricht. Auch fiir {c}72, gilt, dass ¢, € K fiir alle £ > 0, und dass
ein M € N existiert mit ¢, = 0 fir alle £ > M. (Wieso haben wir diesen Satz

geschrieben? Wieso existiert ein solches M?)

e Die Formel fiir die Multiplikation sieht etwas seltsam aus in dieser ,Folgen-
Schreibweise”“. Dies erklart wieso die Darstellung in (1.11) besser ist, obwohl sie
weniger prazis ist. Wir definieren f - g als das eindeutige Polynom, das der Folge

{ck}2,, entspricht, wobei

k
Cr :— &Qbk + albk_l + ...+ akbo = Zaibk_i = Z aibj. (112)
1=0 0<4,5<5k
i+j=k

(Uben Sie ihr Verstindnis des Summenzeichens, indem Sie (1.12) gut verstehen).

Definition 1.49. Elemente von Q|z] (resp. R[z], C[z]) heissen rationale Polynome (re-

sp. reelle Polynome, komplexe Polynome).

Definition 1.50 (Teilbarkeit). Seien f,g € K[z]. Wir sagen, f teilt g und schreiben
f 1 g, falls ein h € K[z] existiert, so dass g = f - h.

Ziele von diesem Abschnitt : (1) Der Unterschied zwischen Polynomen und Polynom-

funktionen zu verstehen.

(2) Wir mochten in K[z dividieren kénnen, aber das geht nicht immer. Der Ersatz ist

,Division mit Rest in K[z]*.

(3) Nullstellen in K fiir Polynome in K[z]| besprechen. Insbesondere beweisen wir:

A € K ist eine Nullstelle von f genau dann, wenn f durch (x — \) geteilt wird.

(4) Fakten iiber Nullstellen von komplexen und reellen Polynomen besprechen.

1.4.1 Unterschied zwischen Polynomen und Polynomfunktio-

nemn

Die Unbestimmte z in K[z| wartet darauf, dass jemand kommt und etwas in sie
einsetzt. In diesem Sinn kann man bei x an einen Platzhalter denken. Mann kann
verschiedene Dinge in x einsetzen: Die ,jiblichen Verdachtigen® sind Elemente von K.

Wir werden spiter jedoch auch Matrizen und Funktionen in z einsetzen.!!

HFortgeschrittene Aussage (d.h. man kann dies sorglos ignorieren): Es ergibt sicherlich Sinn Ele-
mente einer beliebigen K-Algebra einzusetzen.
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Betrachten wir was passiert, wenn wir Elemente von K einsetzen. Wir definieren die

LZAuswertungs-Abbildung* (evaluation auf Englisch) durch

evi @ K[X] — Abb(K, K) = {Funktionen von K nach K},
fr=evi(f),

wobel

evg(f): K — K,
A= f(A) =ap+a A+ ...+ a,\"

fir f=a9+ax+ ...+ a,z"™.
Bemerkung 1.51. Wenn keine Verwechslungsgefahr entsteht, schreiben wir ev statt evy.

Wir méchten zwischen f € K[z] und evg(f) unterscheiden. Der Grund ist, dass evg

im Allgemeinen nicht injektiv ist!

Beispiel 1.52. Sei K = F3. Betrachten Sie f = 2® — 2 € F3[z] und g = 0 € F3[z]. Wir
behaupten, dass ev(f) = ev(g):
Natiirlich ist ev(g) die konstante Abbildung, die alles auf 0 € F3 abbildet. Fiir ev(f)

missen wir etwas berechnen:

w

ev(f)(0)=0"-0=0
ev(f)I) =T -1=0
ev(f)2)=2"-2=0.

Also ist in der Tat ev(f) = ev(g).

Ubung 1.53. Finden Sie f # 0 € F,[z] mit evg, (f) = 0, wobei 0 fiir die Nullfunktion
in Abb(F,,F,). (Hinweis: In Beispiel 1.52 gilt 2* — z = (z — 0)(z — 1)(x — 2). Wieso

kann man diesen Trick in einem endlichen Kérper benutzen?)

Man kann zeigen (wir zeigen in diesem Abschnitt Teile davon): Sei K ein Korper

mit unendlich vielen Elementen. Dann ist evg : K[z] — Abb(K, K) injektiv.

1.4.2 Division mit Rest in K|z]

Lemma 1.54 (Division mit Rest in K|z]). Sei f € K|x] ein beliebiges Polynom und
0 # g € Klz|. Dann gibt es Polynome q,r € K|[z|, so dass

f=qg+r

mit deg(r) < deg(g) oder r = 0.
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Wir werden sehen, dass die Polynome ¢ und r durch die Bedingungen in Lemma
1.54 eindeutig bestimmt sind. Des Weiteren bemerken wir, dass der Beweis von Lemma

1.54 einen Algorithmus angibt, wie man ¢ und r finden kann'2.

Beweis von Lemma 1.54. Da g # 0, gilt deg(g) # —oo. Falls deg(g) = 0, dann ist
g = by € K\ {0} ein Skalar ungleich Null. Daher kénnen wir ¢ = b;'f und r = 0
setzen fiir f € Klz| und es gilt f = qg + r, wie gewiinscht. Wir nehmen jetzt an, dass
deg(g) > 1. In diesem Fall beweisen wir die Existenz von ¢ und r mittels Induktion
tiber deg(f):

Fiir die Induktionsverankerung nehmen wir an, dass deg(f) < deg(g). (Beachten
Sie, dass dies insbesondere den Fall deg(f) = 0 abdeckt.) Wir wihlen ¢ = 0 und r = f
und erhalten f = qg + 7.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir nun an, dass deg(f) =: m > n := deg(g) und
die Aussage des Lemmas fiir alle Polynome mit Grad kleiner als f gilt. Da deg(f) = m
und deg(g) = n, sind f und g von der Form

f(@) = ama™ + @ 2™ '+ ..+ ag

mit a,, # 0 und
() = bpa™ + by 2™ by

mit b, # 0. Betrachten Sie das Polynom

la) = f(a) = (52 )a"9(0), (1.13)

Beachten Sie, dass die Leitkoeffizienten von f(x) und (4=)z™ "g(x) gleich sind und
sich somit ausléschen. Also haben wir entweder deg(f1) < deg(f) oder f; = 0.
Falls f; = 0 ist, dann haben wir

am m—n
) = (§2am Yot + 0
hn,_/ r(z)
a(z)

wie gewlinscht. Falls f; # 0, dann gilt deg(f;) < deg(f). Also kénnen wir die Indukti-

onsannahme auf f; anwenden und finden ¢, r € K[x] mit

fi(@) = qu(x)g(x) +r(z) (1.14)

12Dieser Abschnitt folgt [3, §5.2].
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und mit deg(r) < deg(g). Wir setzen (1.14) in (1.13) ein und erhalten

) = o)+ (2 )emrgte) = \(ql () + %xmn)lgm +r(a),

qE;)

wie gewiinscht. Dies schliesst den Induktionsschritt ab und beweist somit das Lemma.
m

Ubung 1.55. Beweisen Sie die Eindeutigkeit der Polynome ¢ und r in Lemma 1.54.

In der Praxis benutzt man oft die sogenannte ,schriftliche Division*, um Division
mit Rest durchzufiihren. Bei der Division von 2® + 2% 4+ 3z — 1 durch 22 — 1 erhalten

wir beispielsweise z 4 1 als Quotient und 4x als Rest:

(P +2*+3z-1): (2 —-1)=2+1
—* 4+
v +4r—1
—2* 1
4o

Die Art und Weise wie man solch eine schriftliche Division aufschreibt, ist von Land
zu Land unterschiedlich. In jedem Fall ist jedoch die Idee, dass man in jedem Schritt
versucht die Leitkoeffizienten auszuloschen. Dies ist auch genau die Idee im Beweis von
Lemma 1.54.

Ubung 1.56. Teilen Sie 27 4+ 2% — 2% — 2* + 2% + 22 — x — 1 durch 2> + z + 1.

1.4.3 Nullstellen

Eine wichtige Konsequenz der Polynomdivision mit Rest ist, dass wir Nullstellen-
suche und Polynomfaktorisierung zueinander in Beziehung setzen kénnen. Wir sagen,
dass a € K eine Nullstelle von 0 # f € K|x] ist, falls f(a) = 0.

Korollar 1.57 (Linearfaktorzerlegung). Sei a € K und f € Klz] ein von Null ver-
schiedenes Polynom. Dann ist a eine Nullstelle von f genau dann, wenn (x — a) ein

Teiler von f in K|x] ist.

Beweis. Sei g(x) = ¢ — a. Wir wenden Division mit Rest an und erhalten

f(x) = q(x)(z — a) +r(z)

mit deg(r) < deg(g) = 1, so dass r eine Konstante sein muss. Wir beweisen nun die

Aussage: Wir nehmen zuerst an, dass f(a) = 0. Wir setzen fiir z in obiger Gleichung a
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ein und erhalten r = 0. Also gilt

f(2) = q(a)(x — a) (1.15)

und (x — a) ist ein Teiler von f. Fiir die Umkehrung nehmen wir an, dass (z — a) ein
Teiler von f ist und (1.15) gilt. In diesem Fall ist f(a) = g(a)(a —a) = 0. O

Sei a € K. Das Polynom (z —a) kann mehrmals ein Polynom P € K|[z] teilen. Dann

spricht man von mehrfache Nullstelle. Hier ist eine prézisere Definition:

Definition 1.58. Sei p € K[z] mit deg(p) > 0. Fiir a € K definieren wir die Vielfach-

heit von a bei p durch
p(p | a) == max{r e NU{0} | 3g € Klz] mit p = (x — a)"g}.

Beachten Sie: u(p | a) ist definiert fiir jedes a € K, und ist einfach 0, wenn a keine

Nullstelle von p ist.

Korollar 1.59 (Anzahl Nullstellen). Fir f € K[z] von Grad n € NU {0} ezistieren
hochstens n verschiedene Zahlen a € K mit f(a) = 0.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion tiber deg(f).

Falls deg(f) = 0 ist, dann entspricht f einer von Null verschiedenen Konstanten und
hat keine Nullstellen in K.

Angenommen es gilt deg(f) > 0 und es existiert eine Nullstelle a € K (sonst sind
wir fertig, wieso?). Also gilt nach der Linearfaktorzerlegung (Korollar 1.57), dass ein

Polynom ¢ € K|[z] existiert mit

f(x) = (z = a)g(z).

Wir benutzen, dass deg(g192) = deg(g1)+deg(go) ist fiir beliebige von Null verschiedene
Polynome ¢y, g2 € K|[z], um zu sehen, dass deg(g) = deg(f) — 1 ist. Nach Induktions-
annahme (angewendet auf g) hat g hochstens n — 1 Nullstellen. Eine Nullstellen von f
ist entweder a oder eine Nullstelle von g. Also hat f hochstens n Nullstellen und das
Korollar folgt. O

1.4.4 Polynome iiber R und C

Kurze Einfiihrung und der Fundamentalsatz der Algebra

Wir betrachten ganz schnell die Zahlenbereich-Erweiterungen, die Sie in Analysis
besprochen haben und jedes Mal nennen wir einen Grund, wieso wir diese bestimmte

Erweiterung brauchen koénnen.
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e Von N nach Z: Weil wir z 4+ 5 = 3 16sen wollen.

e Von Z nach Q: Weil wir 2z 4+ 3 = 0 16sen wollen.
e Von Q nach R: Weil wir 22 — 2 = 0 16sen wollen.
e Von R nach C: Weil wir 22 + 1 = 0 16sen wollen.

Der Leser sollte sich fragen: Wohin jetzt? Eigentlich gibt es viele Antworten!3. In
Anbetracht von Polynome sind wir allerdings schon am Ziel! Dies ist der Inhalt des

folgenden viel zelebrierten Satzes.

Theorem 1.60 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei P € Clx] mit deg(P) > 0. Dann
ezistiert A € C mit P(\) = 0.

Mittels Korollar 1.57 folgt:

Korollar 1.61. Sei P € C[z| mit deg(P) = n > 0 und Leitkoeffizient a € C. Dann

existieren Ay, ..., A\, € C paarweise verschieden, so dass

P=a(z—M\)"-... (=N =a]J(x—N\)" (1.16)

=1
und ly + ...+ 1, =S5 I, =n gilt.

Beweis-Idee. Solche Aussagen beweist man mit Induktion tiber deg(P). Der Indukti-
onsschritt ist dank Theorem 1.60 machbar. Hier ist kurz die Idee: Theorem 1.60 im-
pliziert fiir deg(P) > 0, dass es ein A € C gibt mit P(A\) = 0. Letzteres impliziert

wiederum, dass (z — A) ein Teiler ist von P, also kénnen wir P = (x — )P schreiben

mit deg(P) = n — 1. (Versuchen Sie einen schénen Induktions-Beweis zu schreiben,
Forum-Wieso.) O

Dies bedeutet, dass wir keine weiteren Erweiterungen von Zahlen mehr brauchen,
falls wir Polynom-Gleichungen 16sen mochten: Alle Losungen sind schon in C. Aus-

driicke wie in (1.16) nennt man eine Zerlegung von P in lineare Faktoren.

Reelle Polynome

In R ist die Sache etwas komplizierter: Es gibt Polynome P € R[z] mit deg(P) > 1,
die keine Nullstellen iiber R haben, das heisst es gibt kein A € R mit P(\) = 0.
Zum Beispiel ist P = 2241 ein solches Polynom. Schlechter kann es jedoch eigentlich

nicht werden, wie wir jetzt erklaren.

BEine Antwort sind die Quaternionen.

37


https://de.wikipedia.org/wiki/Quaternion

Kapitel 1.4 Polynome

Lemma 1.62. Sei p € R[z] C C[z] und X\ € C eine Nullstelle von P. Dann ist X auch
eine Nullstelle von P. (Hier steht X fiir die komplexe Konjugierte von \.)

Beweis. Sei P(x) = a,a™ + ...+ a1 + ap. Laut Annahme gilt
PA\) =a,\"+ ...+ a1 A+ ap=0. (1.17)

Erinnern Sie sich an die Eigenschaften der komplexen Konjugation aus der Analysis:
Fir alle a, 5 € C gilt:

ﬂ: 'B?
_|_

a
Th=a

Q

B’

°
Q

e o = « genau dann, wenn o € R.

Wir konjugieren Gleichung (1.17) und benutzen obige Eigenschaften, so dass wir

P(A) = an A"+ ...+ @A+ g = GuA" + ...+ TGN+ Tg
_l’_

Also ist P(A\) = 0, was wir zeigen wollten. O
Folgendes Lemma ist eine stiarkere Version von Lemma 1.62.

Lemma 1.63. Sei A € C\R und ¢\ := (x—\)(x— ). Dann gilt ¢, € Rz], deg(qy) = 2
und gy hat keine reelle Nullstelle.

Beweis. Wir 1osen die Klammer auf
o= (=N (z—A) =22 — (A + Nz + I\

Dad+A=A+A=A+AundA-A=A-A=X-\= M- gilt, folgt gy € Rz]. Aus
der Definition von P folgt, dass deg(P) = 2. Fiir die letzte Aussage beachten Sie, dass
A und \ zwei Nullstellen von P sind, die nicht in R sind. (Dies gilt, weil A € C \ R
impliziert A € C \ R. Wieso gilt die Implikation?) Aus Korollar 1.61 folgt nun, dass P

keine anderen Nullstellen haben kann, also insbesondere auch keine reelle Nullstelle. []
Jetzt konnen wir eine starkere Version von Lemma 1.62 beweisen:

Lemma 1.64. Sei P € R[z] und A € C\ R. Dann ist (P | \) = u(P | )).
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Beweis. Wir beweisen das Lemma per Induktion iiber pu(P | A).

Falls j(P | ) = 0, dann folgt u(P | A) = 0 aus Lemma 1.62. (Wieso? A = j)

Wir nehmen jetzt an, dass (P | \) = n genau dann, wenn (P | K) = n fiir alle
P € R[z] mit Nullstelle A € C\R und u(P | ) = n+ 1. Per Definition von z(P | \) ist

P(A) = 0 und nach Lemma 1.62 gilt auch P(\) = 0. Nach Korollar 1.57 sind (x — \)
und (z — \) Teiler von P. Da A € C\ R ist, gilt A # X und daher ist

¢ = (z = A)(z = A) € Rlz]

ein Teiler von P. Also konnen wir P = ¢, P’ fiir ein P’ € R[z| schreiben und per
Definition der Vielfachheit folgt

WPIA)=p(P | A)+1 und pu(P|X) =pP |N)+1. (1.18)

Laut Annahme ist p(P | A) = n+1 und daher ist g(P’ | A) = n. Die Induktionsannahme
impliziert dann p(P' | X) = n. Aus (1.18) folgt dann u(P | A\) = n + 1, was wir zeigen
wollten. O

Korollar 1.65. Fir jedes P € Rlx]| ezistieren k,l € NU {0} und ny,...,mx € R und
A, N €C\R, so dass {0y, ..., Mk, Ay, N AL, ..., N} alle Nullstellen von P sind
und deg(P) = k + 21

In anderen Worten sagt Korollar 1.65, dass die Nullstellen, die nicht reell sind in

Paaren A und A\ vorkommen.

Korollar 1.66. Sei P € R[x] mit Leitkoeffizient a € R und k,l € NU{0}, n1,...,m% €
R, Ai,..., N € C\ R wie in Korollar 1.65. Dann gilt

k I
Pl@)=a(@w—=m)-..-(=m) ar - an = [ [ =m) [[ o
i=1

i=1

und dieses Produkt kann man nicht weiter in R[z| zerlegen.
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Changelog: Kapitel 1

e 14.10: Im Beweis von Lemma 1.54 wurde der Exponent in (1.13) und darauf

folgend zu ™" gedndert.

e 25.10: Im Beweis von Lemma 1.54 wurde im Induktionsschritt by # 0 zu b, # 0

geandert.
e 25.10: In Definition 1.43 wurde die Bedingung in K[z] zu 0 < i < n geéndert.
e 09.11: Im Beweis von Lemma 1.64 wurden einige Typos korrigiert.

e 20.12: In Definition 1.45 wurde max{k € N | a; # 0} zu max{k € NU{0} | ar # 0}

korrigiert.

e 01.01: Im Beweis von Lemma 1.63 wurde 2 — (A — X)x 4+ A\ zu 22 — (A + X)x 4+ A\

korrigiert.
e 01.01: In Korollar 1.65 wurden die Nullstellen Ay, ..., \; hinzugefiigt.

e 01.01: In Korollar 1.66 wurde der Leitkoeffizient a € R hinzugefiigt.
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Vektorraume

Wir besprechen endlich die Hauptobjekte der linearen Algebra, Vektorrdume. In
unserer Fibonacci-Einfiihrung haben wir schon die grobe Definition von Vektorrdumen
gesehen: Mengen mit einer gewissen Addition und Skalarmultiplikation. Seither sind
wir schon viel besser ausgeriistet mit der Sprache der abstrakten Mathematik. Daher

definieren wir:

Definition 2.1. Ein Vektorraum tiber einem Korper K ist eine Menge (V,+,-) mit

zwei Verkniipfungen

+:V XV =V, (v1,02) = vy + 09
K xV =V (a,v) —a-v=av,

so dass folgende Axiome gelten:

(V1) Yuy,v9,u3 € V vy + (vg +v3) = (v1 + v2) + v

(V2) 30=0y e VVoeV:0+v=0w

(V3) Voe VI eV:iv+d =0

(V4) Vv, 09 €V i v + vy = 09 + 13

(V5) Va,be K,veV:a-(b-v)=(a-b)-v

(V6) YveV:l-v=v

(V7)) Va € K,vj,v5 € V:ia-(vy+v) =a-vi+a-vs

(V8) Vaj,ao € K,v eV :(ag+as) - v=a;-v+ay-v

Wie Sie sehen konnen, benutzt Definition 2.1 nicht direkt das Konzept einer Grup-
pe. Wir bemerken lediglich: Die Axiome (V1) bis (V3) implizieren, dass (V,0,+) eine
Gruppe ist und (V4) sagt, dass V' eine abelsche Gruppe ist. Das Axiom (V5) beschreibt
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die Kompatibilitit der Skalarmultiplikation mit der Multiplikation im Koérper! K, in
(V6) ist 1 die multiplikative Identitdt im Korper K und die Axiome (V7) und (V8)
beschreiben schlussendlich Distributivitatsregeln.

Die Elemente eines Vektorraums V' iiber einem Koérper K nennen wir Vektoren und
die Elemente des Korpers K heissen Skalare. Ein Vektorraum iiber R (bzw. tiber C)
heisst ein reeller (bzw. ein komplexer) Vektorraum. Genau wie bei Kérpern kénnen wir

gewisse ,,Arithmetik-Regeln“ aus den Axiomen herleiten.
Lemma 2.2. Sei V' ein Vektorraum tiber einem Korper K. Dann gilt:

(a) Der Nullvektor in (V2) ist eindeutig und wird mit Oy bezeichnet, wenn Verwechs-
lungsgefahr besteht.

(b) Die additive Inverse in (V3) ist eindeutig und wird mit —v bezeichnet. Damit be-
deutet w — v :=w + (—v) firw e V.

(¢) Fiirallev eV gilt 0-v =0 (oder praziser: O - v = 0y ).

(d) Fiir alle a € K gilt a-0 =0 (oder priziser: a -0y = Oy ).

(e) Fir allev eV gilt —1-v = —v.

(f) Fiir allev eV gilt —(—v) = v.

(9) Fir alle a € K,v € V mit av =0 folgt, dass a =0 oder v = 0.
(h) Assoziativitdt gilt auch fir die Summe von n Elementen.

Beweis. Wir lassen fast alle Teile des Lemmas als Ubungen, da wir #hnliche Beweise
schon mit Korpern gemacht haben. Bemerken Sie, dass (a), (b) und (f) direkt aus
Tatsachen iiber Gruppen folgen, die wir schon bewiesen haben. (Wieso?) Zum Spass
beweisen wir (c¢): Sei v € V, dann gilt

(V8)

0-v=(04+0)-v 0O-v+0-v. (2.1)

Wir addieren —0 - v auf beide Seiten und erhalten
(V3) (V1)&(V3)

0="0-v+(-0-v)=0-v4+0-v)+(=0-v) = "0-v+0=0-wv.

Vergleichen Sie dies mit dem Beweis von Lemma 1.27.

n (V5) ist (a - b) die Multiplikation im Kérper und (b - v) bzw. a - (b - v) ist die Verkniipfung
- K xV — V in Definition 2.1!
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Fiir (g) brauchen wir eine neue Idee: Sei @ € K und v € V. Wir nehmen an, dass
a# 0 und av = 0. Da K ein Kérper ist, gibt es a™! € K und

*

v(;)l-v:(a_la)-v(:)a_l(av) —a ' 090
(Erkléren Sie fiir sich selbst, welche Axiome jeweils in (*) benutzt wurden und wie
die ,Aussagen-Logik* in diesem Beweis funktioniert!) Fiir (h) bemerken wir, dass man

diese Aussage mit Induktion beweisen kann, wobei man (V1) fiir den Induktionsschritt

verwendet. O

Wir geben jetzt (nur) ein Beispiel, welches sowohl einfach als auch zentral ist?.
Danach definieren wir Untervektorraume und geben viele Beispiele von Vektorrdumen

und ihren Untervektorraumen.

Beispiel 2.3 (Der Koordinatenraum K™). Sei K ein Korper und n € N. Als eine
ziemlich direkte Verallgemeinerung der René Descartes Ideen definieren wir den Koor-

dinatenraum (iiber K') durch
K" ={(a1,...,a,) | a; € K,1 <i<n}

Die Addition auf K™ ist durch komponentenweise Addition definiert: Fiir v = (ay, ..., ay,)
und w = (by,...,b,) € K" definieren wir

v+w=(ay,...,a,) + (b1,...,b,) == (a1 + b1,...,an + by). (2.2)

Hier ist die Addition auf der linken Seite die Addition in K™, die wir gerade definieren
und die Addition auf der rechten Seite ist die Addition in K. In anderen Worten kann

man (2.2) auch so schreiben:
Vtgnw = (a,...,a,) +xn (br,...,by) = (a1 +x b1,..., 0, +x by).

Wir benutzen aber die Schreibweise (2.2) , um den Leser zu zwingen sich immer wieder
zu fragen, was genau was bedeutet. Skalarmultiplikation ist ebenfalls komponentenweise
definiert: Fiir a € K ist

a-v=a-(ay,...,a,) = (aay,...,aa,).

Mit diesen Definitionen folgen alle Axiome der Vektorraumstruktur auf K™ aus den
entsprechenden Axiomen der Korperstruktur auf K. (Verifizieren Sie einige/alle! Bei-
spielsweise ist 0 := (0,...,0) € K™ der Nullvektor?.)

2Spiter werden Sie wohl iiberrascht sein, wie zentral dieses Beispiel ist!
3Auch hier kénnte man Ox» = (Of,...,0x) schreiben, aber dann miissten die Leser gar nicht
denken, oder?
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Bemerkung 2.4. Streng genommen sind die folgenden Vektorraume nicht gleich

I
ngil = {(xb s ,l’n) | x; € K} und Kgpal = | r; € K ,

Tn

obwohl wir bei beiden meistens an K™ denken. Wenn der Unterschied nicht wichtig ist,
schreiben wir einfach K™ und benutzen die Notation von K7, ,, da sie angenehmer ist
zum Schreiben. Manchmal ist dieser Unterschied fiir uns aber dennoch wichtig. Zum
Beispiel miissen wir spéter bei K™ an K, denken, wenn wir das Produkt von Matrizen

definieren.

Der Koordinatenraum heisst auch der n-dimensionale Koordinatenraum tber K. Der
Leser konnte schon jetzt zustimmen, dass K™ n Dimensionen hat. Was genau damit
gemeint ist, miissen wir noch erkldren, da wir die Dimension eines Vektorraums noch
nicht definiert haben. Die Uberraschung wird sein, dass K in einem gewissen Sinn der
einzige Vektorraum iiber K mit Dimension n ist! Préziser gesagt, jeder andere Vek-
torraum iiber K mit Dimension n ist isomorph zu K". Um dort jedoch anzugelangen,

miussen wir mit der Plauderei aufhoren und weiterreisen. . .

Definition 2.5. Sei V ein Vektorraum iiber K. Eine Teilmenge W C V heisst ein

Untervektorraum von V| falls das Folgende gilt:
(UVR1) W ist nicht leer.
(UVR2) Fiir alle wy,wy € W ist wy + we € W.
(UVR3) Fiir alle a € K,w € W ist aw € W.

Ubung 2.6. (a) Sei0 € V der Nullvektor und (UVR1’) die Aussage 0 € W. Zeigen Sie,
dass ((UVR1’) und (UVR2) und (UVR3)) dquivalent ist zu ((UVR1) und (UVR2)
und (UVR3)). In Aussagenlogik:

(UVRY’) A (UVR2) A (UVR3) <= (UVR1) A (UVR2) A (UVR3).
(b) Zeigen Sie, dass die Aussage
Vai,as € K Ywy,wy € W 1 aqwy + aswy € W

aquivalent ist zu
(UVR2) A (UVR3).

Lemma 2.7. Sei V ein Vektorraum dber K und W C V ein Untervektorraum. Dann ist
W auch ein Vektorraum tiber K mit der induzierten Addition und Skalarmultiplikation
von V.
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Beweis. Der Beweis besteht aus der direkten Verifizierung aller Axiome mittels

(UVR1), (UVR2) und (UVR3) und der Benutzung von W C V. Beweisen wir zum
Beispiel das Axiom (V2) fiir W: Aus Ubung 2.6 folgt, dass 0y € W. Wir behaupten,
dass 0y auch der Nullvektor von W ist: Sei w € W. Da W C V ist, gilt Oy +w = w
(aus (V2) fiir V). Dies zeigt (V2) fiir W. Wir iiberlassen die anderen Axiome dem Leser

zum Uberpriifen. O

Bemerkung 2.8. Lemma 2.7 ist eigentlich dquivalent zu der Definition 2.5. Préziser
gesagt: Man konnte umgekehrt einen Untervektorraum folgendermassen definieren: Eine
Teilmenge W C V eines Vektorraums V heisst ein Unterverktorraum, wenn W ein
Vektorraum mit der induziereten Addition und Skalarmultiplikation aus V' ist. Dann
kénnte man beweisen, dass dies (UVR1)-(UVR3) impliziert. Zusammen mit Lemma 2.7

zeigt dies die Aquivalenz der beiden Definitionen.

2.1 Ein Haufen Beispiele und ein bisschen Theorie

In diesem Unterkapitel geben wir einen Haufen Beispielen und ein kleines Theorie-

Intermezzo.

Triviale Beispiele

Triviale Beispiele sind eine sehr wichtige Art von Beispielen! Diese kénnen helfen

das ,Kleingedruckte* einer Definition zu verstehen.
Beispiel 2.9. Sei V ein Vektorraum. Dann sind {0y} und V' selbst Untervektorrdume.

Bemerkung 2.10. Sie haben diese Woche interessante Multiple Choice Fragen im Zu-
sammenhang mit diesem Beispiel: Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr

oder falsch sind.
e Jeder Vektorraum hat zwei verschiedene Untervektorrdume.
e Jeder Korper hat zwei verschiedene Elemente.
e Jeder Vektorraum hat zwei verschiedene Elemente.

Bitte bearbeiten Sie auch die Multiple Choice Serie!

Untervektorraume von K"

Beispiel 2.11. Sei b € K. Die Menge

Up = {(21,22,23) | 21 — 12 + 13 = b} C K3
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ist ein Untervektorraum von K? genau dann, wenn b = 0. Wir zeigen nur , = mit

Kontraposition: Falls b # 0 und (1, x2, x3), (y1,y2,y3) € Uy, dann ist

(217227 23) = (xlax%xi’)) + (ylay27y3)
nicht in Uy, da
Zl—Zg—l-Zg:b—i—b#b.

(Beachten Sie: Die letzte Ungleichung gilt in jedem Korper K. Wieso?)

Theorie-Intermezzo

Wir mochten das letzte Beispiel verallgemeinern und dabei ein grundlegendes Bei-
spiel fiir Untervektorrdume von K" besprechen. Wir wiederholen die Definition einer

Matrix iiber einem allgemeinen Koérper K:

Definition 2.12. Sei K ein Korper und seien m,n € N. Eine m x n Matrix

A= (aij)lgigm

155<n
iiber K ist eine rechteckige Anordnung von Elementen in K mit m Zeilen und n Spalten.
Die Skalare a;; heissen die Eintrdge der Matrix A. Wir schreiben M,, ., (K) fiir die

Menge aller m x n Matrizen iiber K.

Spéter auf Seite 51 und in der Ubungsstunde werden wir sehen, dass M, xn(K) auch
ein wichtiger Vektorraum ist. Im Moment mochten wir aber nur eine Multiplikation

zwischen m x n Matrizen und Vektoren (geschrieben als Spaltenvektoren) in

1
Kgpal = : | z; € K
:L‘n
I
definieren. Sei A = (a;;)ij € Mpmyn(K)undv = | : [ € Kg,,.* Wir definieren
‘/I"’N,

a1121 + ...+ a1y

211+ ...+ a9,y
Av

Il
N
Il

(2.3)

Ap1T1 + oo+ ATy,

4Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir oft A = (a;;);; statt A = (a;j)1<i<m.
1<j<n
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Bemerken Sie, dass Av € Kg . Man zeigt mit der Definition in (2.3), dass fiir alle
v,w € Kg,, und fir alle a € K Folgendes gilt:

Alv+w)=Av+ Aw und A(av) = aA(v). (2.4)

Definition 2.13. Seien A € M,,x,(K),z € K"(= Kg,,)) und b € K™ (= Kg,,). Eine

Gleichung der Form Ax = b heisst ein lineares Gleichungssystem iiber K.

Bemerkung 2.14. Ein solches lineares Gleichungssystem kénnen Sie mittels Gauss-
Elimination iiber K lésen, genau wie Sie dies in der Serie und in der Ubungsstunde

gemacht haben.
Jetzt sind wir bereit, eine Verallgemeinerung von Beispiel 2.11 zu geben.

Beispiel 2.15 (Losungen von linearen Gleichungssystemen). Sei A € M, (K) und
be K™(= Kg,,). Dann ist

L=1Ls={xe€K"|Ax=b} C K"

ein Untervektorraum genau dann, wenn b =0 € K.
Beweis. ,<=": Sei b =0 = 0gm. Wir iiberpriifen die Axiome eines Untervektorraums:
® 0 = OKn € L, da AOKn - OKm

e Seien vy,v9 € L und a,as € K. Laut (2.4) gilt, dass A(ajv; + agvy) = a1 Avy +

CLQAUQ = (IloKm + GQOKm = OKm.

Daher ist L ein Untervektorraum. Fiir ,,= ist der Beweis sehr dhnlich zu dem Beweis
in Beispiel 2.11. Merken Sie sich lediglich, dass in K™ auch gilt, dass 0 # b € K™ die
Ungleichung b + b # b impliziert. (Wieso?) O

Dieses Beispiel ist wirklich grundlegend: Wir werden bald zeigen, dass jeder Unter-
vektorraum von K™ die Form L, fiir gewisse A und b hat. Dies ist auch der Grund
dafiir, dass man durch Gauss-Elimination die ganze lineare Algebra auf K™ erhalten
kann. Dies allein wéare aber nicht sehr schon. . .

Bemerkung 2.16. Wir werden spater noch sehen, dass L4 auch viel Struktur hat, wenn
b # 0. (Hinweis: Es gilt Lap = s+ Lag = {s+v | v € Lap} fiir irgendein s € Lyy.

Daher ist L4y ein ,yverschobener” Untervektorraum.)
Hier ist ein einfaches Beispiel, das wir spater nochmals betrachten:
Beispiel 2.17. Die Menge W = {(z1,...,26) | 21 +... + 26 = 0} C K ist ein
Untervektorraum.
Beweis. Es gilt W = Lo fir A=(11---1) € M 4(K). O
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Folgenraume

In diesem (Unter-)Kapitel stellen wir einen Zusammenhang zu unserer Fibonacci-

Einfiihrung her. Sei K ein Korper. Wir definieren den Folgenraum K durch
K*®={(a), |a; € K,i=1,2,...}.

Wie in der Einfithrung definieren wir die Addition und Skalarmultiplikation folgender-

massen:

(CLl,CLQ, .. ) + (bl, bg, .. ) = (Cll —+ bl,CLQ + bg, o .), (25)

a-(ay,asg,...) = (aay,aay,...). (2.6)

Behauptung: K> mit der Addition und Skalarmultiplikation in (2.5) ist ein Vektorraum.

Ubung 2.18. Uberpriifen Sie diese Behauptung, bis sie fiir Sie so offensichtlich wird

wie die Tatsache, dass K™ ein Vektorraum ist.

Bemerkung 2.19. Hier indizieren wir die Folgen mit den natiirlichen Zahlen N, so dass
die Folgen in K also beim Index 1 starten. Wir kénnten natiirlich auch die Indizes aus
NU{0} wahlen wie in der Einfithrung oder allgemeiner konnten wir bei einer beliebigen
Zahl in 7Z starten.

Eine dhnliche, aber andere Konstruktion, sind zweiseitige Folgen: Sei

K ={(a))iez | @i € K, i €Z}
={(a)2_w lw € K, icZ}
= {(“'7a—17a07a17'--) | a; S K}

Dies ist auch ein Vektorraum.

Untervektorraume von Folgenrdumen

Zuerst, um auf unsere Einfiihrung zuriick zu kommen, betrachten wir Fib:

Beispiel 2.20. Sei Fib = {(a;)°, | an, = ay—1 + a2 fiir alle n > 3}. Dann ist Fib ein
Untervektorraum von K*°. Allgemeiner gibt uns jede lineare Rekursions-Regel einen

Untervektorraum. Zum Beispiel, seien «, § € K zwei fixierte Zahlen. Dann ist
Uap = {(a;)2, | an = aap—1 + Ba,_o fiir alle n > 3}

ein Untervektorraum von K°°. Den Beweis davon haben wir eigentlich schon in der

Einfiihrung gesehen!
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Ubung 2.21. Ist W = {(a;,)2, | an = a2, fiir alle n > 2} C K* ein Untervektor-

raum? (Hinweis: Die Antwort héngt von etwas ab! (Siche Forum-Wieso))

Beispiel 2.22. Fiir jedes n € N definieren wir
Wy ={(a;):2, | a; =0 fur alle t > n} C K.

Es gilt W,, € W,,, genau dann, wenn n < m. Wir definieren W, := | W,,.

n>1

Ubung 2.23. Beweisen Sie, dass W = {(a;), | IM € NVi > M : a; = 0} ist,
und dass W, ein Untervektorraum ist. Der Raum W, heisst Raum der Folgen mit

endlichem Triger®.

Wir verallgemeinern diese Familie von Beispielen weiter.

Funktions-Raume

Wie immer sei K ein Korper, und sei S eine nicht leere Menge. Wir definieren
K% ={f:S — K| f ist eine Funktion}.

Eine andere Notation ist also K = Abb(S, K). Wir méchten eine Addition und Ska-
larmultiplikation auf K definieren, um K* mit einer Vektorraumstruktur zu versehen.
Dazu kann man die Addition und Multiplikation auf K benutzen: Wir definieren fir
f,g € K°und a € K:

(f +xs 9)(@) = [(2) +x 9(),

2.7
(a ks [)(@) = a-x f(2). =0

In anderen Worten ist f 4 g die Funktion

f+g:S— K
z = f(z) + g(x)

und in dhnlicher Weise ist a - f die Funktion

a-f:S—>K

x—a- f(z).

Bemerkung 2.24. Wir waren nett zu den Lesern und haben in (2.7) geschrieben, um

welche Addition und Multiplikation es sich jeweils handelt. Auch die zweite Erklarung

5 Endlicher Trager* bezieht sich auf die Tatsache, dass jeweils nur endlich viele Komponenten jedes
Elements von W, ungleich Null sind.
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fiir die Definition in (2.7) war ein ,Gefallen von unserer Seite. Immer alles genau zu
erkliren ist ein Bérendienst (und auch miihsam...). Deshalb und da die Leser eine
gewisse Unabhéangigkeit und Fahigkeit zur , Kompilierung® eines mathematischen Texts

entwickeln miissen, werden wir dies von jetzt an normalerweise vermeiden.

Nun kénnen die Leser also iiberpriifen, dass K ein Vektorraum ist. (Der Beweis ist
dghnlich zu dem Beweis zu K" und folgt im Grossen und Ganzen aus den Eigenschaften
des Korpers K.)

Beispiel 2.25. Sei sy € S. Dann ist

{f € K% f(s0) = 0}

ein Untervektorraum von K. Seien k € N, s1,...,s, € S und ay,...,a; € K. Dann

ist auch .
{f €KY aif(si) = o}
=1

ein Untervektorraum. In dhnlicher Weise (aber doch auf eine etwas andere Art) be-

trachten wir

Ann(S") = {f € K% | f(s) =0 fiir alle s € S’}

fir S’ C S. Dann ist Ann(S’) ein Untervektorraum. Darf S” = () sein? Wenn ja, was ist
Ann(0)? Was ist Ann(S)?

Um weiter zu spielen, kénnten wir definieren:
W = {f € K%| f(s) = 0 fiir alle ausser endliche viele s € S}.

Ist W ein Untervektorraum von K°? Alle diese Fragen sind in einem ,.Forum-Wieso"“.

Beispiel 2.26. Wenn S nicht nur irgendeine Menge ist, sondern noch eine andere
Struktur hat, dann konnen wir oft Untervektorrdume von K*° mittels dieser Struktur
definieren. Zum Beispiel sei S = [0, 1] das Intervall {x € R |0 <z < 1}. Dann ist

{f | f stetig auf [0,1]} € KOV

6 [0,1]

ein Untervektorraum® von K4,

Bemerkung 2.27. Fiir S = {1,...,n} ist K sehr dhnlich zu K", fir S = N ist K°
sehr #hnlich zu K und fiir S = Z ist K* sehr dhnlich zu K*_. Um ,sehr dhnlich®
préazise auszudriicken, brauchen wir einige Begriffe, die wir spéter definieren. In der
Zwischenzeit konnen sich die fleissigen Leser selbst iiberzeugen, dass es zwischen den

erwahnten Mengen oben eine Bijektion gibt.

6Stetigkeit werden Sie in der Analysis in ein paar Wochen behandeln.
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Beispiel 2.28 (Ein Beispiel aus der Analysis). Sei K = R. Die Losungen einer so-
genannten linearen Differentialgleichung bilden einen Untervektorraum von R¥. Zum
Beispiel ist

{fR=R|f=f}
ein Untervektorraum von R®. Mit f/ = f ist insbesondere implizit gemeint, dass die
Ableitung von f existiert.”

Polynomraume

Sei K ein Koérper. Auf K[z] haben wir die Addition schon in Bemerkung 1.48
definiert. Wir definieren jetzt die Skalarmultiplikation auf K[z]|. Seien a € K und

f=ay+ax+ ...+ a2" € K[z|, dann definieren wir
a-f=a-(ag+a1x+...+aya") = aag + aqyx + ... + aa,z".

Mit dieser Addition und Skalarmultiplikation ist K[z] ein Untervektorraum (von K%).

Beispiel 2.29. Sei h € NU {0, —co}. Dann ist
Klaly = {p € Klz] | deg(p) < h}

ein Untervektorraum sowohl von K[x] als auch von KX. Ist {p € Klx] | deg(p) = h}

auch ein Untervektorraum?

Beispiel 2.30. Die Menge {p € K(z]5 | p = ao + ... + a5z° mit Z?:o a; = 0} ist ein
Untervektorraum von Klx]s.

Sehen Sie eine Ahnlichkeit zwischen Beispiel 2.17 und Beispiel 2.307?

Matrizenraume

In M, x»(K) kann man eine Addition und Skalarmultiplikation definieren, um eine
Vektorraumstruktur zu erhalten. Wie das genau geht und Beispiele von Untervektor-

rdaumen zu diesem Vektorraum besprechen Sie in der Ubungsstunde!

Die Potenzmenge als Vektorraum

Bevor wir die Theorie weiterentwickeln, besprechen wir ein Beispiel, bei dem die

Vektorraumstruktur nicht ganz so offensichtlich ist.

Beispiel 2.31. Sei X eine Menge. Wir mochten eine Vektorraumstruktur iiber Fy auf

der Potenzmenge P(X) definieren. Nehmen Sie sich einige Minuten Zeit, um sich zu

"Im Beispiel bezeichnet f’ die Ableitung von f, mehr dazu werden Sie spiiter in der Analysis sehen.
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iberlegen, was die Addition sein kénnte. Dann iiberlegen Sie sich, was der Nullvektor
ist. Wenn Sie dann wissen, was der Nullvektor ist, dann wissen Sie, wie die Skalarmul-
tiplikation definiert sein muss: Laut den Axiomen eines Vektorraums und Lemma 2.2

gilt in jedem Vektorraum V'
l-v=v und 0-v=0

fiir alle v € V. Aber Fy enthélt nur 0 und 1! Zur Addition: Es gibt eine interessante
symmetrische Operation auf P(X), ndmlich die symmetrische Differenz:
Fir A, B € P(X) sei

AAB = (AUB)\ (AN B).

P Q

Figur 2.1: Die symmetrische Differenz PAQ.
Mann kann zeigen, dass fiir alle A, B,C' € P(X) Folgendes gilt
AAB = BAA und (AAB)AC = AA(BAC).

Wenn wir A als Addition auf P(X) nehmen, was wére dann der Nullvektor? Wir suchen
S C X mit AAS = A fiir alle A € P(X). Eine kurze Uberlegung fiihrt uns dazu, dass

AND = A.

fir alle A € P(X) gilt. Also, wenn (P(X), A\, ") einen Vektorraum iiber F, = {0,1}

bilden soll, dann muss gelten
0-A=0 und 1-A=A.

Ubung 2.32. Zeigen Sie, dass (P(X), +,-) ein Vektorraum iiber Fy ist.

Bemerkung 2.33. Wir empfehlen diese Ubung mit allen Details zu 16sen - siehe Serie 6!

52



Kapitel 2.2 Zuriick zur Theorie

2.2 Zuruck zur Theorie

Nun da wir so viele Beispiele von Vektorraumen gesehen haben, ist es hochste Zeit
zuriick zur Theorie zu kehren. Jetzt miissen Sie ihren ,Computer-Compiler immer
benutzen: Wenn wir einen neuen Begriff definieren, wahlen Sie eines der vorherigen
Beispiele und iiberpriifen Sie mittels ihrem ,Computer-Compiler, ob der neue Begriff

auf ihr gewédhltes Beispiel zutrifft. Wir werden definieren:

e Der Span® einer Menge S C V, wobei V ein Vektorraum ist;

Linearkombinationen;

e lineare Unabhéngigkeit (und daher auch lineare Abhéngigkeit);

Basen und Dimensionen;

e Summen und (innere) direkte Summen.

2.2.1 Span und Linearkombinationen

In diesem Unterkapitel bezeichnet K immer einen Korper und V' einen Vektorraum
tiber K. Sei S C V eine Teilmenge (die nicht unbedingt ein Untervektorraum ist). Wir

kénnen uns zwei Fragen stellen:
1. Welches ist der kleinste Untervektorraum von V', der S enthalt?

2. Was bekommen wir, wenn wir die Menge aller Elemente betrachten, die wir mittels

Addition und Skalarmultiplikation von Elementen aus S erreichen kénnen?

Die erste Frage konnen wir mit diesem einfachen, aber wichtigen, Lemma beantwor-

ten:

Lemma 2.34. Sei V' ein Vektorraum dber K, I eine Indexmenge und (W;);er eine

Familie von Untervektorraumen. Dann ist

W =W

icl
ein Untervektorraum.
Beweis. Sei W wie im Lemma. Dann gilt:

e Der Nullvektor 0 liegt in W, da 0 € W; fiir alle 7 € I.

8Dieser Begriff kommt urspriinglich aus dem Englischen. Im Deutschen kann man auch Erzeugnis
sagen. Wir werden jedoch in der Regel den englischen Begriff verwenden.
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e Seien ay,as € K und vy, v, € W. Dann sind vy, vy € W, fiir alle 2 € I per Definition
von W. Da W; ein Untervektorraum ist fiir alle ¢ € I, ist ayv; + asvy € W;. Daher
ist ajv1 + agvg € W.

Dies zeigt, dass W in der Tat ein Untervektorraum von V ist. ]

Definition 2.35 (Erste Definition des Spans). Sei S C V. Wir definieren den Span
(auch Spann, oder lineare Hiille genannt) Sp(S) von S durch

Sp(8):= (W,

WeN

wobei N = {W | S C W, W ein Untervektorraum von V'}.
Eine direkte Folgerung ist:

Lemma 2.36. Sei S C V eine Teilmenge. Dann ist Sp(S) der kleinste Untervektor-

raum, der S enthdlt. Das heisst, es gilt:

(1) Sp(S) ist ein Untervektorraum.

(2) Wenn S CW fir W CV ein Untervektorraum, dann ist Sp(S) C W.
Beweis. (1) Dies folgt aus Lemma 2.34.

(2) Dies folgt aus der Definition von Sp(S) als Durchschnitt aller Untervektorrdume,
die S enthalten.

Dies beweist das Lemma. O

Das ist schon und gut, gibt uns aber keine ,konkrete* Beschreibung von Sp(S). Zu

diesem Zweck definieren wir:
Definition 2.37. Sei n € N und seien aq,...,a, € K und vy,...,v, € V. Ein Vektor
v € V der Form

n
V=a1V1 + ...+ ayv, = E a;v;
i=1

heisst eine Linearkombination von vy, ..., v, (iber K ). Die Skalare ay,...,a, heissen

die Koeffizienten der Linearkombination.

Bemerkung 2.38 (Wichtige Bemerkung). Am Anfang von Definition 2.37 steht n € N.
Das heisst bei einer Linearkombination kommen (nur) endlich viele Elemente in der

Summe vor!?

9Nachdem Sie mehr Analysis gelernt haben, kénnte man auch Linearkombinationen von unendlich
vielen Elementen betrachten, siehe zum Beispiel Fourierreihen.
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Lemma 2.39. Sei S CV eine (nicht leere) Teilmenge. Dann gilt

Sp(S) ={av1 + ...+ apv, | n €Na; € K,v; €S fiir alle 1 <i <n}

= {alle Linearkombinationen von Vektoren aus S}.

Bemerkung 2.40. Die Menge S kann unendlich sein. Nichtsdestotrotz benutzt jede Li-

nearkombination von S nur endlich viele Elemente von S.

Beweis von Lemma 2.39. Sei
é\ﬁ(S) ={av1+ ... +a,v, | n€Njag; € Kju; € S fiir alle 1 <1i <n}.

Wir zeigen:
(a) §f)(5 ) ist ein Untervektorraum.

(b) Fiir jeden Untervektorraum W C V mit S C W gilt Sp(S) C W.

Daraus folgt Sp(S) = Sp(), was wir zeigen wollten. (Wieso?) Wir beweisen zuerst (a).
Seien v und w zwei Linearkombinationen von Vektoren aus S, das heisst, v, w € Sp(S)

und wir konnen dementsprechend schreiben
v=a1v1 + ... tav, und w=bw;+ ...+ byw,,

wobei n,m € N, a;,b; € K und v;,w; € Sfirallel <7 <mnund 1 < j < m. Seien
a, € K. Dann ist

av + fw = aavr + ... + aa,v, + Bbywr + ... + Bbw.,

auch eine Linearkombination von Vektoren aus S (mit m + n € N Vektoren aus ).
Daher ist av + fw € SB(S) fiir alle o, 8 € K. Ausserdem, da S # 0, sei v € S.1° Dann
ist Ok -v eine Linearkombination von Vektoren aus S und daher ist Ox -v = 0y € §f)(5 ).
Dies zeigt (a). Fiir Teil (b): Man zeigt mittels Induktion (unter Verwendung von UVR2
und UVR3 aus Definition 2.5)!!, dass fiir jeden Untervektorraum W Folgendes gilt:
Falls S C W ist, dann ist jede Linearkombination von Vektoren aus S in W enthalten.
Das heisst, dass Sp(S) C W. O

Zwischenzeit-Zusammenfassung : Wir haben oben eigentlich gezeigt, dass Sp(S) zwei

dquivalente Definitionen hat:

(1) Definition 2.35:
Sp(S) :== ﬂ w,

WeN

10Sjehe Bemerkung 2.45.
1 7um Beispiel ist UVR3 die Basis der Induktion.

%)



Kapitel 2.2 Zuriick zur Theorie

wobei N = {W | S C W, W ein Untervektorraum von V'}.
(2) Sp(S) = {alle Linearkombinationen von Vektoren in S}.
Sie konnen jetzt sowohl (1) als auch (2) als Definitionen des Spans Sp(.S) betrachten.

Bevor wir Beispiele besprechen, geben wir noch drei kurze Definitionen und eine

Bemerkung.

Definition 2.41 (Notation). Seien n € N und vy,...,v, € V. Wir schreiben

Sp(v1, ..., vy) = Sp({v1, ..., v }).
Ubung 2.42. Zeigen Sie:
e Sp(v) ={av|a € K}.
e Sp(v,w) ={av+ pw | o, € K}.
e Allgmeiner: Sp(vy,...,v,) = {aqvy ... + av, | a; € K fiir alle 1 <i < n}.

(Ist dies nicht einfach die Definition? Hier ist es schwieriger zu wissen, was genau man

zeigen soll als es zu zeigen.)

Definition 2.43. Wir sagen, dass V von S C V erzeugt wird, falls Sp(S) = V. In
diesem Fall sagt man auch, dass S erzeugend (fiir V') ist oder, dass S den Vektorraum
V aufspannt. Die Menge S nennt man dann ein Erzeugendensystem von V. Allgemeiner
benutzt man dieselbe Terminologie wenn Sp(S) = W und W C V ein Untervektorraum
ist: Zum Beispiel sagt man, dass S den Untervektorraum W erzeugt (oder S spannt W

auf etc.).1?

Definition 2.44. Ein Vektorraum V heisst endlich-dimensional, falls es S C V gibt,
so dass |S| < oo und Sp(S) = V.

Bemerkung 2.45. Wenn wir die Definition 2.35 von Sp(S) benutzen, dann ist Sp(f)) =
{0y }. (Wieso?) Wenn wir Sp(f)) auch durch die Linearkombinations-Definition defi-
nieren wollen, kénnten wir sagen, dass die ,leere Summe* immer 0y ist. Das heisst,
dass >, .p2 := 0. Oder wir deklarieren einfach Sp()) = {Oy}. In jedem Fall definie-

ren/folgern wir jedoch, dass

Sp(@) = {0v}.

Dies macht einige Formulierungen spéter einfacher.

12 Auf Englisch wiirde man sagen: S spans W.
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2.2.2 Beispiele

Beispiel 2.46 (Geometrisches Intermezzo). Wir betrachten R?. Welche Untervektor-
rdume gibt es in R? und wie kénnen wir sie erzeugen? Zuerst einmal gibt es {Og2} =
{(0,0)}. Fiir diesen Untervektorraum gilt Sp(f)) = Sp(Og2) = {Opz2}.

Sei nun 0 # v = (a,b) € W C R? wobei W C R? ein Untervektorraum ist. Dann
wissen wir, dass Sp(v) = {av | @ € R} C W. Geometrisch heisst das: Sp(v) ist die
Gerade G, durch v und den Ursprung (0,0). Wir haben also gezeigt, dass v € W die

Inklusion GG, C W impliziert. Ausserdem sehen wir, dass
Sp(v) =Sp(w) <= G, =G, <= Ja#0:w=av
(Wieso?). Da Sp(v) immer ein Untervektorraum ist, zeigt dies auch, dass alle Geraden

{G, | 0 # v € R?*} Untervektorraume von R? sind.

Um die letzte Moglichkeit fiir einen Untervektorraum von R? zu finden, kdnnte man

jetzt Folgendes zeigen:

Ijbung 2.47. Sei W ein Untervektorraum von R2?, G, C W fiir v # 0 und w € W mit
w ¢ G,. Dann gilt Sp(v,w) = R2

Es gilt zum Beispiel, dass Sp((1,0),(0,1)) = R% Also ist R? insbesondere endlich-
dimensional.

Zusammenfassung : R? hat folgende Untervektorrdume:
(1) {(0,0)};
(2) G, fiir 0 #v € R

(3) R2.

Oder geometrisch gesagt: (1) Der Ursprung der Ebene; (2) Alle Geraden in der Ebene;
(3) Die Ebene selbst.

Bemerkung 2.48. Dies gilt iiber jedem Korper K, aber wir ,verlieren” die geometrische
Intuition. Ausserdem finden wir spéter eine dhnliche Beschreibung von allen Untervek-

torrdumen von R™ (oder K™).'

Beispiel 2.49 (Gauss und lineare Vektoren). Zuerst ein Beispiel in Q?:
Seien v = (1,3),w = (7,73) € Q2. Dann ist (11, 137) eine Linearkombination von v und
w:

-3-(1,3)+2-(7,73) = (11, 137).

Aber wie konnten wir die Skalare —3 und 2 finden? Oder wie konnen wir bestimmen,
ob es solche Skalare iiberhaupt gibt? Mit Gauss!

13Vgl. Bemerkung 2.16.
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aipx 0 Qin T
Lemma 2.50. Sei A= : : € Mppsn (K) und x = : e K™ Wir
Ui - Gy T,
definieren die Spaltenvektoren vy, ..., v, in K™ durch die Spalten von A:
. |
A= vy vy - v,
. |
Dann gilt
| | | n
Av=x1-| vy | +x2-| vo | +-4xn-| v, :invi.
| | | =
Beweis. Mit Definition 2.3 ist dies nur eine kurze Rechnung. O]
Seien vy, ...,v, € K™ und w € K™. Wir wollen wissen, ob w eine Linearkombination
von vy, . .., v, ist. Anders gesagt, wollen wir entscheiden, ob w € Sp(vy, ..., v,) ist. Dazu

betrachten wir die Matrix

A = V1 Uy - Up, ,
. |

deren Spalten die Vektoren vy, ..., v, sind. Jetzt betrachten wir das lineare Gleichungs-
system'*

Az =w fiirz e K" (%)
Aus Lemma 2.50 folgt:

(%) hat eine Losung x = (z1,...,2,) <= Az =z101+ ... + 2,0, =W
< w € Sp(v1,...,Up).

Mehr dazu in der Ubungsstunde.

Bemerkung 2.51. Eine ,,Baby-Version“ der linearen Algebra bespricht die Vektorrau-
me R™ und vor allem R? und R3. Man sollte diese einfachen Félle nicht unterschitzen
und versuchen, alle Begriffe am Anfang in diesen Vektorrdumen zu verstehen. So ent-
wickelt man ein geometrisches Verstandnis, welches auch in Vektorrdumen ,ohne Geo-
metrie” niitzlich ist. Spielen Sie mit Beispielen, um dieses geometrische Verstédndnis zu
entwickeln. Sie kénnen auch die schéne Video-Serie von 3BluelBrown anschauen. Im

jetzigen Zusammenhang ist besonders dieses Video relevant.

4 Anders gesagt, machen wir Gauss mit (A | w).
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Beispiel 2.52. Seien

Dann sind

v = (1,90,902,...) und w = (1,w,w2,...)

Elemente von Fib aus dem Beispiel 2.20. (Wieso?) In der Einflirung haben wir gezeigt,
dass Sp(v, w) = Fib. Daher ist Fib endlich-dimensional. Das heisst, dass man jede Folge
in Fib als Linearkombination von v und w schreiben kann. Im Sinne der Definition aus
der Einfiihrung heisst das, dass wir jedes Element von Fib gut kennen, da wir v und

w gut kennen!

Beispiel 2.53 (Standard-Basen). Es gibt gewisse ,,Standard-Wege*, um die Vektorrau-
me, die wir bisher besprochen haben, zu erzeugen. Hier hat das Wort Standard keine
prazise Bedeutung: man meint damit einfach, dass viele Leute diesen Weg benutzen,
um diese Vektorrdume zu erzeugen. Wir iiberlassen es dem Leser zu iiberpriifen, dass

die angegebenen Mengen tatséchlich Erzeugendensysteme sind:

(1) Seien e; = (1,0,...,0),e5 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) Vektoren in K".
Es gilt K" = Sp(ey,...,en).

(2) Fiir Kz], gilt K[z], = Sp(z°,z,...,2™). Ausserdem gilt
K[z] =Sp(a®,2',...) ==Sp ({z' | i e NU{0}}).

Die letzte Tatsache lédsst sich ebenfalls einfach iiberpriifen. Man muss sich lediglich
daran erinnern, dass eine Linearkombination immer nur endlich viele Summanden
hat!

(3) Seien m,n € N. Fiir 1 <i <m,1 <j <nsel B = (ag) € Mpxn(R) die Matrix

mit

1, fallsk=diundl =y
QA = .
0, sonst

Dann gilt

Also ist zum Beispiel

wams((30)-6) € 0)-(01)
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(4) Sei X eine Menge mit |X| = n. Dann gilt

P(X) = Sp({alle einelementigen Teilmengen von X }).

Bemerkung 2.54. Einige Autoren nennen die Basen in Beispiel 2.53  kanonisch® (vgl. Fi-
scher |6, 1.5.1]). Dies ist ein Missbrauch des Wortes kanonisch. Nichts ist kanonisch an
diesen Basen. Wir werden mehr dazu sagen, wenn wir ein Beispiel angeben, wo etwas
wirklich kanonisch ist. Bitte vermeiden Sie es dieses Wort in Zusammenhang mit den

Basen aus Beispiel 2.53 zu verwenden.
Ubung 2.55. Nehmen Sie sich Zeit die Aussagen in Beispiel 2.53 zu {iberpriifen.

Ubung 2.56. (1) Sei 7 € N. Wir definieren e; € K als die Folge (a,)neny mit a; = 1
und a; = 0 fiir alle j # . Gilt Sp({e; | ¢ € N}) = K*°? Wenn nicht, haben wir

diesen Untervektorraum schon zuvor erwahnt?

(2) Sei X eine unendliche Menge. Gilt
P(X) = Sp({alle einelementigen Teilmengen von X })?

Wenn nicht, wie konnten Sie diesen Span in Worten beschreiben?

2.2.3 Lineare Unabhangigkeit und die Definition einer Basis

Einfiihrung

Ein alternativer Titel dieses Abschnitts konnte sein: ,Wie kann ich einen Vektor-
raum beherrschen/beschreiben /kontrollieren? oder weniger romantisch: ,Wie konnte
ich einen Vektorraum mit Koordinaten versehen?” Dieselben Fragen konnten wir be-
ziiglich Untervektorrdumen stellen. Dies ist aber unnotig, da jeder Untervektorraum
auch ein Vektorraum ist.

Also, was meinen wir mit ,einen Vektorraum mit Koordinaten versehen“? Nehmen
wir an, dass V' ein Vektorraum iiber K ist und V = Sp(vy,...,v,). Dann konnen wir
jeden Vektor als Linearkombination von vy, . .., v, schreiben: Sei v € V. Dann existieren
ai,...,a, € K mit

v =a1v; + ...+ ayv,. (2.8)

Wenn diese Beschreibung eindeutig ist, dann kénnte man bei den Skalaren

A1y ..., Qp
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an die ,Koordinaten“ von v in der Beschreibung von v als Linearkombination von
vy, ...,v, denken. Wenn jeder Vektor eine eindeutige Beschreibung als Linearkombi-
nation von vy, ..., v, hat, konnten wir durch vy,...,v, jeden Vektor in V' mit , Koor-

dinaten® versehen. Dadurch kénnten wir den Vektorraum V' beschreiben /kontrollieren.

Wenn dies der Fall ist, dann sagen wir, dass vy, . . ., v, eine Basis von V ist. Wir mochten
also verstehen, welche Bedingung wir an vy, ..., v, stellen miissen, damit wir wissen,
dass jeder Vektor eine eindeutige Beschreibung als Linearkombination von vq,...,v,

hat. Wir werden bald sehen, dass wir dies (iiberraschenderweise) schon durch eine
mogliche Beschreibung des Nullvektors verstehen konnen.
Lineare Unabhangigkeit

Wie immer bezeichnet V' einen Vektorraum iiber einem Koérper K.

Definition 2.57. Sei n € N. Eine endliche Menge'® {v,...,v,} C V ist linear
unabhdingig, falls aus aiv; + ... + ayv, = 0 fir a1,...,a, € K stets folgt, dass

a; =0,...,a, =0. In Quantoren ausgedriickt:
Vay,...,ap € K :av1+...+a,v, =0 = a;=0,...,a, =0.

Spéater werden wir in diesem Fall auch schreiben: die Liste vy, --- , v, ist linear unab-
héngig (Siehe Bemerkung 2.71). Ausserdem ist die leere Menge () linear unabhéngig per

Konvention.

Bemerkung 2.58. Der Nullvektor hat immer die folgende Beschreibung als Linearkom-

bination von vy, ..., v,:

O-vy+...+0-v, =0. (2.9)
Daher sagt Definition 2.57: vy,..., v, sind linear unabhéngig genau dann, wenn (2.9)
die einzige Beschreibung des Nullvektors als Linearkombination von vy, ..., v, ist.

Definition 2.59. Eine nichtleere Menge S C V heisst linear unabhdngig, falls jede

endliche nichtleere Teilmenge von S linear unabhéngig ist.
Beispiel 2.60. (1) Die Menge {ey,...,e,} € K" ist linear unabhéngig. (Wieso?)
(2) Die Menge {ey, €2,...} € K ist linear unabhéngig. (Wieso?)

(3) Die Menge {1,x,2?%,...,z"} ist linear unabhéingig in K|[x],. Ausserdem ist die Men-
ge {1,z,2?, ...} linear unabhingig in K|x]. (Wieso?)

Ubung 2.61. (1) Beweisen Sie: Die Menge {v} C V ist linear unabhéingig genau dann,

wenn v # 0.

15Da 0 ¢ N ist, ist diese Menge nicht die leere Menge.
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(2) Wann sind zwei Vektoren in R? linear unabhéngig?
(3) Versuchen Sie drei linear unabhiingige Vektoren in R? zu finden!

Definition 2.62. Eine Menge heisst linear abhdngig, falls sie nicht linear unabhéngig

ist.
Definition 2.63. Die triviale Linearkombination von vy, ..., v, ist
0:001++01}n
Daher gilt: vy, ..., v, ist linear unabhéngig genau dann, wenn die triviale Linearkom-
bination die einzige Moglichkeit ist 0 als Linearkombination von vy, . . ., v, zu schreiben.

Lineare (Un-)Abhéngigkeit ist so wichtig, dass es sich lohnt die Definition von linea-

rer Abhéngigkeit explizit hinzuschreiben.

Definition 2.64. Eine nichtleere Menge S C V heisst linear abhdngig, wenn es paar-
weise verschiedene vy, ..., v, € § gibt und ay,...,a, € K, die nicht alle Null sind, so
dass

av1 + ...+ ayv, = 0.

Bemerkung 2.65. Nehmen Sie sich Zeit, um zu iiberpriifen, dass Definition 2.64 die
Negation der Definition 2.59 ist. Falls Sie dies verwirrend finden, fiithren Sie sich folgende
Idee vor Augen: vy,...,v, sind linear abhingig, wenn der Nullvektor nicht nur die
triviale Beschreibung 0 - v; 4+ ...+ 0 - v, hat, sondern auch eine andere ,nicht-triviale®

Beschreibung.

Jetzt sind wir bereit fiir den Begriff der Basis, welcher die gewiinschte Eindeutigkeit

aus der Einfiihrung herbeifiihrt.

Lemma 2.66. Sei S linear unabhdngig und ) # S C S. Dann ist auch S’ linear

unabhdngig.
Beweis. (Wieso?) O

Definition 2.67. Eine Menge S C V heisst eine Basis (fiir V'), falls S linear unabhéngig

ist und V von S erzeugt wird.

Proposition 2.68. Fine Menge S C V ist eine Basis von V' genau dann, wenn jedes
v € V in einer eindeutigen Weise als Linearkombination von Vektoren aus S geschrie-

ben werden kann.

Beweis. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass |S| < oo ist. Der Beweis fir
|S| = oo ist ziemlich dhnlich.
,<=": Nehmen wir an, dass S die Eigenschaft hat, dass jedes v € V' in einer eindeu-

tigen Weise als Linearkombination von Vektoren aus S geschrieben werden kann. Dies
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impliziert direkt, dass Sp(S) = V. Sei S = {vy,...,v,}. Da 0 als triviale Linearkom-

bination 0 =0-v; 4+ ...+ 0 - v, geschrieben werden kann, folgt aus der Eindeutigkeit,

dass fiir aq,...,a, € K mit

a1+ ... +a,v, =0
a1 = ... = a, = 0 folgen muss. Dies zeigt, dass S linear unabhéngig ist und daher eine
Basis ist.

, =1 Diese Richtung beweisen wir mittels Kontraposition. Nehmen wir an, dass v €
V' auf zwei verschiedene Weisen als Linearkombination von Vektoren aus S geschrieben

werden kann: Angenommen
v=av; +...a,0, und v=0bv;+...+0byv,
mit ay, ..., an,b1,...,b, € K, so dass ein 1 < ¢y < n existiert mit a;, # b;,. Dann ist

0=v—v=(a1v1 + ...+ apv,) — (biv1 + ... + byv,)
= (al—bl)U1+...+<(ln—bn)Un,

aber a;, — b;, # 0 und daher ist S = {vy,...,v,} linear abhéngig. Insbesondere ist S

keine Basis. OJ

Bemerkung 2.69. Proposition 2.68 zeigt: Eine Basis eines Vektorraums gibt uns, wie in
der Einfiihrung gewiinscht, ,eindeutige Koordinaten“ um die Vektoren aus dem Vektor-

raum zu beschreiben.

Beispiel 2.70. Alle Mengen in Beispiel 2.53 (Standard-Basen) sind Basen der jeweili-

gen Vektorraume.

Bevor wir einige Beispiele geben, wollen wir besser verstehen, wie Basen in endlich-

dimensionalen Vektorraumen aussehen. Das ruft nach einem neuen Abschnitt!

2.3 Endlich-dimensionale Vektorraume

Dieses Kapitel ist das schonste in der Geschichte der Linearen Algebra I, das wir er-
zéhlen wollen. Wir werden sehen, dass wir mittels der Begriffe linearer (Un-) Abhéngigkeit
und Span ein starkes Struktur-Theorem fiir endlich-dimensionale Vektorraume iiber ei-
nem Korper K beweisen konnen. Teile dieser Prasentation sind aus dem Buch von
Halmos [7] und |5, Kap. 2]. Im Folgenden ist V ein Vektorraum iiber K, der endlich-

dimensional ist (siehe Definition 2.44).

Bemerkung 2.71. In diesem Abschnitt ist es besser an ,Listen von Vektoren“ zu denken.

Das heisst, wir stellen uns die Menge {v1, ..., v,,} C V als geordnete Menge von V' vor,
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wobei die Ordnung durch die Nummerierung gegeben ist. Daher schreiben wir haufig
U1, ..., Uy statt {vq,...,v,} und nennen vy,...,v,, eine Liste. Mit der Ldinge einer
Liste meinen wir einfach m. (Der Fall m = 0 ist erlaubt, wenn die Liste leer ist!)

Lemma 2.72. Seien vy,...,v, linear abhingig in V. Dann existiert ein 1 < 57 < m

mit

(a) vj € Sp(vy,...,vj_1) und

(b) Sp(?]l, ey V-1, Vj41, - - ,'Um) = Sp(’l}l, e 7Um)~

Beweis. Da vy, ..., v, linear abhéngig sind, existieren ag,...,a,, € K, so dass
avi+ ...+ apv, =0

und nicht alle a; = 0 sind fiir 1 < i < m. Sei j = max{i | a; # 0}. Dann gilt
(11U1+...+(Zjvj = 0.

Wir 16sen nach a;v; auf und dividieren durch a;(# 0):

! —aj—1
vj=—v+...+
a; a;

it (2.10)
Dies zeigt (a). Fiir (b) betrachten wir v € Sp(vy, ..., v,,). Dann ist
V=a1V1 + ...+ anuvn

fir ai,...,a, € K. Man setzt nun (2.10) fiir v; ein und sieht, dass v auch eine Li-
nearkombination von {v1,...,vj_1,Vj41,...,Un} ist. Dies zeigt die Behauptung. (Wie-
s07) O

Bemerkung 2.73. Was passiert im Beweis, falls j = 17 Dann ist der Span von vy, ..., v;_;
gleich Sp(vy,...,vj_1) = Sp(0) = {0}. Das impliziert, dass v; = v; = 0. Dann gelten in
der Tat (a) und (b).

Lemma 2.74. Angenommen wir haben in Lemma 2.72 zusdtzlich die Bedingung, dass

vy, ..., U fir k < m linear unabhdngig sind. Dann gilt k < j.

Beweis. Angenommen j < k, dann gilt v; € Sp(vy, ..., vj_1) beziehungsweise
V; = a1v + ...+ a;—1Vj—1
fir ay,...,a;-1 € K. Dann ist jedoch

0= avy + ...+ aj—1Vj—1 + (-1)Uj
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eine nicht-triviale Linearkombination von vy, ..., v;, was im Widerspruch zur linearen
Unabhéngigkeit von vy, ..., vy steht. O
Lemma 2.75. Seien wy,...,w, € V mit Sp(wy,...,w,) =V und v € V. Dann sind
v, Wy, ..., W, linear abhdngig.

Beweis. Der Beweis funktioniert gleich wie im vorherigen Lemma: Daes ay, ..., a, € K

gibt mit v = ayw; + ... + a,wy,, gilt 0 = aywy + ... 4+ a,w, — v. Dies zeigt die lineare

Abhéngigkeit von {v,wy, ..., w,}. ]

Lemma 2.76. Seien vq,...,v, € V mit Sp(vy,...,v,) =V und seien uy, ..., uy, € V

linear unabhdngig. Dann gilt m < n.

Beweis. Wir werden m Etappen durchfiihren. In der ersten Etappe werden wir u; mit
einem der Vektoren {vy,...,v,} ,austauschen*, und zwar wie folgt:
Etappe 1: Wir betrachten die Menge

U1, V1y...,Up (211)

von n + 1 Vektoren. Laut Lemma 2.75 ist diese Menge linear abhéngig. Laut Lemma
2.72 koénnen wir einen der Vektoren in (2.11) ,wegwerfen ohne den Span zu &ndern.
Laut Lemma 2.74 ist dieser ,unbrauchbare* Vektor nicht uy, da {u;} linear unabhéngig
ist. (Streng genommen, miissen wir hier Lemma 2.66 benutzen, um zu argumentieren,
dass {u; } linear unabhéngig ist.) Wir bekommen eine neue Liste der Lange n, in welcher
uy der erste Vektor ist und die anderen n — 1 Vektoren Elemente von {vy, ..., v,} sind.
Des Weiteren spannt diese Liste V' auf.

Etappe 1 < j < m: (Wir empfehlen dem Leser an j = 2 zu denken.) Aus der letzten

Etappe haben wir eine Liste der Liange n, die V' aufspannt, deren erste ;7 — 1 Vektoren
Uy, ..., uj—1 sind und deren letzte n — (j — 1) Vektoren in {vy,...,v,} enthalten sind.
Der Lesbarkeit halber fiihren wir eine Umnummerierung durch und schreiben diese

Liste als

Uly ooy Uj—1, W1y - ooy Wp—(j-1)-

Wir betrachten jetzt die Liste
ULy v sy Uj—1, Uj, W1y v ooy Wi—(5-1)-

Auch hier gilt wegen Lemma 2.75, dass diese Liste linear abhéngig ist. Laut Lemma 2.72
kénnen wir einen Vektor dieser Liste wegwerfen ohne den Span zu &ndern und wegen
Lemma 2.74 muss dieser Vektor einer der Vektoren wy, ..., w,_(j—1) sein, da uy, ..., u;
linear unabhéingig sind. Wir fiihren nacheinander die m Etappen durch.

Am Ende von Etappe m bekommen wir eine Liste

/
Upy ooy Uy W,y oo o, W
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der Lange n, die alle Vektoren uq,...,u,, enthalt. Daher ist n > m, was wir zeigen
wollten. u

Bemerkung 2.77. Wir wir gleich sehen werden, spielt Lemma 2.76 eine zentrale Rolle.
Es ist eng verbunden mit dem sogenannten ,Steinitz’schen Austauschsatz* (vgl. Fischer
[6, 1.5.4]).

Wir sind jetzt bereit fiir eine der Séulen der linearen Algebra:

Theorem 2.78. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber einem Korper K.
Dann hat' V' eine Basis mit endlicher Linge. Ausserdem hat jede Basis von'V' die gleiche

Lange.

Beweis der zweiten Aussage in Theorem 2.78. Wir beweisen zunéchst die zweite Aus-
sage. Seien A und B zwei Basen von V. Dann sind A und B endliche Mengen, weil V'
endlich-dimensional ist. Da A erzeugend und B linear unabhéngig ist, folgt aus Lemma

2.76, dass |B| < |A|. Wir konnen jedoch die Rollen von A und B vertauschen! Da B
erzeugend und A linear unabhéngig ist, gilt auch |A| < |B|, also |A| = |B]. O

Fiir den Beweis der Existenz einer Basis beweisen wir zunéchst ein separates Lemma,

da dessen Inhalt und der Beweis davon spéater wichtig sein werden fiir uns.

Lemma 2.79. Sei vq,...,v, ein Erzeugendensystem. Dann enthdlt vy, ..., v, eine Ba-

S18.

Beweis. Kurz gesagt (und ohne einen expliziten Algorithmus anzugeben) kénnte man
das Lemma beweisen, indem man Vektoren aus vy, ..., v, nacheinander weg wirft bis
man eine linear unabhéngige Liste bekommt mit demselben Span. Und daher wére diese
neue Liste dann eine Basis. Wir mochten den Beweis allerdings etwas algorithmischer
besprechen. Wir geben einen Algorithmus mit n Etappen an, der in der Etappe j
entscheidet, ob v; ein Teil der Basis sein wird.

Etappe 1: Wenn v; = 0 ist, werfen wir v; weg. Wenn nicht, dann behalten wir v;.

Etappe 2 < j <n: Falls v; € Sp(vy,...,vj_1), so werfen wir v; weg. Falls nicht,

behalten wir v;.

Nach diesen n Etappen bekommen wir eine Liste. Mit einer Umnummerierung schrei-
ben wir diese Liste als vy, ..., v,,. Bemerken Sie, dass Sp(vy,...,v,,) = V, da wir in
jeder Etappe j nur Vektoren, die im Span von Vektoren in vy, ..., v;_; enthalten sind,
weggeworfen haben. Ausserdem behaupten wir, dass vy, ..., v, linear unabhéngig sind,

da vy,..., v, die Bedingungen des folgenden Lemmas 2.80 erfiillen. m

Lemma 2.80. Seien wy,...,w; € V, so dass w; ¢ Sp(wy, ..., wj_1) fir allel <j <l

ist. Dann sind wy, . .., w; linear unabhdngig.

Beweis. Falls die Aussage des Lemmas nicht stimmt, folgt aus Lemma 2.72 (a), dass

es ein 1 < j <[ gibt mit w; € Sp(wy,...,w;j_1), im Widerspruch zur Annahme. O
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Beweis der ersten Aussage in Theorem 2.78. Nach Definition 2.44 eines endlich-dimen-
sionalen Vektorraums existiert eine Erzeugendensystem fiir V. Nach Lemma 2.79 ent-
halt dieses Erzeugendensystem eine Basis. Die erste Aussage in Theorem 2.78 folgt

somit. Dies beendet den Beweis von Theorem 2.78. O
Theorem 2.78 ermdglicht folgende zentrale Definition:

Definition 2.81. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Wir definieren die Di-

mension von V als dim V' = n, wobei n € NU {0} die Lénge einer Basis von V ist.

Beachten Sie, dass dank Theorem 2.78 die Dimension in der Tat ein Element von
N U {0} und wohl-definiert (das heisst, sie hingt nicht von der Wahl der Basis ab) ist.
Im néchsten Kapitel werden wir sogenannte Isomorphismen zwischen Vektorrdumen
definieren. Hier ist ein Spoiler: Bis auf Isomorphismus gibt es nur einen Vektorraum
iiber K der Dimension n. Mit der Hilfe des néchsten Beispiels, zeigt dies, dass jeder

Vektorraum iiber K mit dim V' = n isomorph zu K" ist.

Beispiel 2.82. Wie wir in Beispiel 2.70 gesehen haben, sind die Mengen aus Beispiel
2.53 Basen der jeweiligen Vektorrdume. Dies zeigt:

(1) dim K™ = n;

2) dim Klz], = n + 1;

(3) dim My (K) = mm;

(4) fir |X| = n ist dim P(X) = n (vgl. Beispiel 2.31).

Zu Theorem 2.78 gibt es ein analoges Theorem auch im Fall, wenn V' unendlich-

dimensional ist.

Theorem 2.83 (Hamel Basis). Jeder Vektorraum tiber K hat eine Basis. Je zwei Basen

haben die gleiche Kardinalitdt.
Wir werden dieses Theorem nicht beweisen, nicht weil es schwierig ist, sondern weil:

(1) Wir werden schon genug Spass haben mit endlich-dimensionalen Vektorrdumen.

(2) Hamel-Basen in unendlich-dimensionalen Vektorrdumen sind normalerweise nicht
interessant: unendlich-dimensionale Vektorraume haben normalerweise zuséatzliche
Strukturen (zum Beispiel topologische und analytische Strukturen) und man ist
normalerweise interessiert an Basen, die diese Strukturen ,auffassen. Das beste
Beispiel dazu ist die Theorie der Fourierreihen.

(3) Die Existenz einer Hamel-Basis ist dquivalent zum Auswalaxiom (bzw. zum Lemma
von Zorn). (Trotzdem lohnt es sich vielleicht die Existenz einer Basis mit dem

Lemma von Zorn zu beweisen, was nicht schwierig ist.)
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Bevor wir diesen Abschnitt abschliessen, beweisen wir noch ein niitzliches Lemma
fiir spéter. In gewissem Sinne (vgl. Abschnitt 2.3.1) ist dieses Lemma dual zu Lemma
2.79.

Lemma 2.84. Jede linear unabhdingige Teilmenge von V' kann man zu einer Basis von
V' erweitern.

Beweis. Sei uq, ...,u; eine linear unabhéngige Liste in V und vy, ..., v,, eine Basis von
V. Betrachten Sie die Liste

ULy e o5 UL Vs e e vy U,y

welche sicher V' erzeugt. Man macht die gleichen Etappen wie im Beweis von Lemma
2.79. Die Vektoren wuy,...,u; werden dabei nicht weggeworfen (Wieso?). Daher be-
kommt man am Ende nach [ +m Etappen eine Liste, die mit uq, ..., u; anfangt, linear
unabhéngig ist und V' aufspannt. Das heisst, die erhaltene Liste ist eine Basis von V/,

die w1, ..., u; enthélt. Dies zeigt die Aussage des Lemmas. O

2.3.1 Gleichgewicht

Vielleicht hat es Thre Mutter Thnen schon gesagt: Gleichgewicht ist das wichtigste
im Leben!'¢
In der Mathematik hat das Gleichgewicht eine andere Rolle: Wie wir jetzt erkldren

werden, fiihrt es uns zu niitzlichen und interessanten Objekten.

Maximale linear unabhéngige Mengen und minimale Erzeugendensysteme

Je grosser eine Teilmenge S C V ist, desto grosser ist die Wahrscheinlichkeit, dass
sie erzeugend ist. Je kleiner eine Teilmenge S C V ist, desto grosser ist die Wahrschein-
lichkeit, dass sie linear unabhéngig ist. Anders gesagt, gibt es fiir eine Menge S einen
Wettbewerb zwischen den Eigenschaften ,erzeugend* und ,linear unabhéngig”: erzeu-
gend“ zieht nach oben und ,linear unabhéngig® zieht nach unten. Der folgende Satz

zeigt, dass die ,Gleichgewichts-Punkte Mengen der Grosse dim V' sind.

Satz 2.85. Sei V' ein Vektorraum mit dimV = n, wobei n € NU {0}. Fir eine Liste

V1, ...,0, €V der Linge n sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) Die Vektoren vy, ..., v, sind linear unabhdngig.
(2) Die Vektoren vy, ..., v, sind erzeugend.

(8) Die Vektoren vy, ..., v, bilden eine Basis.

16Falls nicht, dann haben sie es sicher von Karate Kid gelernt, oder?!
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass (1) die Aussage in (3) impliziert: Laut Lemma 2.84
kann die linear unabhéngige Liste vy, ..., v, durch die Annahme in (1) zu einer Basis
erweitert werden. Aber laut Theorem 2.78 hat jede Basis Léange n. Daher ist vq,..., v,
schon eine Basis.

Die Implikationen (3) = (1) und (3) = (2) folgen aus der Definition einer Basis,
vgl. Definition 2.67.

Um zu zeigen, dass die Aussage (2) die Aussage (3) impliziert, seien vy, ..., v, ein
Erzeugendensystem. Laut Lemma 2.79 enthélt dieses System eine Basis. Da aber alle

Basen Lénge n haben, ist vy,...,v, schon eine Basis. O

Bemerkung 2.86. Es lohnt sich Satz 2.85 noch anders zu formulieren: (1) impliziert:
Jede maximal linear unabhéngige Menge ist eine Basis. (2) impliziert: Jede minimal
erzeugende Menge ist eine Basis. (Wieso? Uberlegen Sie sich, wieso das eine Umformu-

lierung des Satzes 2.85 ist.)

Korollar 2.87 (Fehlendes Gleichgewicht). Sein = dimV < oo.
(a) Eine Menge vy, ... ,v, mit k < n ist nicht erzeugend.

(b) Eine Menge vq,...,vx mit n < k ist linear abhdngig.

Beweis. (a) Falls die Aussage in (a) nicht gilt, dann enthélt die Menge laut Lemma

2.79 eine Basis mit Léange kleiner als n.

(b) Falls die Aussage in (b) nicht gilt, dann kénnen wir laut Lemma 2.84 die Menge zu
einer Basis mit Lange grosser als n erweitern.

Dies beweist das Korollar. O

Bemerkung 2.88 (Gauss und Basen in K™). Genau wie wir nach Lemma 2.50 den
Begriff Span in K™ mit Gauss-Elimination verbinden konnten, kénnen wir auch die

Begriffe der linearen (Un-)Abhéngigkeit und Basis mit der Gauss’schen Elimination

verbinden.
Aus Lemma 2.50 folgt, dass v1,...,v, € K™ linear unabhéngig sind genau dann,
wenn
. | &l 0
Ul Vg ot Uy : =1 |eK™
| | Tn 0
nur die triviale Losung x; = ... = x, = 0 hat, was man mit Gauss-Elimination bestim-

men kann. Fiir eine Charakterisierung einer Basis durch ein lineares Gleichungssystem,

kénnten wir Proposition 2.68 benutzen. (Wieso und wie genau?) Aber wir sind jetzt
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viel schlauer: vy, ..., v, € K™ ist eine Basis von K™, falls n = m und
| | 3 0
Vi Uy o Uy =1 | eK”
. | Ty 0

nur die triviale Losung hat, was man mit Gauss-Elimination iiberpriifen kann.
Beispiel 2.89. (1) Je drei Vektoren in R? (oder K?) sind linear abhiingig.
(2) Je vier Polynome in Fr[z]s (oder K[z]2) sind linear abhéngig.

(3) Man hat keine Chance den Raum My 3(C) (als Vektorraum iiber C) mit 5 Matrizen

aufzuspannen.

(4) Zwei Vektoren v = (a,b) und w = (c,d) sind eine Basis fiir K2, falls

a c )y [0
b d) \y) \o
nur die Losung © = y = 0 hat.
(5) Die Vektoren

fi=(1,0,...,0)
f2:(17170,...,0)

fo=(1,1,...1)
in K™ bilden eine Basis von K™.

(6) Je n+ 1 (vom Nullpolynom verschiedene) Polynome von verschiedenem Grad in
K [z],, bilden eine Basis von K|z, (Forum-Wieso?).

(7) Sei V' ein Vektorraum. Per Konvention ist die leere Menge () linear unabhéngig.
Ausserdem gilt Sp(f)) = {0y }. Daher ist die leere Menge eine Basis des Untervek-
torraums {0y } und es gilt dim {0y} = 0.

(8) In der Ubungsstunde: Gibt es eine Basis v1,...,v; von R[z]s, so dass kein v; ein

quadratisches Polynom!7 ist?

I"Ein quadratisches Polynom ist ein Polynom von Grad 2.
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(9) Sei A eine Menge von Teilmengen von {1,...,n} mit |A| < n. Dann kann man nicht
jede Teilmenge von {1,...,n} mittels der symmetrischen Differenz von Mengen aus

A schreiben. Das heisst Sp(A) # P({1,...,n}).
Es kann gut sein, dass Ihnen die Giiltigkeit eines der obigen Beispiele unklar ist.

Fragen Sie im Forum nach!

2.3.2 Basen von Vektorraumen ohne Gauss’sche Elimination

Wie findet man eine Basis fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum oder einen
Untervektorraum? Auch hier ist V' ein Vektorraum iiber einem Kérper K. Laut Theo-

rem 2.78 hat jeder Vektorraum eine Basis. Als Korollar erhalten wir:
Korollar 2.90. Jeder Untervektorraum hat eine Basis.

Beweis. Laut Lemma 2.7 ist jeder Untervektorraum auch ein Vektorraum mit der
auf den Untervektorraum eingeschrankten Addition und Skalarmultiplikation. Theo-

rem 2.78 zeigt die Existenz einer Basis. O
Was unklar bleibt, ist wie lang die Basis eines Untervektorraums sein darf!

Proposition 2.91. Seien V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U ein Unter-
vektorraum. Dann ist U auch endlich-dimensional und dimU < dim V. Ausserdem gilt

dimU = dimV genau dann, wenn U =V ist.

Beweis. Sei S C U eine Basis von U. Wir behaupten, dass |S| < dim V. Falls dies
nicht gilt, dann enthélt S eine Menge S’ mit dim V' + 1 Vektoren, die linear unabhéngig
sind, da S linear unabhéngig ist. Laut Lemma 2.84 kann man S’ zu einer Basis von V'
erweitern. Dann bekommt man eine Basis von V', deren Lange grosser ist als dim V',
was ein Widerspruch zu Theorem 2.78 ist.

Wir zeigen noch die zweite Aussage: Fiir ,,<=* gibt es nichts zu beweisen. Fiir ,,=“
sein = dimU = dimV und B = {vy,...,v,} eine Basis fiir U. Da B eine Liste von
linear unabhéngigen Vektoren in V' der Lange dim V ist, ist B auch eine Basis fiir V
(laut Satz 2.85) und daher ist V' = Sp(B) = U. Die Proposition folgt. O

Wir kommen also zu der Frage, wie man eine Basis eines Untervektorraums findet.

Mittels Korollar 2.90 konnen wir uns auf Vektorrdume konzentrieren.

Erste Methode: Die Beweise benutzen

Die obigen Beweise sind eigentlich algorithmisch, obwohl wir nicht versucht haben
die Algorithmen effizient zu wahlen. Nichtsdestotrotz fiithren sie zu einer Antwort, wie
wir jetzt kurz erklaren:

Top-Down-Methode: Sei V' = Sp(vy,...,v,). Wie kénnten wir eine Basis fiir V' fin-
den?
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e Falls vy,...,v, linear unabhéngig sind, ist vy, ..., v, schon eine Basis.
e Falls vy,...,v, linear abhéngig sind, konnen wir den Algorithmus im Beweis von
Lemma 2.79 benutzen, um Vektoren aus vy, ..., v, ,weg zuwerfen“, ohne den Span

zu dndern, bis wir eine linear unabhéngige Liste bekommen.

Bottom-Up-Methode: Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Man wéhlt v € V'
mit v # 0. (Wenn dies nicht méoglich ist, dann ist V' = {0}.) Jetzt verwendet man
Lemma 2.80: Man wéhlt vy ¢ Sp(vy) und dann vz ¢ Sp(vy,v2) bis man dies nicht

weiterfithren kann, da man den ganzen Vektorraum aufgespannt hat. Die erhaltene
Liste ist laut Lemma 2.80 eine linear unabhéngige Liste, die V' aufspannt (da man
keine Vektoren mehr hinzufiigen konnte). Das heisst, die erhaltene Liste ist eine Basis.
Grundsatzlich ist dies genau das, was im Beweis von Lemma 2.79 passiert.

Die erste Methode oben ist hauptséchlich von einem theoretischen Standpunkt aus
interessant. Die zweite Methode benutzt die Gauss’sche Elimination und ist viel effizi-

enter. Es lohnt sich aber, dies von einem allgemeineren Blickwinkel aus zu betrachten.

2.3.3 Zeilen- und Spaltenraum und die Gauss’sche Elimination

Definition 2.92. Sei A € M,,»,(K) und seien uy, ..., u, € K" die Zeilen der Matrix
und vy, ...,v, € K™ die Spalten der Matrix. Wir definieren

ZR(A) = Zeilenraum(A) = Sp(uy, ..., uy) C K"
SR(A) = Spaltenraum(A) = Sp(vy,...,v,) € K™.

Lemma 2.93. Seien A, B € M,,«,(K), so dass B durch Zeilenoperationen aus A
entstanden ist. Dann gilt ZR(A) = ZR(B).

Bemerkung 2.94. Vorsicht! Normalerweise gilt nicht, dass SR(A) = SR(B), wenn man
Zeilenoperationen verwendet. Die Uberraschung ist jedoch, dass dann trotzdem dim SR(A) =
dim SR(B) gilt!

Beweis. Dieser Beweis ist ahnlich zum Beweis, welchen wir im Zusatzskript [2] zu
Los(A,b) = Los(B, b) gegeben haben. Seien uy, ..., u,, € K" die Zeilen von A.

L; <+ L;: Zeilen vertauschen hat keinen Einfluss auf den Span:

SP(UL, - oy Uiy ooy Uy ooy Uy) = SP(Uy ooy Uiy Wy Ui 1y - vy U1, Uiy W1 - -y Uy

AL; — L;: Hier muss man zeigen, dass fiir alle 0 # \ € K gilt:
SP(Uty e ey Uiy ey Upy) = SP(ULy+ vy AUy« oy Upy).

(Wieso? Zeigen Sie es!)
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L+ AL; — L; (i # j) : Hier muss man zeigen:

SP(Ur, -y Um) = Sp(Ur, - ooy Wim1, Wi + AU, Ui, - o Upy).

Die Inklusion ,,0“ folgt aus der Tatsache, dass u; + Au; eine Linearkombination von

Uy, . .., Uy, ist. Die Inklusion ,,C*“ folgt aus der Tatsache, dass
U; = (Ul + /\Uj) — )\Uj

eine Linearkombination von wy, ..., w1, u; + Auj, Uit1, . . ., Uy, ist. O

Definition 2.95. Seien n,m € N und A € M,,»,(K). Wir definieren den Spaltenrang

und den Zeilenrang von A durch

Spaltenrang(A) := dim SR(A),
Zeilenrang(A) := dim ZR(A).

Bemerkung 2.96. Wir werden spéter sehen, dass fiir jede Matrix A die Gleichung
Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A) (2.12)

gilt. Dies ist sicher nicht offensichtlich: Immerhin sind SR(A) und ZR(A) im Allgemei-
nen Untervektorrdume von verschiedenen Rdumen! Das folgende Lemma zeigt (2.12)

fiir den Spezialfall, dass A in Zeilenstufenform ist.

Lemma 2.97. Sei B € M., (K) eine Matriz in Zeilenstufenform. Dann sind die
Zeilen, die keine Nullzeilen sind, eine Basis des Zeilenraums ZR(B). Insbesondere gilt
dim ZR(B) = Rang(B). Ahnlich gilt: Die Spalten, die die Pivots enthalten, sind eine
Basis des Spaltenraums. Insbesondere gilt Spaltenrang(B) = Zeilenrang(B).

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass alle Pivots 1 sind.
Seien ayj,, . .., a,;, die Eintrage der Pivots (das heisst j; < jo < ... < j,) und uy, ..., u,
die entsprechenden Zeilen.

Ui, ..., u, sind linear unabhéngig: Sei

> Ay = 0. (2.13)
=1

Da in der ji;-ten Spalte ausser dem Pivot a;;, = 1 nur Nullen stehen, ist die j;-te
Koordinate des Vektors Y, \ju; € K™ gleich ;. Also folgt aus (2.13), dass A\; = 0 sein
muss. Die jo-te Koordinate von  ;_, \ju; € K™ ist dann (weil \; = 0) gleich A5. Aus
(2.13) folgt wiederum, dass Ay = 0. Mit Induktion zeigt man: Falls \; = ... =X, =0
fur k < r, dann ist die jg41-te Koordinate von » . \u; € K™ gleich A\j1q. Aus (2.13)
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folgt, dass A\p11 = 0. Daher gilt Ay = ... = A\, =0, was die lineare Unabhéngigkeit von
uy, ..., u, zeigt. Da alle anderen Zeilen Nullzeilen sind, folgt ZR(B) = Sp(u, ..., u,)
und daher ist uy,...,u, eine Basis von ZR(B).

Den Beweis der zweiten Aussage (beziiglich der Basis des Spaltenraums) ist sehr &hn-
lich und wir tiberlassen ihn den Lesern. Die Gleichheit Spaltenrang(B) = Zeilenrang(B)
folgt. O

Dies beweist auch eine wichtige Tatsache zur Gauss’schen Elimination, die wir vorher
nicht bewiesen haben.
Erinnerung: Fiir eine Matrix A ist Rang(A) die Anzahl der Pivots einer Matrix in

Zeilenstufenform, die durch Zeilenoperationen auf A entstanden ist.

Korollar 2.98. Der Rang einer Matrix A ist wohl-definiert. Das heisst, der Rang hingt

nicht von den Zeilenoperationen ab, die zur Stufenform fiihren.
Beweis. Wieso? Dieses ,Wieso?“ hat fiir einmal eine Losung am Ende des Kapitels. [

Korollar 2.99 (Algorithmus zur Berechnung einer Basis aus einem Erzeugendensystem
in K"). Sei U = Sp(uy,...,uy,) € K" Um eine Basis fir U zu finden, schreibt man
UL, -y Uy als Zeilen einer Matric A € My, x,(K). Mit Zeilenoperationen fihrt man
A zu einer Matriz B Zeilenstufenform tber. Dann sind die Zeilen von B, die keine

Nullzeilen sind, eine Basis von U.

Wie findet man eine Basis fiir den Spaltenraum? Man kénnte statt Zeilenoperatio-
nen ganz analog Spaltenoperationen durchfithren, Stufenform beziiglich Spalten und so
weiter definieren. Man konnte aber auch die Rollen von Zeilen und Spalten vertauschen.

Dieser Vorgang kommt mehrmals vor, daher gibt man ihm einen Namen:

Definition 2.100 (Transposition). Sei A = (a;;)ij € Mpxn(K). Wir definieren die

Transponierte von A als die Matrix

AT == (bw) 1<i<n S Mnxm(K)

1<j<m
mit b;; = aj;.
Sei 1 < k < n. Dann gelten folgende Eigenschaften:
e Dic k-te Zeile von AT ist die k-te Spalte von A.
e Die k-te Spalte von A7 ist die k-te Zeile von A.
e (A+B)T = AT + BT.

o (ANA)T = \AT.

74



Kapitel 2.3 Endlich-dimensionale Vektorraume

o (AT = A.

e SR(A) = ZR(AT).

e ZR(A) = SR(AT).

e Spaltenoperationen auf A sind dasselbe wie Zeilenoperationen auf A”.

Bemerkung 2.101. Die Addition und Skalarmultiplikation von Matrizen haben Sie in
der Ubungsstunde definiert.

Satz 2.102. Seien m,n € N und A € My, (K). Es gilt
Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A).

Wir werden den kompletten Beweis erst in den néchsten Kapiteln durchfiihren (und
bis dann nicht verwenden!), geben dafiir aber schon eine Beweisskizze mit Gauss’scher
Elimination, die man auch zu einem echten Beweis ,upgraden’ kann.

Magie: Wie man mit Gauss’scher Elimination gleichzeitig Basen fiir vier verschiedene

Vektorraume berechnen kann!

Beispiel 2.103. Sei

-3 6 —-11
A=|11 -2 2 3
2 -4 5 B8

Wir bringen die Matrix in (Zeilen-)Stufenform. In jedem Schritt bezeichnet w; die i-te

Zeile der vorhergehenden Matrix.

1 -2 2 3 1 -2 2 3
A wmow f 3 g g oq | w55 10
2 —4 5 8 2 —4 5 8
1 -2 2 3 1 -2 2 3
wmPmzws g g 5 10| 222 1 2)
0 0 1 2 0 0 5 10
1 -2 2 3 1 -2 1 1
wshwa s g 1 o mEwRzwn ol 1 2
0 0 00 0 0 00

1 11
4 Zellenoperationen 12 (2.14)
0 00
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erhalten.

Korollar 2.99 besagt, dass {(1,—2,1,1),(0,0,1,2)} eine Basis des Zeilenraums ZR(A)
ist. Wenn man jetzt eine Basis des Spaltenraums SR(A) finden will, gibt es zwei Me-
thoden:

Methode fiir die Fleissigen: Ohne viel zu denken, betrachtet man

-3 1 2
|6 -2
-1 2 5
1 3 8

und fithrt die Gauss’sche Elimination mit Zeilenoperationen durch:

AT Zeilenoperationen
A ——

o o o
o o~ O
o O uln U=

Daher gilt, dass

— O

1
01,
1 13
5

5

eine Basis des Spaltenraums SR(A) ist. (Oder falls Sie etwas gegen Briiche haben, ist

) 0
O, o
1 13

auch eine Basis. (Wieso?))

Methode fiir Faule: Hier ist der Trick, mit welchem man eine Basis fiir SR(A) und
ZR(A) gleichzeitig finden kann.

Betrachten Sie das Eliminationsverfahren in (2.14). Fiir eine Matrix M € M3y 4(K)
schreiben wir MM, M@ MG M® fiir ihre Spalten. Haben Sie bemerkt, dass

AP = 2407 (2.15)

Bemerken Sie auch, dass die lineare Relation in (2.15) auch fiir alle anderen Matrizen
im Eliminationsprozess gilt. Allgemein gilt: Zeilenoperationen erhalten alle linearen

Relationen zwischen den Spalten. Insbesondere Aussagen wie

die zweite Spalte = —2 (die erste Spalte)
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sind invariant unter Zeilenoperationen. Das heisst, Zeilenoperationen dndern die Giil-
tigkeit solcher Aussagen nicht.

Am Ende des Eliminationsprozesses in (2.14) steht die Matrix
0
0

Laut Lemma 2.97 ist {die erste Spalte von B, die dritte Spalte von B} eine Basis von
SR(B). Diese Aussage ist auch invariant unter Zeilenoperationen. Das heisst, die Aus-

sage andert sich nicht, wenn wir Zeilenoperationen verwenden. Daher gilt
{die erste Spalte von A, die dritte Spalte von A}

ist eine Basis von SR(A) oder

ist aber keine Basis von SR(A)!

Korollar 2.104. Wenn man die faule Version in Beispiel 2.103 studiert, kommt man

zu den folgenden Erkenntnissen:

(1) Sei A eine Matriz und ji,...,J, die Indizes der Spalten mit Pivots einer Matriz,
die aus A durch Zeilenoperationen in Stufenform gebracht wurde. Seien AW die

Spalten von A. Dann ist {AUY) ... AU} eine Basis des Spaltenraums von A.

(2) Dies zeigt auch:

dim Spaltenraum(A) = dim Zeilenraum(A). (2.16)

Bemerkung 2.105. Wir werden zwei (vollstdndige) Beweise von (2.16) geben und bis
dann werden wir es nicht verwenden. Es ist aber schon toll sich zu merken, dass man

manche solcher Tatsachen beweisen kann. Sie diirfen in Ihren Berechnungen diesen
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Trick benutzen. Wenn wir den Orthogonalitéts-Begriff einfithren, werden wir noch einen

zusatzlichen Trick lernen.

2.3.4 Summen

Wie immer ist V' ein Vektorraum iiber einem Korper K.

Definition 2.106. Seien U, W C V zwei Untervektorraume. Wir definieren die Summe
von U und W als
U+W={u+w|uelUweW}.

Allgemeiner definieren wir fir Untervektorrdume Uy, ...,U, von V die Summe von

Uy,..., U, als
U+...4U,={w+...4u, |y, €U; firi=1,...,n}.

Proposition 2.107. Seien U, W C V zwei Untervektorriume. Es gilt

(1) U+ W = Sp(UUW) und damit ist U + W der kleinste Untervektorraum, der U
und W enthdlt.

(2) Falls U+ W endlich-dimensional ist, dann kann man folgendermassen eine Basis
von U + W bilden: Seien k = dim(U N W), | = dim(U) und m = dim W.
(a) Man wdhlt eine Basis py,...,px von UNW.
(b) Man wdhlt eine Basis py,. .., Pk, Ui, ..., w_x fir U und eine Basis

b1y Py Wiy oo, Win—k fUT’ w.

Dann ist

Pis-- s Pk Uty oo s Uk, W1y - ooy Win—k (217)

eine Basis fir U + W.

(8) Insbesondere gilt die sogenannte Dimensionsformel:

dimU +W =dimU +dimW —dimU N W.

Beweis. Teil (1) iiberlassen wir den Lesern. (Hinweis: Fiir die zweite Aussage benutzen
Sie Lemma 2.36.)

Fiir (2) miissen wir beweisen, dass die Liste in (2.17) eine Basis von U + W ist. Da
die Liste eine Basis fiir U und W enthélt, spannt diese Liste nach (1) U + W auf. Es
bleibt also zu zeigen, dass die Liste in (2.17) linear unabhéngig ist. Nehmen wir also

an, dass

a1pr+ ...+ appe +biur + ..+ b_pu_g +cwy + .+ Cp g W = 0 (218)
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beziehungsweise, dass
vi= Wi+t kWi = —(a1p1 + - - F agpr + brug o b guyg).

fir ay,...,a5,b1,...,bj_k,C1,...,Ccm_r € K. Einerseits gilt v € W, da die linke Seite in
W ist. Andererseits gilt v € U, da die rechte Seite in U ist. Daher ist v € U N W. Also

existieren ay, ..., 0, € K mit v = ayp; + ... + ap, und somit
oapr + ... Fogpr = Wy + ..o+ Cop— kWi —k -

Da {p1,...,pk, W1, ..., Wy_x} linear unabhéngig sind, folgt ¢; = ... = ¢ = a1 =

... = ap = 0. Dann vereinfacht sich Gleichung (2.18) zu
ai1p1 + ...+ arPr + b1u1 + ...+ bl_kul_k = 0,
dacy=...=c¢pn=0.Da{p1,...,px,u1,...,u_ g} auch linear unabhéngig ist, gilt
alz...:ak:blz...:bl_kzo.

Dies zeigt, dass die Liste in (2.17) linear unabhéngig und daher eine Basis von U + W
ist. Es folgt dann auch (3). O

Bemerkung 2.108. Hier lohnt es sich auch den Beweis im Fischer [6, Kap. 1.6.1] zu
lesen. Man kénnte ausgehend von (2.18) die lineare Unabhéngigkeit auch ein bisschen

anders zeigen (mittels Proposition 2.68).

Ubung 2.109. Seien Uy, Us, Us Untervektorraume eines endlich-dimensionalen Vektor-

raums. Betrachten Sie die Formel

— dlIIl(Ul N UQ) — dlIIl(Ul N U3) — dlm(U2 N Ug)

Beweisen Sie die Formel oder geben Sie ein Gegenbeispiel!

Direkte Summen

Proposition 2.110. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K und seien

U W CV zwei Untervektorriume. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) Es gilt dim(U + W) = dim U + dim W.

(2) Es gilt dim(U N W) = 0.
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(8) Es gilt UNW = {0}.

(4) Jedes v € U+ W ist eindeutig darstellbar als
v=u+w

mituw € U undw e W.
(5) Falls 0 =u+w mitu e U und w € W, dann ist u =0 und w = 0.

Definition 2.111. Falls eine der dquivalenten Bedingungen in Proposition 2.110 gilt,

dann sagen wir, dass U + W die direkte Summe von U und W ist und schreiben
U+W=UeaW.

Beweis von Proposition 2.110. Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt aus Proposition
2.107 (3). Des Weiteren ist (2) dquivalent zu (3). (Wieso? Es gibt nur einen Unter-
vektorraum mit Dimension 0!) Wir zeigen jetzt, dass (3) die Aussage in (4) impliziert.
Seien uq +wy = us + we zwei Darstellungen eines Vektors in U + W mit uq, us € U und
wy,wy € W. Dann gilt, dass

ul—u2:w2—w1€UﬂW

Laut (3) ist UNW = {0} und daher ist u; —us = we —w; = 0 beziehungsweise u; = usy
und wy = wy, was (4) zeigt. Des Weiteren gilt ,,(4) = (5)*. (Wieso? Da 0 = 0+0.) Nun
zeigen wir die Implikation ,,(5) = (3)“: Falls es 0 # v € U N W gibt, dann ist

0=_v +(-v)
U oW

keine triviale Darstellung von 0 als v + w mit v € U und w € W, im Widerspruch zu
(5). O

Proposition 2.112. Seien V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U ein Unter-

vektorraum. Dann existiert ein Untervektorraum W mat
V=UgW.

Definition 2.113. Ein Untervektorraum W wie in Proposition 2.112 wird ein Kom-

plement von U in V' genannt (oder auch ein direkter Summand von V zu U).

Beweis von Proposition 2.112. Seiuq,...,u; eine Basis fiir U und sei uq, . .., u;, wy, ..., wy

eine Erweiterung der Basis von U zu einer Basis von V. Sei W := Sp(wy, ..., wy). Wir
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behaupten, dass V' = U & W. Beachten sie dazu zuerst, dass
V=U+W=Sp(UUW)=Sp(uy,...,u,wy,...,wg).
(Wieso?) Ausserdem gilt UNW = {0}: Falls v € UNW, dann existieren aq, ...,a;,by,...,b; €

K mit

v:a1u1+...—i—alul:blwl—i—...bkwk.

Da uy,...,u;,wy,...,w; linear unabhéngig sind, folgt jedoch
a=...=aq=b=...=b,=0
und daher ist v = 0. Also folgt mit Proposition 2.110 die Aussage. O

Beispiel 2.114. Wir geben einige Beispiele:
(1) Hier ist ein allgemeines Beispiel:

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und B = {vy,...,v,} eine Basis von
V. Sei S C B. Dann ist
V =Sp(S) ®Sp(B\ 9).

Zum Beispiel lédsst sich K™ dadurch so schreiben:
K" =Sp(e1,...,ex) ®Sp(€ri1,---,en)

fir alle 0 < k < n.

(2) Sei X eine endliche Menge und P(X) die dazugehorige Potenzmenge. Wir betrach-
ten P(X) als Vektorraum {iber Fy. Fiir jedes Y C X gilt:

P(X)=P(Y)®P(X\Y).

(3) Ein Beispiel in K3: Fiir U = Sp(ey, e5) und V = Sp(es, e3) gilt, dass U +V = K3,

aber dies ist keine direkte Summe, weil unter anderem auch
UNV =Sp(ey)

gilt.

(4) In der Serie haben Sie das Folgende gezeigt:
Sei V = RE = Abb(R,R), U die Menge aller geraden Funktionen und V' die Menge

aller ungeraden Funktionen. Dann gilt

V=UaW
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Sie werden noch mehr Beispiele in der Ubungsstunde und in der Serie sehen.

Zurick zu Korollar 2.98

Antwort auf die Frage ,Wieso?“ im Beweis von Korollar 2.98. Sei B irgendeine Matrix
in Stufenform, die durch Zeilenoperationen aus A entstanden ist. Der Beweis von Lem-
ma 2.93 zeigt, dass

ZR(A) = ZR(B).

Lemma 2.97 besagt, dass
dim ZR(B) = Anzahl der Pivots in B.

Dabher ist diese Anzahl Pivots gleich dim ZR(A) und héngt nicht von B ab. O
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Changelog: Kapitel 2

e 24.10: In der Definition 2.35 wurden die Begriffe Spann und lineare Hiillen hin-
zugefiigt.

e 26.10: In Beispiel 2.46 wurde Ogv zu Ogz gedndert.

e 26.10: In Beispiel 2.82 wurde zur Klarstellung eine Referenz hinzugetiigt.
e 28.10: Bemerkung 2.54 wurde hinzugefiigt.

e 28.10: Im Beweis von Lemma 2.74 wurde v; € Sp(vy, ..., v,;_1) korrigiert.

e 28.10: In Etappe 1 < 7 < m im Beweis von Lemma 2.76 wurde der Satz: ,Wir

betrachten jetzt die Liste uy, ..., uj_1,uj, wy, ..., wy_¢;—1).* hinzugefiigt.

e 28.10: Im Beweis von Theorem 2.78 wurde klargestellt, dass die Mengen A und
B endlich sind.

e 31.10: Im Beweis von Lemma 2.72 Teil (a) wurde der Satz mit a v + ...+ ajv; =
a1v; + ...+ apv, (bzw. aqv1 + ... 4+ a;v; = a1v; + . .. + @V, nach Korrektur des

Typos) geloscht, da er nicht gebraucht wird.

e 31.10: Im Beweis von Lemma 2.76 wurde in Etappe 1 < j < m die richtige
Referenz (Lemma 2.72) eingefiigt.

e 31.10: Im Beweis von Lemma 2.74 wurde 0 = ayv; + ...a;vj_1 + (—1)v; zu 0 =

a1vr + ... aj_1vj_1 + (—1)v; korrigiert.

e 01.11: In Definition 2.57 wurde hinzugefiigt, dass die leere Menge per Konvention
linear unabhéngig ist und in den Definitionen 2.59 und 2.64 wurde ,beliebige

Menge* durch ,nicht leere Menge* ersetzt.

e 03.11: Bei der Bottom-Up-Methode in Abschnitt 2.3.2 wurde vy ¢ Sp(v;) und
vs & Sp(vq,v9) korrigiert.

e 03.11: In Korollar 2.87 (b) wurde ,nicht linear abhéngig® mit ,linear abhéngig"

ersetzt.
e 03.11: Bemerkung 2.96 wurde hinzugefiigt.

e 03.11: Lemma 2.97 wurde mit einer weiteren Aussage ergidnzt. Im Beweis von

Lemma 2.97 wurden einige Typos korrigiert.

e 04.11: Der Abschnitt Summen fangt mit Definition 2.106 an.
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e 06.11: In Beispiel 2.29 wurden die (moglichen) Vektorrdume des Untervektor-

raums angegeben.

e 07.11: Im Beweis von Lemma 2.79 wurde in Etappe 2 < 7 < n der Typovy,...,v,

zu vy, ..., vj_1 korrigiert.
e 07.11: Der Beweis der ersten Aussage in Theorem 2.78 wurde umformuliert.
e 07.11: Die Aussage in Lemma 2.84 wurde genauer formuliert.

e 07:11: Im Beweis von Proposition 2.91 wurde der Typo n = dimV = dim W zu
n =dimU = dim V korrigiert.

e 07:11: Korrektur des Typos dim(U + W) = dim V' + dim W in Proposition 2.110
(1) zu dim(U + W) = dim U + dim W.

e 07:11: Definition 2.113 wurde hinzugefiigt.
e 08.11: In Definition 2.100 wurden bei der Matrix A7 die Indizes angepasst.

e 08.11: In Ubung 2.109 wurde dim(U; +Uy+Us) auf der rechten Seite der Gleichung
zu dim(U; N Uy N Us) korrigiert.

e (08.11: In Bemerkung 2.16 wurde s € Lo zu s € L, korrigiert.

e 01.01: In Satz 2.102 wurde der Typo Zeilenrang(B) zu Zeilenrang(A) korrigiert.
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Epilog von Kapitel 2

Basis. Das sollten Sie sich aus Kapitel 2 merken.'® In jedem Vektorraum gibt es eine
Basis und alle Basen haben die gleiche Lénge (oder Kardinalitdt)! Vektorrdume sind
im Allgemeinen abstrakt und eine Basis ermoglicht uns einen Zugang zu solch einem
Vektorraum, auch wenn dieser Vektorraum sehr abstrakt ist. Wie genau? Erinnern Sie

sich an Proposition 2.68. Im néchsten Kapitel werden wir Folgendes definieren:

Definition. Sei V' ein Vektorraum, B = {vy,...,v,} eine Basis von V und v € V' ein
beliebiger Vektor. Da B eine Basis ist, konnen wir die Koordinaten von v beziiglich B

folgendermassen definieren und mit [v]g notieren:

aq
=1 | € K" : <= v=a1v; +...0,0,.

Qn

Sie sollten dariiber so nachdenken: B macht den abstrakten Raum V' fiir uns ,ex-
plizit“, indem wir v einfach durch den Vektor [v]g € K" verstehen kénnen. Etwas an-
schaulicher stelle ich mir [v]z als die Beschreibung von v € V' durch ,die Brille B* vor.
Das heisst, dass jede Basis uns eine ,Brille gibt, mit der wir V', sehen kénnen®. Bevor
ich mit dieser Plauderei authore, bemerke ich noch Folgendes: Der Vektor [v]s gehort
zu K". Dies erklart also auch die folgende Aussage: Ein Vektorraum mit Dimension n

hat n , Freiheitsgrade®.

8Dies ist keine Zusammenfassung! Wir geben nur Kommentare, woher wir kommen und wohin wir
gehen mit dem Stoff.
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Kapitel 3
Lineare Abbildungen

Vektorrdaume zu studieren hat im letzten Kapitel viel Spass gemacht. Aber Vektor-
rdume zu betrachten ohne sie miteinander zu vergleichen wére schade. Dies wire wie
Mengen zu studieren ohne den Funktionsbegriff. Wir haben schon in der Vorlesung er-
wahnt, dass man in der Mathematik, und vor allem in der Algebra, gewisse Objekte als
Kategorie betrachten kann. Grob gesagt, ist eine Kategorie eine Klasse von Objekten
und Morphismen (auch Pfeile genannt) zwischen diesen Objekten.! Auf jeden Fall sind
die Objekte in der linearen Algebra Vektorrdume und in diesem Kapitel mdéchten wir

die dazugehorigen Pfeile beschreiben: Lineare Abbildungen.

3.1 Definition einer linearen Abbildung

Wir mochten die Definition einer linearen Abbildung von einem abstrakten Blick-
winkel aus motivieren. Seien V' und W zwei Vektorrdume iiber einem Korper K. Eine

Funktion

T:V W

soll eine ,lineare Abbildung* genannt werden, falls sie die Vektorraum-Struktur von
V und W  respektiert® beziehungsweise miteinander verbindet. Hier ist die offizielle

Definition:

Definition 3.1. Seien V und W Vektorrdume iiber einem Kérper K. Eine Funktion
T:V—=>W

heisst linear (oder lineare Abbildung oder lineare Transformation), falls folgende zwei

Eigenschaften gelten:

IWer sich dafiir interessiert kann hier mehr nachlesen.
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V’Ul, Vg € \7 T(Ul -+ U2> = T(Ul) + T(Uz) (Addlthltat)

3.1
Vae K,veV:T(av) = aT(v) (Homogenitét) (8.1)

Die Menge aller linearen Abbildungen von V' nach W bezeichnen wir mit
Homg (V,W) oder Hom(V,W),

falls bei Letzterem K aus dem Zusammenhang klar ist. In diesem Kapitel, falls wir
nichts anderes sagen, stehen V und W fiir Vektorrdume iiber einem Korper K und
T :V — W ist eine lineare Abbildung.

Ubung 3.2. Zeigen Sie die folgende Aquivalenz:
T ist linear <= Va,b € K, v1,v2 € V : T(av; + bvg) = aT(v1) + bT'(vg).

Bemerkung 3.3. Das Wort Abbildung ist ein Synonym fiir Funktion. Jedoch verwendet
man in diesem Zusammenhang hier eher den Ausdruck ,lineare Abbildung* und nicht

Jineare Funktion“, obwohl sie beide dasselbe bedeuten.

Bemerkung 3.4. Manchmal schreiben wir der Einfachheit halber T'v statt T'(v).

Beispiele

Es ist schwierig zu entscheiden, was das beste erste Beispiel fiir eine lineare Abbil-
dung ist: Es gibt viele! Einige kommen aus der Geometrie, einige aus der Analysis und
es gibt noch mehr. Da wir lineare Abbildungen schlussendlich von einem abstrakten

Standpunkt aus betrachten wollen, fangen wir mit abstrakten Beispielen an.

Beispiel 3.5. Sei V' ein Vektorraum. Es gibt immer zwei lineare Abbildungen in
Hom(V,V):

e Die Identitéits-Abbildung

IdV:V—>V',

v,

die jeden Vektor auf sich selbst abbildet. Manchmal bezeichnen wir die Abbildung

als Id oder I, falls der zugrundeliegende Vektorraum aus dem Kontext klar ist.

e Die Null-Abbildung

0:V =W,

v — O
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Beachten Sie, dass wir insbesondere auch W =V wahlen koénnen.

(Wieso sind dies lineare Abbildungen? Uberpriifen Sie, dass die beiden Abbildungen

linear sind!)

Beispiel 3.6. Hier ist ein Beispiel, welches durch die Analysis motiviert ist. Sei K ein

Korper. Wir definieren

D : K[x] — K|z,

ap + a1 + ... + apx™ — ay + 2a97 + 3aszx® + ...+ na,z" L.

Hier stehen wie immer die Zahlen 1,2,3... € K fir 1,1+ 1,1+1+1,... € K und D
steht fiir Differenziation. Man kénnte iiberpriifen, dass fiir alle a,b € K und p, q € K|z]

D(ap + bq) = aD(p) + bD(q) (3.2)
gilt. Mit der Schreibweise p’ := D(p) (bzw. ¢ = D(q)) ist (3.2) genau die Formel
(ap +bq) = ap" + bq,

die Sie aus der Mittelschule kennen.

Ubung 3.7. (1) Falls char(K) = 0, zeigen Sie, dass

{p€ K[z] | D(p) =0} = {a | a € K} = {konstante Polynome} .

(2) Sei p eine Primzahl. Berechnen Sie
{g € Fpla] | D(g) = 0}
Beispiel 3.8. Das Integral ist auch eine lineare Abbildung
I:1([0,1]) —

R
1
d
fH/O f(z)de,

wobei I([0,1]) die Menge aller Riemann-integrierbaren Funktionen auf [0, 1] ist.

Beispiel 3.9. Viele geometrische Abbildungen der Ebene sind linear. Zum Beispiel
Reflexion, Rotation, Streckung und Stauchung und so weiter. Dies besprechen Sie in
der Ubungsstunde. Um Thr geometrisches Verstindnis zu iiben, kénnen Sie sich dieses

Video oder auch dieses Video von 3BluelBrown anschauen.

Beispiel 3.10. Sie besprechen ebenfalls Beispiele mit Matrizenriumen in der Ubungs-

stunde.
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Beispiel 3.11. Die Abbildung

myrs @ Faz[z]ia — Fsr[z]210

p|—>$73'p.

ist linear.

Beispiel 3.12. Die Abbildung (vgl. Einfiihrung in die Lineare Algebra [1])

S:K* — K*
(al, Qag, . . ) — (ag, as, . . )
ist linear. Diese Abbildung heisst auch Verschiebungsabbildung und ist zentral im Gebiet

der dynamischen Systeme. Wir haben in unserer Fibonacci-Einfithrung ([1]) gesehen,

dass man S auf den Untervektorraum
Fib(K) :={(a1,as,...) € K | ay, = ap_1 + an_» fiir alle n > 3} C K
einschranken und
S |rib(k): Fib(K) — Fib(K)

studieren kann.

Beispiel 3.13 (Mutterbeispiel). Zu guter Letzt geben wir jetzt die wichtigste lineare
Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen an.
Seien n,m € N und sei A € M,,«,(K). Dann ist die Abbildung

ma : K" — K™
T I

r=|: | —Ax=A

linear. Bemerken Sie, Folgendes:

e Das Produkt Az haben wir in Definition 2.12 definiert.
e Hier sollte man K" und K™ als K¢, und K¢, betrachten.

e Wir werden in Kiirze zeigen, dass sich jede lineare Abbildung zwischen K™ und
K™ als my fiir eine Matrix A € M,,x,(K) darstellen ldsst. Ausserdem werden
wir spéater in diesem Kapitel erkldaren, dass jede lineare Abbildung zwischen zwei
beliebigen endlich-dimensionalen Vektorrdumen gewissermassen durch solche Ab-

bildungen darstellbar ist.
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e Da diese Abbildung so zentral ist, bezeichnen viele Autoren (und auch wir manch-
mal) diese Abbildung mit T4 statt m4.

Proposition 3.14 (Erste Eigenschaften). Seien V' und W zwei Vektorrdume dber ei-

nem Korper K undT : V — W eine lineare Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen:
(1) Fir alle ay,...,a, € K und vy,...,v, €V gilt
T < Z aﬂ)i) = Z alT(Ul)
i=1 i=1

Dass heisst, dass das Bild einer Linearkombination der v; mit Koeffizienten a; eine

Linearkombination der T'(v;) mit Koeffizienten a; ist.
(2) Es gilt T(0) =0 (oder fir die verwirrten Leser: T'(0y) = Oy ).
Beweis. (1) Dies zeigt man mittels Induktion mit Hilfe von der Definition in (3.1).
(2) Da Oy + 0y = Oy ist, gilt

T(0y) =T(0y +0y) =T(0y) +T(0y),

wobei wir im letzten Schritt die Linearitdt der Abbildung 7" benutzt haben. Wir
addieren —T'(0y) € W auf beiden Seiten und erhalten

Dies beweist die Proposition. O
Satz 3.15. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und vy, ...,v, € V eine Basis
von' V. Seienwy, ..., w, € W beliebige Vektoren. Dann existiert eine eindeutige lineare

Abbildung T : V. — W mit
T(’Ul) = W;

firt=1,...,n.

Bemerkung 3.16. Denken Sie wie immer bei solchen Aussagen an zwei Tatsachen: Exi-

stenz und Eindeutigkeit.

Beweis von Satz 3.15. Wir definieren 7" durch einen Vorgang, der hiufig benutzt wird:
Jineare Erweiterung”.
Sei v € V. Wir wollen T'(v) definieren. Dafiir schreiben wir zuerst v als Linearkom-

bination der Basis vy, ..., v,

n
V=a1V1 + ...+ a,v, = E a;v;,
i=1
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wobei ay, ..., a, € K. Erinnern Sie sich daran, dass diese Schreibweise laut Proposition
2.68 eindeutig ist. Proposition 3.14 sagt uns: Falls es eine lineare Abbildung 7" : V' — W

giabe, dann wiirde

T(v) = T<; aivi) - ; a;T(v;) = Z;: agw; (3.3)

gelten. Wir kénnen T'(v) genau so definieren, dass (3.3) gilt! Wir definieren also

T(v) = i a;w;.
i=1

Dies ist wohl-definiert, da die Schreibweise von v als Linearkombination von vy,...,v,

eindeutig ist. Wir miissen nun zeigen, dass T linear ist. Seien v,v" € V', so dass

n n
/
v = E a;v; und v = E b;v;
i=1 i=1

gilt fir aq,...,a,,b1,...,b, € K. Dann ist

n

v+ = Z(ai + bi)v;
i=1
die eindeutige Schreibweise von v 4 v' beziiglich der Basis vy, ...,v,. Laut unserer

Definition von T gilt

n n

Tv+)= Z(ai + bj)w; = Z(aiwi + biw;) = Z a;w; + Z bw; = T(v) + T ('),
i=1 i=1

i=1 i=1

was die Additivitidt von T zeigt. Sei jetzt o € K. Es gilt aw = )" | aa;v; und daher

n n
T(aw) = Z aa;w; = o Z a;w; = aT'(v).
i=1 i=1

Dies zeigt, dass T linear ist und die obige Erkldarung zeigt, dass dies die einzig mogliche
Definition fiir eine lineare Abbildung 7" : V' — W mit T'(v;) = w; ist. O

Beispiel 3.17. Wieviele lineare Abbildungen T : Fi — F2 gibt es oder, in anderen
Worten, was ist die Kardinalitit von Hom(F3, F2)? Wir betrachten die Basis {ey, ..., e4}
von Fi. Laut Satz 3.15 ergibt jede beliebige Wahl von Bildern T'(e;),...,T(e4) eine
lineare Abbildung 7" : Fj — F2. Da |F3| = 9 ist, gibt es genau 9* solche verschiedenen
Wahlen von Vektoren. Daher gilt | Hom(F3, F3)| = 9*.

Man kénnte dies mit beliebigen Abbildungen (das heisst, Funktionen) von F3 nach F3
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vergleichen. Es gibt [F2|IFil = (32)3") = 981 solche Abbildungen. (Wieso?) Insbesondere
sind 93! — 9% dieser Abbildungen (und somit die {iberwéltigende Mehrheit) nicht linear!
Ahnlich gilt

| Hom(V, )| = ()"

wobei p eine Primzahl, k eine natiirliche Zahl und V' ein n-dimensionaler Vektorraum

iber [F), ist.

Wir betrachten jetzt K™ mit der Standard-Basis ey, ..., e,. Seien wy,...,w, € K™

beliebige Vektoren. Laut Satz 3.15 existiert eine eindeutige lineare Abbildung

T:K"— K™
mit T'(e;) = w; fiir i =1,...,n. Sei A die Matrix, deren Spalten wy, ..., w, sind, also
o |
A=\ w wy Wy,

Dann gilt ma(e;) = Ae; = w;. Das heisst, m4 ist die einzige lineare Abbildung 7', die
die Eigenschaften von Satz 3.15 erfiillt. Da w; ..., w, beliebig sind, folgt das folgende

Lemma:

Lemma 3.18. Fir jede lineare Abbildung T : K" — K™ existiert ein eindeutiges
A € Mpysn(K), so dass T = ma. Namlich

A= | T(ey) T(ex) -+ T(en) | € Mysn(K).

3.2 Kern und Bild

Auch hier sind V' und W zwei Vektorrdume iiber einem beliebigen Koérper K. Mit

jeder linearen Abbildung sind (zumindest) zwei Untervektorrdume verbunden:

Proposition 3.19 (Definition und Proposition). Sei T : V. — W eine lineare Abbil-
dunyg.

(1) Die Menge
Ker(T)={veV |Tv=0y}

1st ein Untervektorraum von V und heisst der Kern von T'.
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(2) Das Bild von T
Im(T) ={Tv|veV}

ist ein Untervektorraum von W .2

Erinnerung: Fiir eine Funktion f: A — B und b € B ist

o) =1 ({0}) ={a € A: f(a) =b} (3.4)
die Menge aller Urbilder von b. Mit dieser Notation ist Ker(T) = T~!(0Ow).

Beweis. (1) Seien a,b € K und vy, vy € Ker(T'). Dann gilt
T(avy + bvy) = aTvy + bTvy = a- Oy + b - Oy = Ow.

Ausserdem ist 0y € Ker(7') laut Proposition 3.14 und daher ist Ker(7') ein Unter-

vektorraum von V.

(2) Seien jetzt wy, we € Im(7T'). Dann existieren vy, v € V mit Tvy = wy und Tvy = wy
laut der Definition von Im(7). Es gilt

T(avy + bvy) = aTvy + bTvy = awy + bwy

und daher ist aw; + bwy € Im(T'). Auch hier folgt aus Proposition 3.14, dass
Ow € Im(7T) ist, da T'(0y) = Oy . Daher ist Im(7") ein Untervektorraum von W.

Dies beweist die Proposition. O

Beispiel 3.20 (Kern und homogenene lineare Gleichungssysteme). Sei A € M, 5, (K).
Wir betrachten m,4 : K™ — K™. Dann gilt

Ker(ma) = Los(A, Ogm).
Das heisst, Ker(m,) sind die Losungen des homogenen linearen Gleichungssystems
A.T:OKm, re K"

Ab jetzt werden wir Ker(m,) auch mit Ker(A) bezeichnen.

Beispiel 3.20 zeigt schon, dass Ker(A) interessant ist. Hier ist noch ein weiterer

interessanter Grund:
Proposition 3.21. Se: T eine lineare Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) T ist injektiv <= Ker(T) = {0y }.

ZViele Autoren verwenden auch Bild(T) statt Im(T).
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(2) T ist surjektiv <= Im(T)=W.

Beweis. Bemerken Sie zuerst: In (2) gibt es nichts zu beweisen! Wir beweisen also (1):

»,=" Wir haben schon gesehen, dass Ker(7") die Menge aller Urbilder von Oy, ist.
Das heisst, dass Ker(T') = T~!(0yw). Laut Proposition 3.14 ist 0y ein Urbild von Oy .
Da T injektiv ist, hat jedes Element von W hdéchstens ein Urbild und daher ist

Ker(T) = T (0w) = {0y}

,<=": Hier brauchen wir die Linearitat. Seien vy,vo € V mit T(vy) = T'(v9). Da T
linear ist, gilt
T(Ul — 'UQ) = T(U1> — T(’UQ) = OW

Daher ist v; — vo € Ker(7T) und nach Annahme ist Ker(7) = {0y }. Also folgt, dass

v = vy ist, was die Injektivitat zeigt. n
Wir kénnen den Sachverhalt in Proposition 3.21 vage so ausdriicken:
Hnjektivitat iiberall ist dquivalent zu Injektivitat bei der Null®.
Wir werden sehen, dass es auch andere Eigenschaften ausser der Injektivitédt gibt,

die sich ,bei der Null“ iiberpriifen lassen.

Ubung 3.22. Verallgemeinern Sie die Resultate dieses Abschnitts: Sei T : V' — W

linear. Zeigen Sie folgende Aussagen:

1. Sei V' C V ein Untervektorraum. Dann ist 7(V’) ein Untervektorraum von W.

2. Sei W' C W ein Untervektorraum. Dann ist 77! (W) ein Untervektorraum von
| 7%

Definition 3.23. Eine lineare Abbildung 7' : V — W nennen wir?
e cinen Isomorphismus, falls T bijektiv ist.
e cinen Endomorphismus, falls W =V ist.

e cinen Automorphismus, falls V' =W und T bijektiv ist.

Falls ein Isomorphismus 7" : V' — W existiert, sagen wir, dass V und W isomorph sind
und schreiben V' = W. Die Menge aller Endomorphismen von V' bezeichnen wir mit
End(V). Das heisst, End(V') := Hom(V, V).

ST W) ={veV:Tve W
4Wir werden folgende Begriffe nicht benutzen, aber andere Autoren definieren auch:

e T heisst Monomorphismus, falls T' injektiv ist.

e T heisst Epimorphismus, falls T surjektiv ist.
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Lemma 3.24. Falls T : V — W ein Isomorphismus ist, dann existiert T=' : W —V

und ist auch linear.

Beweis. Seien a,b € K und wq,ws € W. Seien vy, vy € V' die eindeutigen Urbilder von
w1, wy. Das heisst, dass T'(v;) = w; fiir i = 1,2 oder dquivalent T~ (w;) = v; fiir i = 1,2

gilt. Da T linear ist, gilt
T(avy + bvy) = aTvy + bTvy = aw;y + bws.
Das heisst, weil T bijektiv ist, dass
T~ aw, + bwy) = avy + bvy = aT(wy) + 6T~ (wy).

Dies zeigt, dass 7! linear ist. O

Ubung 3.25. Zeigen Sie, dass ,jisomorph“ eine Aquivalenzrelation auf der Menge der

Vektorraume ist.

Lemma 3.26. Se: T' : V. — W linear und vy, ...,v, eine Basis fir V. Dann gilt
Im(T) = Sp(Tvy,...,Tvy,).

Beweis. Eine Gleichheit zwischen zwei Mengen zeigt man, indem man zwei Inklusionen
zeigt.
,2 Fir aq,...,a, € K gilt

i CLZ‘TUZ‘ =T (i aivi> (35)
=1 i=1

und daher "  a;Tv; € Im(T).

»,C“ Sel w € Im(T) und v € V mit Tv = w. Da vy,...,v, eine Basis von V ist,

existieren ay,...,a, € K mit v =", a;v;. Jetzt lesen wir Gleichung (3.5) umgekehrt:
w=Tv=T (Z aivi) = Z a; Tv;
i=1 i=1
und daher ist w € Sp(Tvq, ..., Tvy,). ]

Wir sind jetzt bereit den wichtigsten Satz zu linearen Abbildungen zu zeigen:

Satz 3.27 (Rangsatz, Energieerhaltungs-Satz). Sei T : V — W eine lineare Abbildung

zuischen Vektorraumen V' und W, wober V' endlich-dimensional ist. Dann gilt

dim Ker(7') 4+ dim Im(7") = dim V.
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Beweis. Sei n = dimV und wy,...,u; eine Basis von Ker(7'). Mittels Lemma 2.84
ergianzen wir ug, ..., u; zu einer Basis von V:
Uy ooy Uk, V1y oo oy Up_k-

Laut Lemma 3.26 gilt

Im(T) = Sp(Tuy, ..., Tug, Tvy,...,Tvy_t) = Sp(Tvy, ..., Tv,p), (3.6)
da Tuy = ... = Tup, = Oy. Wir behaupten, dass Tvy, ..., Tv,_ eine Basis von Im(T")
ist. Dazu miissen wir nur zeigen, dass Tvy, ..., Tv,_; linear unabhéngig sind. (Wieso?

Wegen (3.6)!)
Seien also aq,...,a,_; € K mit Z:;k a;Tv; = Oy . Da T linear ist, gilt

n—k n—~k
T (Z aﬂ)i) == Z aiTvi == OW

i=1 =1

Also ist Z?:_lk a;v; € Ker(T). Daher existieren by, ..., b, mit

n—Fk k
E a;V; = E blul
i=1 i=1

beziehungsweise
n—k k
i=1 i=1
Weil wq, ..., Uy, v1,...,0, ) eine Basis von V ist, impliziert das
ag=...= Q- =—b=...=—=b,=0.
Also ist insbesondere a; = ... = a,_; = 0 und daraus folgt, dass Tvy,...,Tv,_ eine

Basis von Im(7T) ist. Dies zeigt, dass
dimIm(7T) =n — k.

Also gilt
dimV =k + (n — k) = dim Ker(T') + dim Im(7")
per Definition von n und & als n = dim V' und k = dim Ker (7). O

Bemerkung 3.28. Ich stelle mir Satz 3.27 immer als ,Energieerhaltungs-Satz* vor: Der
Vektorraum V' hat n = dim V' Dimensionen/Energie zu geben. Die Abbildung T gibt
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einige dieser Dimensionen dem Bild Im(7") und die restlichen Dimensionen miissen dann

im Kern Ker(7") verschwinden.

Korollar 3.29. SeiT : V. — W eine lineare Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Falls dim W < dim V', dann ist T nicht injektiv.

(2) Falls dim W > dim V', dann ist T' nicht surjektiv.

(8) Falls dimW = dim V', dann gilt

T ist bijektiv <= T ist injektiv <= T ist surjektiv.

Beweis. (1) Hier hat V' zu viel ,Energie“: V' kann W nur dim W Dimensionen ,,geben‘

und daher muss 7' einige Dimensionen an den Kern abgeben. Also ist der Kern
nicht trivial. Laut Proposition 3.21 ist 7" dann nicht injektiv.

Hier ist eine rigorose Version: Da Im(7") ein Untervektorraum von W ist, gilt
dimIm(7") < dim W < dim V. Laut Satz 3.27 folgt dann, dass

dimKer(T) = dim V — dim Im(7") > 0.
Laut Proposition 3.21 ist 7" dann nicht injektiv.
Energie-Erhaltungs-Version: Im(7") braucht dim W Dimensionen, damit 7" surjektiv

sein kann. Aber dim V' hat nicht genug Energie, da dim V' < dim W.
Rigorose Version: Laut Satz 3.27 gilt

dimIm(7) = dimV — dim Ker(7) < dim V' < dim W.

Also folgt aus Proposition 3.21, dass T" nicht surjektiv ist.

Wir miissen nur zeigen, dass 7" injektiv ist genau dann, wenn T surjektiv ist. (Wie-
s0?) Ohne viele Worte gelten die Aquivalenzen:

T ist injektiv Propogiign 321 Ker(T) = {0} <= dimKer(7) =0

BT dim V = dim Im(T)
A Jim W = dim Im(7T)
— W =Im(T)

<= T ist surjektiv.

Dies zeigt das Korollar. O]
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Lemma 3.30. Seien T : V. — W und S : W — U lineare Abbildungen. Dann ist die
Verkettung S oT : V — U auch linear.

Beweis. Seien o € K und vy,v, € V. Es gilt
So T(Ul + UQ) T li:near S(TUl + TUQ) s liéear S o T(’Ul) + S o T(Uz).
Ahnlich folgt, dass
SoT(av) = S(aTv) =a(SoT(v)).
Dies beweist das Lemma. O]

Ubung 3.31. Es gibt auch eine andere Beweis-Strategie fiir Satz 3.27:
Man fiangt mit einer Basis vy,..., vy von Ker(7T) und einer Basis wy,...,w; von

Im(7") an. Dann wahlt man beliebige uy,...,u; € V mit
TU,‘ = Ww;

fir ¢ = 1,...,l. Man zeigt dann, dass vy,..., v, uq,...,u; eine Basis von V ist. Der
Satz folgt somit.

Fiihren Sie diese Strategie aus!

Als ob es einfach wére und nicht so wichtig, folgt jetzt nichtsdestotrotz eines der

wichtigsten Resultate der linearen Algebra.

Korollar 3.32. Zwe:i endlich-dimensionale Vektorrdume V und W sind genau dann

1somorph, wenn dimV = dim W.

Beweis. ,=*: Falls T : V — W ein Isomorphismus ist, dann folgt aus Proposition 3.21,
dass Ker(T') = {0} und W = Im(7’). Daher impliziert Satz 3.27, dass

dim W = dimIm(7") = dim V' — dim Ker(7') = dim V.

,<="* Falls dimV = dim W ist, seien (vq,...,v,) eine Basis von V und (wy,...,w,)

eine Basis von W. Wir definieren mittels Satz 3.15 die (eindeutige) lineare Abbildung
T:V—->W mit T(vy)=w,.

Laut Lemma 2.39 ist T surjektiv und laut der Annahme dimV = dim W ist T dann
auch injektiv (mit Hilfe von Korollar 3.29 (3)). Daher ist T" ein Isomorphismus. O

Fiir spater brauchen wir noch eine kleine Definition:

Definition 3.33. Sei T': V' — W eine lineare Abbildung. Der Rang von T ist

Rang(7") := dim Im(7).

98



Kapitel 3.3 Koordinaten fiir Vektorrdume und lineare Abbildungen

Ubung 3.34. Seien T : V — W und S : W — U zwei lineare Abbildungen zwischen

endlich-dimensionalen Vektorrdumen U,V und W. Zeigen Sie folgende Aussagen:
(1) Es gilt Rang(S o T)) < min{Rang(T'), Rang(5)}.

(2) Falls S injektiv ist, dann ist Rang(S o T') = Rang(T).

(3) Falls T" surjektiv ist, dann ist Rang(S o T') = Rang(95).

(Hinweis: Betrachten Sie S|im(r)-)

3.3 Koordinaten fiir Vektorraume und lineare Abbil-

dungen

Alle Vektorrdume in diesem Abschnitt sind endlich-dimensional. In diesem Abschnitt
werden wir ein bisschen mehr Information beziiglich Korollar 3.32 geben: Ein Vektor-
raum V' iiber K mit dim V' = n ist isomorph zu K".

Fiir den Beweis und auch fiir spéter miissen wir Koordinaten definieren. Dazu miissen

wir an Basen als geordnete Mengen denken, das heisst, als eine Liste der Form vy, ..., v,.
Dafiir schreiben wir B = (vy, ..., v,), wenn B eine geordnete Basis ist, welche durch die
Liste vy, ..., v, definiert ist.

Definition 3.35. Sei V' ein Vektorraum mit Basis B = (vq,...,v,) und sei v € V. Wir

definieren den Koordinaten-Vektor von v beziiglich der Basis B als

a1
[v]s =
Gy,
wobei ay, ..., a, € K sind mit v = a;v; +. ..+ a,v,. Da B eine Basis ist, sind a4, ..., a,

eindeutig definiert, und daher ist [v]z wohl-definiert.
Die Abbildung

Op:V - K", v vl

nennen wir die Koordinaten-Abbildung beziiglich B.
Proposition 3.36. Die Abbildung ®p ist linear und bijektiv.

Beweis. Man kann Satz 3.15 verwenden, um zu zeigen, dass ®5 die eindeutige lineare
Abbildung mit T'(v;) = e; € K™ ist, wobei ey, ..., e, die Standard-Basis von K™ ist.
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Wir geben stattdessen einen direkten Beweis. Seien a,b € K und v,v" € V. Wir

schreiben
V= a1V1 + ...+ QpUn,
vV =bvy + ...+ b,
womit
aq b1
[v]s = , Vs =
an, by,
Dann gilt
av + ' = (aay + bby)vy + ... + (aa, + bb,)v,
und daher
aaq + bb; ay by
Dp(av + ') = [av + b']g = : =al| | +b]| | =aPsv)+bPs(V).
aa,, + bb, an bn

Dies zeigt die Linearitidt von ®p.
Die Bijektivitat folgt, da B eine Basis ist. (Wieso? Benutzen Sie die Eindeutigkeit —
Proposition 2.68.) O

Es ist niitzlich zu bemerken, dass die Inverse

Pl K"V
durch
aq
(I)gl = a1V + ...+ apUy
an

gegeben ist.

Beispiel 3.37. Sei B = ((1) , ( 11>> eine Basis von Q? und £ = ((é) : (2))

die Standardbasis. Dann ist beispielsweise

OL-0) = ().~

N[ =

N |
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Allgemein ist

da

(Wieso?)

Beispiel 3.38. Sei V = K[X]3 und B = (1,z,2?, 2%) die Standard-Basis und
C=z+1,22+a2+ 1,25 +2° + 2 +1)

eine andere Basis. Sei p = ag + a12 + apx? + azx? ein beliebiger Vektor. Beziiglich der
Standard-Basis ist das Leben einfach: Man sieht gleich, dass

Qo 0

a 0
[pls = ! und  [2°]¢ =

a9 —1

as 1

In diesem Beispiel kann man auch deutlich den Einfluss der Reihenfolge sehen. Zum
Beispiel gilt fiir B’ = (23,22, z,1) und B” = (1, 2%, 2*, x), dass

as ap
[p] B = @2 und [p] B! = a2
ay as
agp ai

Fiir [p]c miissen wir etwas rechnen. Hier ist die Antwort:

ap — ap
ap — as
[ple =
az — as
as

Bemerkung. ®p ist die eindeutige lineare Abbildung von V' nach K™, die durch Satz
3.15 mit der Bedingung ®p(v;) = €; € K™ definiert ist, wobei B = (vq,...,v,) und
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(é1,...,6,) die Standard-Basis von K" ist.

In Ubung 3.25 haben wir gesehen, dass ,isomorph sein“ eine Aquivalenzrelation auf
der Menge aller Vektorrdume ist. Korollar 3.32 besagt, dass die Dimension aller Ele-
mente einer Aquivalenzklasse gleich ist. Jetzt konnen wir sogar einen Reprisentanten

fir die Aquivalenzklasse finden:

Satz 3.39. Sei V' ein Vektorraum tber K mit dimV = n € NU{0}. Dann ist V

1somorph zu K™.

Beweis. Sei B eine Basis von V. Dann ist die Abbildung
q)g V—=K"

ein Isomorphismus. ]

Bemerkung 3.40 (Nebenbemerkung). Die Abbildung ®5 ist nicht-kanonisch. Fiir ihre
Definition miissen wir eine Wahl treffen (die Wahl von B). Vergleichen Sie dies mit der

Konstruktion der Quotienten-Abbildung am Ende dieses Kapitels.

Die Koordinaten-Abbildung bringt uns zu unserer néchsten Frage:
Seien V und W zwei Vektorraume mit dimV =n und dimW =m. Sei T : V — W
eine lineare Abbildung. Wir wahlen Basen B C V und C C W und betrachten das

Diagramm:

T
|4 %74
@BlT l@c
Kn ______ - m
PeoTody!

Laut Lemma 3.18 ist die lineare Abbildung ®¢c o T o ®;' : K® — K™ durch eine
Matrix A € Mp,«,(K) darstellbar. Das heisst, es existiert eine eindeutige Matrix A €
M s (K), so dass

V—T w
(bBlT lq)c.
K'—— — = K™
ma

kommutiert. Das heisst, dass ¢ o T o cpgl = my gilt.
Toll. Aber ich habe jetzt noch viele Fragen:
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(1) Wie kann ich A berechnen?
(2) Wie sieht A beziiglich verschiedenen Basen aus? (3.7)
(3) Wie sieht die Matrix einer Verkettung aus? .

Gibt uns die Verkettung eine Mdoglichkeit Matrizen zu multiplizieren?

Diese Fragen fiihren uns zu einem neuen Abschnitt!

3.3.1 Matrizen und lineare Abbildungen

Die erste der vorherigen Fragen konnen wir gleich beantworten. Wir miissen einfach
der Definition folgen.

Sei T : V' — W eine lineare Abbildung, B = (vq,...,v,) eine Basis des Vektorraums
V und C = (wy, ..., w,) eine Basis des Vektorraums W. Wir betrachten

\/\
v, €V £l W > T

C ]%1 @cj 1 | (3.8)

€; EK”——%; =K™> [TUI']C

fir A € M,,x,(K) wie oben.
Was geschieht mit der Standard-Basis ey, ..., e, € K", wenn wir ®coT o (IDEI darauf
anwenden? Fir i € {1,...,n} gilt

B o T o @5 (e;) = B¢ o T(vy) = Be(T(v3)) = [T(w)]e.

Dies bedeutet, dass my die (eindeutige) lineare Abbildung ist mit ma(e;) = [T'(v;)]c.

Laut Lemma 3.18 heisst das, dass

| |
A= [T@le - [T | € MualK). (3.9)

Anders gesagt, ist

A= (aij)lgigm
1<j<n

mit Eintragen a,; € K, die durch die Gleichung

m

T(vj) = ajjwy + . .. AWy, = Z agjweg firj=1,---,n (3.10)
k=1

definiert sind.

Dies beantwortet Frage (1). Wir fassen zusammen:
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Definition 3.41. Die Matrix A wie in (3.9) heisst die Darstellungsmatriz von T" be-

ziiglich der Basen B und C und wird mit [T)5 notiert.
Wir haben bewiesen:

Proposition 3.42. Sei T : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorraumen
V und W. Sei B eine Basis von V und C eine Basis von W. Fiir jedes v € V' gilt

[T1E[v]s = [Tv]c. (3.11)

Beweis. Gleichung (3.11) ist dquivalent dazu zu sagen, dass das folgende Diagramm

kommutiert:
veV Wsw
f l ‘I’CL E ) (3.12)
U]BEKn K™> [w]C

C

Oder anders gesagt, (3.11) ist dquivalent zu ®c o T = mrps © ®;. Dies ist jedoch
aquivalent zu
m[T]g = (DC oT o (I)El (313)

Wir haben aber [T]8 genau so definiert, dass (3.13) gilt (vgl. Diagramm (3.12)). O

Man sollte dariiber so nachdenken: Durch die Beschreibung von V' durch B und W
durch C sieht T' wie Multiplikation mit [T]5 aus (vgl. Epilog Kapitel 2).

Beispiel 3.43. Falls &, die Standard-Basis von K", &,, die Standard-Basis von K™ ist
und A € M5, (K), dann gilt allgemeiner

[mA}?‘ = A.
Beispiel 3.44. Betrachten wir noch einmal die Ableitungsabbildung
D : K[z]s — K|z]y

und seien £ = (1,z,2% 2%) die Standard-Basis von K[z|3 und & = (1,z,2?%) die
Standard-Basis von K|x],. Dann gilt

D(1)=0=0-1+0-2+0-2?
Dz)=1=1-140-2+0-x
D(x*)=22=0-14+2-24+0-x
D(x*) =32"=0-1+0-2+3-2°
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und daher ist

(Dl =

o O O
o O =
S NN O
w O O

Falls man D als einen Endomorphismus von K|[z|3 betrachtet, das heisst als eine Ab-
bildung D : K[z]3 — K[z]3, dann ist

o O o O
o O O =
o O N O
o W o O

Ubung 3.45. Berechnen Sie [D]S, [D] und [D]E, wobei C und B wie in Beispiel 3.38

sind.

Die Matrizen [D]4 fiir verschiedene Basen A und A’ sind im allgemeinen verschieden,
rithren aber alle von der Abbildung D her. Sie sind ,yerschiedene Beschreibungen® von
D beziiglich verschiedenen Basen. Was haben sie gemeinsam? Wie sind sie miteinander
verbunden? Diese Fragen héngen beide mit Frage (2) in (3.7) zusammen.

Fiir Frage (2) sagen wir jetzt nur, dass die Matrix [T]8 stark von der Wahl von B
und C abhingt, mehr Informationen geben wir spéater. Wir mochten als néchstes Frage
(3) beantworten.

Dazu machen wir aber erst eine Pause, um Matrizen zu besprechen und vor allem

um die Matrixmultiplikation einzufiihren.

3.3.2 Matrizen

Wie wir spéter sehen werden, wird uns die Definition der Matrixmultiplikation durch
die Antwort auf Frage (3) in (3.7) ,gegeben®. Ich finde es nichtsdestotrotz verwirrend
die Matrixmultiplikation auf diese Art einzufiihren. Deshalb werden wir die Geschich-
te anders erzdahlen: Wir werden die Matrixmultiplikation einfach definieren und dann
zeigen, dass uns dies eine Antwort auf Frage (3) in (3.7) gibt.

Erinnerung: M,,«,(K) bezeichnet die Menge aller Matrizen mit m-Zeilen und
n-Spalten und Eintrdgen in K. Die Menge M,,«,(K) ist ein Vektorraum mit der Ad-
dition

(aij)1<i<m + (bij)i<i<m = (@i + bij)i<i<m
1<j<n 1<j<n 1<j<n
und mit der Skalarmultiplikation

a - (a;j)1<i<m = (Q@ij)1<i<m
1<j<n 1<j<n
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fir o € K.

Definition 3.46. Seien m,n,p € N. Die Matrixmultiplikation ist die Abbildung

t Mipsn () X Moy (K) = My (K),

(A,B) = <(aij)1Si§m> (bij)lﬁiﬁn) — A- B,

1<j<n 1<j<p

wobel A - B = (¢;j)1<i<m mit
1<j<p

Cij = ainbij + ... ainbyj = Z @i byj. (3.14)
k=1

Wir schreiben oft AB statt A - B.

Bemerkung 3.47. e Merken Sie sich: AB ist nur dann definiert, wenn die Anzahl
der Spalten von A der Anzahl Zeilen von B entspricht.

e Dic Formel in (3.14) ist nicht sehr iibersichtlich, aber von einem theoretischen

Blickwinkel aus wichtig. Die folgende Darstellung ist i{ibersichtlicher:

j-te Spalte
by
bnj
i
i-te Zeile (@1 - i) — cee Gy
Zum Beispiel,
biy b1z b3
bar by Doz
$
ai; Q2 O ¢ U
A21  a22 s o o o
asy as2 O 0O e
aq1 Qg2 O o o
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Beispiel 3.48. Seien

Dann berechnen wir Schritt fiir Schritt jeden Eintrag:

A'B:<3 9 1>'
10 2

* *

*
*

B (3-1+2-0+1-4 .

o)
*

I

VR Q R
* 00

N——— N——— N————

7 3.242-14+1- 0)

2
1
0
2
1
0
2
1
0
2
1
0

B O R kR O KRR O R B O

8
(11+01+24*
3 21 7 7 8
1 0 2 9 1-240-142-0 9 2/

Ubung 3.49. In diesem Fall ist auch BA definiert. Berechnen Sie diese Matrix!
Beispiel 3.50 (Spezialfille und Tricks). Wir betrachten einige Beispiele:

(1) Seien A € M,un(K) und v € M,x1(K). Dann ist AB € M,,»1(K). Wenn wir
My (K) mit Kg,,, = K" identifizieren, entspricht v einem Spaltenvektor und
Av € My (K) = K§,). Das Produkt Av € K, ist genau das Produkt, das wir
n (2.3) definiert haben.

T

(2) Ahnlich gilt fiir A € My, (K) und w € My, (K), dass wA € My, (K). Wenn
wir My, (K) mit K%, = K™ identifizieren, entspricht w einem Zeilenvektor und
das Produkt wA € K7, ebenfalls einem Zeilenvektor. Dies definiert ein Produkt

zwischen einem Zeilenvektor und einer Matrix.
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(3) Wenn man die Spezialfille (1) und (2) gut beherrscht, dann kann man diese auch
fiir ein allgemeines Produkt AB verwenden: Fiir

— 0 — | |
A= : und B=| w;, - w,
— Um — ’ ’
gilt
| | | |
AB=A-| w, --- w, | =| Aw; --- Aw,
| | | |
beziehungsweise
— v — — nbB —
— Uy — — v, B —
(4) Seien
b
v={(ay,...,a,) € Mixp(K) und w=|: | € M, (K).
bn

Dann ist vw € My (K). Wenn wir My (K) mit K identifizieren, dann heisst
dieses Produkt das Skalarprodukt von v und w. Dieses Produkt berechnet sich als

by
vw = (ay,...,ay) | | =a1by + ...+ ayb,.

bn
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Viel weniger wichtig ist das Produkt wv € M,,«,(K). Dies berechnet sich als

bl b1a1 s blan
wo=| " |(a,...;a0) = | | = (@ibj)i<ijen

by bpar -+ buay

Beachten Sie, dass wv auch fiir w € M,,»1(K) und v € My, (K) definiert ist. In
diesem Fall ist wv € M5, (K).

Hier ist eine wichtige Matrix und Notation:

Definition 3.51. Wir definieren das Kronecker-Delta als

1, fallsi =y
0, fallsi # j

iy

Hier gehoren 4, j normalerweise zu irgendeiner Indexmenge.

Wir definieren die Einheitsmatriz I, fuir n € N als

I, = (3i5)1<i<n € Myxn(K).

1<5j<n

Zum Beispiel ist

10 1 0 0
IL=(1), I,= (0 1) ,I3=10 1 0| usw.
0 0 1

Proposition 3.52. Es gilt:

(1) Fir A€ My,un(K), B € M,yy,(K) und C € My, (K) gilt
(AB)C = A(BC).

Das heisst, dass die Matrizmultiplikation assoziativ ist.
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(2) Fir A, B € Myxn(K) und C € M, p,(K),C" € Myxm(K) gilt

(A+ B)C = AC + BC
C'(A+B)=C'A+(C'B.

(3) Fir alle A € Mpy,xn(K) gilt

I, A=A
Al, = A.

(4) Fir alle o € K, A € Myun(K) und B € M,,y,(K) gilt

a(AB) = («¢A)B = A(aB).

Beweis. All diese Eigenschaften folgen aus einer entsprechenden Berechnung. Dies ist
insbesondere richtig fiir (1), aber die Berechnung ist wirklich nicht angenehm. Nachdem
wir eine Verbindung zwischen Matrixmultiplikation und Verkettung herstellen (Lemma
3.61), konnen wir aus der Tatsache, dass die Verkettung von Funktionen assoziativ ist,
herleiten. O

Bemerkung 3.53. Die Menge M, «,(K) fiir n € N ist laut (1), (2) und (3) in Pro-
position 3.52 ein Ring mit [, als Eins. Bemerken Sie, dass dieser Ring fiir n > 2

nicht-kommutativ ist, da normalerweise
AB # BA
gilt. Zum Beispiel gilt
00y (10 007&00 L0y (00
00/ \oo/\1o 1 o/\oo/ \10
Unter anderem motiviert Bemerkung 3.53 die folgende Definition:

Definition 3.54. Sei n € N. Eine Matrix A € M,,»,,(K) heisst invertierbar, falls eine
Matrix B € M, «,(K) existiert, so dass

AB=1, und BA=1,

gilt. Die Matrix B heisst die Inverse von A und wird mit A~! notiert. Die Menge aller

invertierbaren Matrizen in M,y (K) bezeichnen wir mit

GL,(K) oder GL(n,K)

110



Kapitel 3.3 Koordinaten fiir Vektorrdume und lineare Abbildungen

und nennen sie die allgemeine lineare Gruppe iber K (von Grad n).

Proposition 3.55. Die allgemeine lineare Gruppe ist eine Gruppe beziiglich Matriz-

multiplikation.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Matrixmultiplikation eine Verkniipfung auf GL,, (K)
induziert. Das heisst, dass AB € GL,,(K) ist fiir A, B € GL,,(K).
Seien also A, B € GL,,(K) und C, D € M,y (K) mit

AC=CA=1,
BD = DB = I,.

Dann gilt

(AB)(DC) = A(BD)C = AILC = AC =1,
(DC)(AB) = D(CA)B = DI,B = DB = I,,.

Also folgt, dass AB € GL,(K).
Die Einheitsmatrix I,, € GL,(K), da

und damit ist [,, invertierbar. Des Weiteren ist die Einheitsmatrix das neutrale Element.
Laut Proposition 3.52 (1) ist die Matrixmultiplikation assoziativ.

Wenn A € GL,(K) ist, dann ist auch A~! € GL,(K), da A eine Inverse von A~
ist. Daher hat jedes Element A € GL,(K) eine Inverse in GL,,(K). O

Korollar 3.56. (1) Die Inverse von A ist eindeutig definiert.

(2) Es gilt (A1)~ = A.

(3) Es gilt (AB)™' = B1A~L

Beweis. Diese Tatsachen haben wir fiir alle Gruppen bewiesen. O

Beispiel 3.57 (Inverse und lineare Gleichungssysteme). Bevor wir zu linearen Abbil-
dungen zuriickkehren, erklaren wir kurz, wieso die Inverse interessant ist.
Seien A € M,,», und z,b € K™, so dass

Az =b. (3.15)
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Wir nehmen an, dass A invertierbar ist, und dass wir die Inverse A~! kennen. Dann
konnen wir das lineare Gleichungssystem (3.15) in einer Sekunde durch Matrixmulti-

plikation 16sen: Wir multiplizieren (3.15) mit A~ von der linken Seite und erhalten:
= Tlax=(A"T"A)xr=A"(Az) = A™'b.

Das heisst, die Losung von (3.15) ist in diesem Fall A~'p!

Korollar 3.58. Sei Ax = b ein lineares Gleichungssystem mit A € M, (K). Falls
A € GL,(K) ist, dann hat Az = b fir jedes b € K™ eine eindeutige Lisung x (ndmlich
r=A"").

Bemerkung 3.59. Spéater werden wir beweisen, dass auch die Umkehrung von Korollar
3.58 gilt.

Fiir spater miissen wir auch noch verstehen wie Transposition und Matrixmultiplika-
tion in Verbindung stehen. Dies ist eine wirklich gute Ubung um Matrixmultiplikation

zu iiben, deshalb lassen wir sie als Ubung fiir die Leser:

Ubung 3.60. (1) Sei A € My, (K) und B € M,,,,(K). Dann gilt
(AB)T = BT AT,

(Beachten Sie, dass AT BT im Allgemeinen gar nicht definiert ist!)

(2) Sei A € GL,(K). Zeigen Sie, dass
AT € GL,(K)

ist und dass
(AT)fl — (Afl)T'

3.3.3 Zuriick zu Darstellungen linearer Abbildungen

Die Buchstaben V, W und U bezeichnen in diesem Abschnitt immer endlich-dimensi-
onale Vektorrdume iiber K. Das folgende grundlegende Lemma beantwortet Frage (3)
in (3.7) und zeigt, dass die Definition der Matrixmultiplikation nicht vom Himmel
fallt, sondern einfach von der Darstellung der Verkettung zweier linearer Abbildungen

gekommen ist.

Lemma 3.61. Seien V. W und U drei endlich-dimensionale Vektorrdume tiber K mit
jeweiligen Basen A = (vy,...,Um), B = (wy,...,w,) und C = (uy, ..., uy,). Wir betrach-
ten T'€ Hom(V, W) und S € Hom(W,U). Dann gilt

[S o Tlg = [SI¢ - [Tl
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wobei - die Matrixmultiplikation bezeichnet.

Beweis. Der folgende Beweis ist eine sehr gute Indizes-Ubung. Seien
[T]5 = (aij)ij,  [SIE = (biy)yy und [So T = (cy)y

(Uberlegen Sie sich, welche Werte die Indizes i und j fiir die jeweiligen Matrizen an-

nehmen.) Diese Matrizen sind durch

n

T(vj) = arjwy + ... apjw, = Zakjwk firj=1,...,m, (3.16)
k=1
p
S(UJJ) = bljul +...+ bpjup = Z szul fir j = 1, .o, N, (317)
=1
p
(SOT)(U]') zcljul—i—...—l—cpjup: Zcijui flll'j = 1,...,TTL (318)
=1

definiert.> Aber (S o T')(v;) konnten wir auch durch (3.16) und (3.17) noch anders

ausdriicken. Fiir j = 1,...,m gilt:

n ) o n n p
(SoT)(w;) =" (Z akjwk> HE S () Y (Z b)
=1

k=1 k=1 k=1
nop
= Z Q4 biru;
k=1 i=1
P n
= Z bikakjui.
i=1 k=1
Daher folgt (Wieso? Vgl. (3.18)), dass
Cij = Z bik;
k=1
beziehungsweise C' = BA, was wir zeigen wollten. m

Dies beantwortet Frage (3) in (3.7), aber auch eine Antwort auf Frage (2) folgt jetzt

mittels einem kleinen Trick mit der Identitdtsabbildung.

Korollar 3.62. Sei T € Hom(V, W), B, 5" zwei Basen von V und C,C’ zwei Basen von
W. Dann gilt
T8 = 1wl [TIE 1dv]E - (3.19)

SWieso wir die erste Summe mit Indizes k summieren und die restlichen beiden mit ¢ wird spéter
klarer werden.
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Beweis. Aus zweifacher Verwendung von Lemma 3.61 folgt, dass die rechte Seite von
(3.19)
[Idy oT o Idy]5 = [T]5.

ist. OJ

Matrizen der Form [Idy]% heissen Basiswechselmatrizen. Wir haben noch mehr In-

formation beziiglich solcher Matrizen:

Korollar 3.63. Seien B und B’ zwei Basen von V und n = dim V. Dann gilt, dass
[Idy]5 € GL,(K).
Das heisst, dass [Idy|5, invertierbar ist. Ausserdem gilt
([dv]E) ™ = [1dv].
Beweis. Laut Lemma 3.61 gilt

[1dy )5 - [1dy]8 = [Idy o Idy]5 = [Idy]5

[Idy )5 - [Idy )5 = [1dy o Idy]5 = [Idy 5.
Es folgt aber aus der Definition, dass
[ldy]S = I,

fiir jede Basis C von V' (Wieso?). Das Korollar folgt. O

Unter Benutzung der vorherigen Korollare erhalten wir folgendes Resultat fiir En-

domorphismen:

Korollar 3.64. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit zwei Basen B und B’
und T € End(V'). Dann gilt

(175 = vl [T v = (1dy]E) ™" (715 1dv]g . (3.20)

Beweis. (Wieso? Benutzen Sie die Korollare 3.62 und 3.63.) O

Bemerkung. Fiir T € End (V) schreibt man manchmal [Tz := [T]3.

Wir koénnen uns nun die Assoziativitidt der Matrixmultiplikation neu anschauen
(vgl. Proposition 3.52 (i)).

Korollar 3.65. Seien A € M,xn(K) und B € Myy,(K), dann gilt

mapomp = Map.
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Beweis. Sei &, die Standard-Basis von K. Dann gilt laut Beispiel 3.43 und Lemma
3.61, dass

[maomplg, = [malg, lmsls, = AB.

Aus Proposition 3.42 (und Beispiel 3.43 mit n = 1) folgt, dass fiir jedes v € K?
maomp(v) = [maomp(v)l, = [maomple []e, = AB[v]s, = (AB)v

gilt. Dies scheint als eine Art Tautologie, weil Assoziativitit, Lemma 3.61 und Propo-
sition 3.42 in der Tat eng miteinander verbunden sind. Also gilt m4 o mp = mp als
Abbildungen von K? nach K™. O]

Korollar 3.66. Matrixmultiplikation ist assoziativ.

Beweis. Seien A € My, (K), B € Myy,(K), C € My, (K) und sei & die Standard-

Basis von K'. Da Verkettung von Funktionen assoziativ ist, gilt

(AB)C = [maple [mcle! = [maompld [mclg = [maompomels
= [ma)% [mp o mc]?i

= [malg, [nacls, = A(BC).
Das Korollar folgt. O

Gleichungen (3.19) und (3.20) motivieren die folgende Definition:

Definition 3.67. e Zwei Matrizen A, B € M,,x,(K) heissen dquivalent, falls es
P e GL,,(K) und Q € GL,(K) gibt, so dass

PAQ = B.

e Zwei Matrizen A, B € M, «,(K) heissen dhnlich, falls es P € GL,(K) gibt, so
dass
P'AP = B.

Ubung 3.68. Zeigen Sie, folgende Aussagen:
e Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf M,,,,(K).
e Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf M, (K).

e A ist dquivalent zu B genau dann, wenn es Vektorrdume V., W, T € Hom(V, W)
und Basen B, B’ C V', C,C' C W gibt, so dass

A=1[T5 und B=[T]5.
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e A ist dhnlich zu B genau dann, wenn es einen Vektorraum V', T" € End(V') und
Basen B, B’ C V gibt, so dass

A= [T]B und B = [T]B/.

Um den Namen ,Ahnlichkeit* zu rechtfertigen werden wir sehen, dass dhnliche Ma-
trizen tatséichlich vieles gemeinsam haben. Einen einfachen Reprasentanten fiir jede
Aquivalenzklasse beziiglich Ahnlichkeit auf M,,(K) zu finden ist jedoch schwierig
und wird uns noch in der Linearen Algebra II beschéftigen. Wir kénnen hingegen pro-
blemlos fiir die Aquivalenzrelation ,,Aquivalenz* auf M,,,(K) einfache Reprisentanten
fiir die Aquivalenzklassen finden.

Sei D, = (d;j)ij € Myxn(K) die Matrix mit

dij = O, falls 7 7&]
di =1, falls 1 < <r

diy; = 0, falls r <1

Das heisst, dass

Ir Ornfr
Dr = <O ’ ) S men(K)a

m—r,r Omfr,nfr

wobei 0,5 € M« (K) die Nullmatrix ist.

Proposition 3.69. Sei T € Hom(V, W) mit® Rang(T) = r. Dann existieren Basen B

von V und C von W, so dass

[T)¢ = D,
Beweis. Im Beweis des Rangsatzes 3.27 haben wir eine Basis B = (wy, ..., w,, u1, ..., uy)
von V gefunden, so dass
Tur=...=Tu, =0
und C' := (Twy,...,Tw,) eine Basis von Im(T") ist. Sei C eine Ergénzung von C’ zu

einer Basis von W. Beziiglich B und C gilt

(Wieso?) O

Lemma 3.70. Sei A € M,,5,(K). Dann gilt

SR(A) = Im(my).

SErinnerung: Fiir 7' € Hom(V, W) ist Rang(T) = dim Im(T).
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Beweis. Dies folgt aus Lemma 3.18 und Lemma 3.26. (Wieso?) O

Proposition 3.71. Sei A € My, (K). Dann existieren P € GL,,(K) und Q €

GL,(K) mit
PAQ:DT:< Ir Or,nfr )7

Om—r,r Om—'r,n—r

wobei r = Spaltenrang(A).
Beweis von Proposition 3.71. Aus Beispiel 3.43 wissen wir, dass

[malg:, = A,
wobei &,,&,, die entsprechenden Standard-Basen sind von K" und K™ sind. Laut

Proposition 3.69 existieren Basen B von K™ und C von K™, mit
Ldgn]g™ [malg, [dgo]g, = Dy

Wir setzen
P :=[ldgm)f™ und Q:= [Ldgn]g

was zeigt, dass
PAQ = D,.

]

Korollar 3.72. FEs gibt min(m,n) + 1 Aquivalenzklassen beziglich der Aquivalenzrela-

tion Aquivalenz auf My, xn(K) mit D, fir v =0,...,min(n,m) als Reprisentanten.

Einige Autoren (Vgl. Fischer |6, S. 161]) nennen diese Reprisentanten D, Normal-
formen. Dies ist nicht so geldaufig und man sollte dies nicht mit der sogennanten Jordan-
Normalform verwechseln (diese werden wir in der Linearen Algebra II kennenlernen und

ist verbunden mit Reprisentanten von Aquivalenzklassen beziiglich Ahnlichkeit).

Bemerkung 3.73. In Kiirze werden wir beweisen, dass Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A)
(vgl. Korollar 2.98). Daher konnte man r = Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A) in Pro-
position 3.71 schreiben. Damit kénnte man Korollar 3.72 auch so ausdriicken: Zwei

Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie denselben Rang haben.

Korollar 3.74. Se: T : 'V — W ein Isomorphismus und B CV, C C W zwei Basen.
Dann gilt

Insbesondere ist [T]5 invertierbar.
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Beweis. Sein = dimV = dim W. Laut Lemma 3.61 gilt
[T N5[T1¢ = [T o T = [ldv]5 = I

[T1E [T = [T o T™'e = ldwle = In.

Das Korollar folgt. m

3.4 Spaltenrang ist gleich Zeilenrang

Satz 3.75. Sei A € Myxn(K). Dann gilt
Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A).
Dank diesem Satz konnen wir definieren, dass
Rang(A) = Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A).

Laut Abschnitt 2.3.3 stimmt diese Definition mit der Definition als die Anzahl der
Pivots in einer Stufenform Matrix, die zeilendquivalent ist zu A iiberein.

Fiir den Beweis von Theorem 3.75 brauchen wir einige Lemmas. Erinnern Sie sich
an Definition 3.33: Rang(7") = dim Im(7).

Lemma 3.76. Sei T € Hom(V,W) und seien S : W — U und L : P — V zwei
Isomorphismen. Dann gilt

e Rang(S oT) = Rang(T).
e Rang(7T o L) = Rang(T).
Insbesondere gilt auch, dass Rang(S o T o L) = Rang(T') ist.
Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Ubung 3.34, die Sie in der Serie haben. m

Lemma 3.77. Sei A € M,«n(K). Dann gilt, dass A € GL,(K) genau dann, wenn
my : K™ — K™ ein Isomorphismus ist.

Beweis. ,=*: Die lineare Abbildung m4-: : K™ — K" ist die Inverse von m4.
,<=" Aus Korollar 3.74 folgt, dass

A= [male (3.21)

invertierbar ist, wobei &, die Standard-Basis ist. n
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Lemma 3.78. Secien A, B € M« (K) mit
B = PAQ, (3.22)

wobei P € GL,,,(K) und Q € GL,(K). Dann gilt
(1) Spaltenrang(A) = Spaltenrang(B).
(2) Zeilenrang(A) = Zeilenrang(B).

Beweis. Betrachten wir alle Matrizen im Lemma als lineare Abbildungen, ist (3.22)
aquivalent zu

mp =MmMpoOImygomgy

und laut Lemma 3.76 gilt
Rang(m,) = Rang(mp),

da mg und mp laut Lemma 3.77 Isomorphismen sind. Wir haben aber gesehen (Lemma
3.70), dass
Rang(m¢) = Spaltenrang(C')

fiir jede Matrix C' ist. Daher gilt
Spaltenrang(A) = Spaltenrang(B).
Dies beweist (1). Fiir (2) transponieren wir (3.22) mit Hilfe von Ubung 3.60:
BT = QTATPT.

Aus Ubung 3.60 wissen wir auch, dass Q7 € GL,(K) und P” € GL,,(K) und daher
folgt aus (1), dass
Spaltenrang(A”) = Spaltenrang(B'),

was aquivalent zu

Zeilenrang(A) = Zeilenrang(B)
1st. O
Jetzt folgt Satz 3.75 aus Proposition 3.71:

Beweis von Satz 3.75. Wegen Proposition 3.71 existieren P € GL,,(K) und @ € GL,,(K),

so dass
I, 0
PAQ) =D, = = B
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Fiir B gilt Spaltenrang(B) = Zeilenrang(B) = r. Laut Lemma 3.78 gelten
Spaltenrang(A) = Spaltenrang(B) und Zeilenrang(A) = Zeilenrang(B).

Daher folgt, dass Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A). O

Bemerkung 3.79. Ich habe diesen Beweis aus dem Buch von Fischer |6, Kap. 2.6.6]
gelernt. Beachten Sie, dass wir in 2.102 (noch) einen anderen Beweis skizziert haben.
Falls Sie dies wiinschen, kann ich in der Nachbesprechungszeit einen Beweis mittels

Gauss und dem Rangsatz ebenfalls skizzieren.

3.5 Hom(V,W) als Vektorraum

Wir werden jetzt sehen, dass Hom(V, W) ein Vektorraum ist, und dass wir dies
eigentlich schon wissen (zumindest im Fall, wo V' und W endlich-dimensional sind).
Seien V' und W zwei Vektorrdume iiber einem Korper K. Jetzt betrachten wir
Hom(V, W) als eine Menge. Betrachten Sie die folgenden Operationen auf Hom(V, W):
Seien T', S € Hom(V, W). Wir definieren Addition auf Hom(V, W):

T+S: VW

durch
(T + 8)(v) :==T(v) +w S(v).

Sei a € K und T' € Hom(V, W). Wir definieren Skalarmultiplikation auf Hom(V, W):
ol': V=W

durch
(aT)(v) = a-w T(v).

Lemma 3.80. Fiur T,S € Hom(V,W) und o € K gilt, dass T + S € Hom(V, W) und
aT € Hom(V, W).

Beweis. Seien a,b € K und vy,v9 € V. Dann ist
(T + S)(avy + bvy) = T(avy + bug) + S(avy + buy)
= (aTvy + bTvq) + (aSvy + bSvy)

= a(Tvy + Svy) + b(Tvy + Svs)
= a((T'+ 5)(v1)) + b((T + 5)(v2)).

Wir iiberlassen es den Lesern die analoge Uberpriifung fiir a7" zu machen. O
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Proposition 3.81. Hom(V, W) mit der obigen Addition und Skalarmultiplikation ist

ein Vektorraum.

Beweis. Wir iiberlassen diesen Beweis den Lesern und bemerken nur, dass der Nullvek-
tor in Hom(V, W) die lineare Abbildung

0:V =W,
v = O
ist. L]

Fiir endlich-dimensionale Vektorraume V' und W ,kennen* wir eigentlich diesen Vek-

torraum schon:
Satz 3.82. Seien V und W zwei Vektorraume mit AimV = n und dimW = m mit
jeweiligen Basen B = (vy,...,v,) CV und C = (wy, ..., wy,) C W. Die Abbildung

VB Hom(V, W) — My (K)
T — [T)8

st ein Isomorphismus. Das heisst, sie ist linear und bijektiv.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ¥8 linear ist: Per Definition gilt

\ |
[T+Sg= | [T+Sw)le - [T+Sw)e |

wobei B = (vy,...,v,). Es gilt aber fiir jedes i = 1,...,n, dass
[T+ S(vi)]e = [Tv; + Svile = [Twile + [Svile,
da v — [v]c linear ist. Daher gilt

| |
[T + S(’Ul)]c tee [T + S(Un>]c

| | | |
= | [Tvlde - [Twe | + | [Svde -+ [Suale | = [TI¢ +[S]c-

Die Uberpriifung der Homogenitit ist sehr dhnlich und daher iiberlassen wir dies

den Lesern.
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Des Weiteren ist 95 injektiv: Falls [T]5 = 0 ist, dann ist T(v;) = Oy fiir alle
i =1,...n und daher ist T" = 0.

Wir miissen noch zeigen, dass ¢ surjektiv ist: Sei A = (a;;) € Myxn(K). Mittels
Satz 3.15 definieren wir 7" durch

T(’Uj) = Z aijwi.
i=1

Dann gilt [T]8 = A. (Wieso? Vgl. (3.10).) O

Korollar 3.83. Fualls V und W endlich-dimensionale Vektorraume sind, dann gilt
dim Hom(V, W) = dim V' - dim W.

Bemerkung 3.84 (Nebenbemerkung). Wie die Notation schon andeutet, héngt der Iso-
morphismus 15 von der Wahl der Basen B und C ab. In diesem Sinne ist 15 ,nicht

kanonisch®.

Korollar 3.85. Der Vektorraum End(V') = Hom(V, V) ist ein Ring mit Verkettung als
Multiplikation und 1dy als Einselement. Falls V' endlich-dimensional ist (mit Dimen-

sion n) und B CV eine Basis ist, dann ist

Vi End(V) — My yn(K)
T [T := [T]5.

ein Ring-Isomorphismus.

Beweis. Man iiberpriift die Ring-Axiome direkt, zum Beispiel:
Seien v € V und T3, T, T3 € End(V'). Dann gilt

Tl @) <T2 + Tg)(’l]) = Tl (TQU + T3U) Tlli:near T1T2’U + T1T3’U = (Tl @) T2 -+ Tl @) T3)<'U)
Daher gllt T1 (TQ + Tg) = T1T2 —+ T1T3.

Sei jetzt n = dimV < oo. Die Tatsache, dass 5 ein Ring-Isomorphismus ist, folgt
aus Satz 3.82 und Lemma 3.61. Beachten Sie, dass [Idy]z = I,, und fiir 0 € End(V) ist
(0] = 0 € M,,,(K), unabhiingig davon wie B gewihlt wurde.” ]

“Man konnte daher sagen, dass die Koordinaten der Identitiitsabbildung und der Nullabbildung
nicht von der Wahl einer Basis abhéngen, also kanonisch sind.

122



Kapitel 3.6 Die Inverse, Elementarmatrizen und lineare Gleichungssysteme

3.6 Die Inverse, Elementarmatrizen und lineare Glei-

chungssysteme

Dieser Abschnitt ist eine Art Zusammenfassung von verschiedenen Ergebnissen, die
wir bisher gesehen haben.

Erinnern Sie sich an die Abbildung
d: K* — Los(A,0),

wobei A € My, (K) ist und £ = n — Rang(A), die wir im Fischer [6, Kap. 0.4]
besprochen haben. Die Abbildung ® hat die Form (hier ist A = (\y,..., \x) € K¥)

BN = B, ) = (@A), (N Ay s M)

bis auf Umordnung der Variablen, wobei r = Rang(A). Wenn wir die Struktur der
Abbildung betrachten, sehen wir, dass z;(\) linear ist in A = (Ay,..., \x) und wir

kénnen daraus schliessen, dass ® eine bijektive lineare Abbildung ist. Dies zeigt:
Korollar 3.86. Sei A € M,,»,(K). Dann ist

U = Lis(A,0) = Ker(A) = Ker(my)

ein Untervektorraum von K™ von Dimension n — Rang(A). Die Abbildung ® ist ein

expliziter Isomorphismus von K" Rare(d) nach U,
Korollar 3.87. Seibe K™ und A € Myxn(K). Es gilt
(1) Lis(A,b) # 0 genau dann, wenn b € SR(A).

(2) Falls Los(A,b) # 0 und y € Lis(A,b) ist, dann ist

Lés(A,b) =y + Los(A,0) :=={y +x | x € Los(A,0)}. (3.23)

Beweis. (1) Dies folgt aus dem ,/Trick aus Lemma 2.50:

| | & | |

Agj: V1 ot Up =2 I —|—£C2' Uy ++xn

<

n

| | T | |

(2) Dies folgt aus der Linearitat von my4: A(z +y) = Ax + Ay. (Wieso?)
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Mengen der Form (3.23) heissen affine Unterrdume. Wir werden mehr dazu in Ab-
schnitt 3.7 sagen. Wir besprechen jetzt zwei klassische Ergebnisse ,in der Sprache der

linearen Gleichungssysteme™ und beweisen sie mit unserer neu entwickelten Theorie.

Proposition 3.88. Sei A € M,,x,(K) und b € K™(= Kg,,). Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:
(1) Es gilt Rang(A) = Rang(Alb).
(2) Die Gleichung Ax = b hat eine Losung.

Beweis. (1) ist dquivalent zu Spaltenrang(A) = Spaltenrang(A|b), was dquivalent ist
zu Sp(vy,...,v,) = Sp(vy,...,v,,b), wobei vq,...,v, die Spalten von A sind. Dies
wiederum ist dquivalent zu b € Sp(vy, ..., v,) = SR(A) (Wieso?). Wegen Korollar 3.87
(1) ist dies dquivalent zu (2). O

1 4
Beispiel 3.89. Die Matrix | 2 5| hat Rang 2. Die Matrix
3 6

1 47 1 417

2 5 8=12 5|8

3 69 3 619

hat auch Rang 2 und daher hat

r+dy =71 (3.24)
2rx + 5y =8 (3.25)
3x +6y =9 (3.26)

eine Losung. In der Tat ist z = —1, y = 2 eine Losung.

Beispiel 3.90. Wenn A eine Matrix in Stufenform ist mit Rang r, dann sieht (A | b)

SO aus:

1 % -+ x| b
0 1 :
*
1] b, ;
0 bt
0 e b,

wobei * nicht Nulleintrége sind. Hier sieht man, dass Rang(A | b) = Rang(A) genau

dann, wenn b, ; = ... =b,, =0.
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Ein dhnlicher Beweis zeigt:

Proposition 3.91. Sei A € M,,x,(K) und b € K™(= Kg,,). Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:
(1) Es gilt Rang(A) = Rang(A|b) = n.
(2) Die Gleichung Ax = b hat eine eindeutige Losung.

Beweis. Seil

A = V1 o Up
| |
Da Rang(A) = Spaltenrang(A) ist, gilt:

Die Vektoren vy, ..., v, bilden eine Basis von SR(A) <= Rang(A4) =n. (3.27)
Des Weiteren ist wie zuvor
Rang(A|b) = Rang(A) <= b e SR(A). (3.28)

Dabher ist (1) dquivalent zu b € SR(A) und {vy,...,v,} ist eine Basis von SR(A), was

genau dquivalent ist zu (2) (laut Proposition 2.68). O
1 4

Beispiel 3.92. Zuriick zu Beispiel 3.89: Da A := [ 2 5 | € M342(Q) und Rang(A) = 2
3 6

ist die Losung (3.24) eindeutig.

Proposition 3.93. Sei A € M, ,(K). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) A ist invertierbar.

(2) my : K™ — K" ist ein Isomorphismus.

(8) my: K™ — K" ist injektiv.

(4) ma: K™ — K™ ist surjektiv.

(5) Rang(A) = n.

(6) Spaltenrang(A) = n.

(7) Zeilenrang(A) = n.

(8) Die Spalten von A sind eine Basis von K".
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(9) Die Spalten von A erzeugen K™.
(10) Die Spalten von A sind linear unabhdngig.
(11) Ax =0 hat nur die triviale Losung v =0 € K™.
(12) Az = b hat fir alle b € K™ eine eindeutige Losung.
(13) AT ist invertierbar.
(14) Rang(AT) = n.
(15) Die Zeilen von A sind eine Basis.
(16) Die Zeilen von A erzeugen K™.
(17) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.
(18) A~' ist invertierbar.

(19) A ist zeilendquivalent zu I,,. Das heisst, dass man A mittels Zeilenoperationen zu

1,, dberfiihren kann.

(20) A ist spaltendquivalent zu I,,. Das heisst, dass man A mittels Spaltenoperationen

zu I, tiberfiihren kann.

Beweis. (1) <= (2): Dies entspricht Lemma 3.77.

(2), (3) und (4) sind dquivalent wegen Korollar 3.29 (Korollar zum Rangsatz).

(4) <= (6): Dies gilt, weil SR(A) = Sp(maler),...,malen)).

(5), (6) und (7) sind &quivalent wegen Satz 3.75.

(6) <= (8): Dies gilt wegen Satz 2.85 (Gleichgewicht).

(8), (9) und (10) sind wiederum wegen Satz 2.85 (Gleichgewicht) dquivalent.

(10) <= (11): Dies folgt aus dem Multiplikationstrick in Lemma 2.50.
(12) < (8): Dies gilt wiederum wegen dem Multiplikationstrick und Proposition
2.68.

(1) <= (13): Dies gilt wegen Ubung 3.60 (fiir ,,=*), und Ubung 3.60 zusammen
mit (AT)T = A (fiir ,<).

Die Aquivalenzen von (13), (14), (15), (16) und (17) folgen aus den Aquivalenzen
von (1), (5), (8), (9) und (10) angewandt auf AT.

(1) <= (18): Dies folgt aus Korollar 3.56 (2).

Dies zeigt die Aquivalenzen (1)-(18).
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Wir zeigen die Implikation (5) = (19) sorgfiltig: Mit Gauss’scher Elimination haben

wir gezeigt, dass A zeilendquivalent ist zu einer Matrix der Form

1 * *
0
B =
*
0 0 1

Beachten Sie, dass es keine Nullen auf der Diagonalen gibt, da Rang(A) = n laut (5).

Bemerken Sie fiir spéater auch, dass wir bis jetzt immer Zeilenoperationen der Form
L; — L; + aL; nur mit j < ¢ benutzt haben, was wir ,reinigen nach unten“ genannt
haben. Wir kénnen aber auch ,nach oben reinigen: Mit Zeilenoperationen der Form
L;+ aL; — L;, wobei j > i, kénnen wir BB nach I,, iiberfithren, was (19) zeigt.

(14) = (20): Dies folgt, wenn wir die Implikation (5) = (19) fiir A" benutzen und
aus der Tatsachen, dass sich Zeilenoperationen auf A7 wie Spaltenoperationen auf A
verhalten.

Wir zeigen jetzt (19) = (7): Sei A eine Matrix, die zeilendquivalent zu I, ist. Laut
Lemma 2.93 ist ZR(A) = ZR(I,,) = K™, was insbesondere (7) zeigt. Mit Transposition
zeigt dies auch, dass (20) = (6), was den Beweis dieser Proposition beendet! O

Spéater werden wir einen anderen Beweis von (19) = (1) geben, der sogar einen
Algorithmus fiir die Berechnung der Inverse gibt. Dafiir fithren wir Elementarmatrizen
im néachsten Abschnitt ein.

Bemerkung 3.94. FEin Hauptziel des nachsten Kapitels wird sein die Matrix A mit einem
Skalar det A zu versehen, so dass die Bedingungen in Proposition 3.93 dquivalent sind

zur Aussage det A £ 0. Der Skalar det A wird Determinante von A genannt.

Ubung 3.95. Falls Sie nicht warten konnen, dann kénnen Sie versuchen zu zeigen,

det (a 2) = ad — be (3.29)

dass

c
genau die gewiinschte Bedingung fiir 2 x 2 Matrizen in Bemerkung 3.94 erfiillt.

Ein anderes Ziel des nichsten Kapitels wird es sein ein Formel fiir die Inverse einer

Matrix zu geben.

Ubung 3.96. Wiederum, wenn Sie nicht warten kénnen, dann kénnen Sie zeigen: Falls
det A # 0, dann ist
1 d —b
ATl =
det A (—c a ) ’

b
d) und det A wie in (3.29) gegeben ist.

C

wobel A = (a
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3.6.1 Elementarmatrizen und Zeilen- und Spaltenoperationen

Wir geben jetzt einen anderen Beweis der Tatsache:
A ist zeilendquivalent zu I, = A ist invertierbar

(Siehe Proposition 3.93).

Dafiir definieren wir eine spezielle Famile von Matrizen, sogenannte Elementarma-
trizen, welche uns erlauben werden Zeilen- und Spaltenoperationen als Matrixmultipli-
kationen aufzufassen.

Erinnern Sie sich daran, dass wir mit £;; die Matrix bezeichnet, die iiberall Nullein-

trage hat ausser beim ij-ten Eintrag, welcher 1 ist.
Definition 3.97. Sei n € N. Wir definieren® die folgenden quadratischen Matrizen:

e Fir1 <i#j<nund a € K definieren wir

100 --- 0 0 0O 0
010 0 0 1 0
Qijl0)=I,+ak;=1001 - 0 ]+a] 0 0 - 0
0 00 1 0 0O 0

1 00 0

01 0 «o O

=10 01 0

0 00 1

e Fiir 1 <1i,j < n definieren wir
Pij=1,— Ei— Ej;+ Eij + Eji.

Wir nennen F;; eine Permutationsmatrix.

8Leider gibt es keine Standard-Notation dieser Matrizen
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o Firl <i¢<nund o € K* definieren wir

1 0 0
0
1
Si(a) = 0 a 0 ,
1
: : .0
0 ... .0 1

wobei o im 7i-ten Eintrag steht. Matrizen dieser Form heissen Elementarmatrizen.

Einige Autoren nennen @), ;j(«) Elementarmatrizen von Typ I, P, ; von Typ II und
Si(a) von Typ II1.

Beispiel 3.98. In M, 4(K) ist

10 a0 1000
0100 0100
Q1,3(a)— 00 1 0 Q3,1(5)— 50 10
000 1 0001
0100 1000
1000 000 1
P: P:
b2 0010 2 0010
000 1 0100
100 0
0100
IS _
3(2) 00 a0
000 1

Lemma 3.99. Sei A € M, ,(K). Es gilt

o Linksmultiplikation mit (); ;(«) entspricht der Zeilenoperation L; + aL; — L;.

Das heisst
Li+aLj —L;
—

A Qi’j(Oé)A.

o Linksmultiplikation mit P; ; entspricht der Zeilenoperation L; <+ L;. Das heisst

Li<L;
A5, pA
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o Linksmultiplikation mit S;(«) entspricht der Zeilenoperation aL; — L;. Das heisst

A 22 g (a) A

Ahnlich gilt fiir Spaltenoperationen®: Sei A € My, «n(K), dann gilt:

e Rechtsmultiplikation mit Q; j(c) entspricht der Spaltenoperation C; + aC; — Cj.
Das heisst

Cj+aC¢~)Cj
Rt A

o Rechtsmultiplikation mit P, ; entspricht der Spaltenoperation C; <+ C;. Das heisst

Cﬁ—)C'
A AP,

e Rechtsmultiplikation mit S;(«) entspricht der Spaltenoperation aC; — C;. Das

heisst
A 252G A8 ().
Beweis. All diese Aussagen sind lediglich eine Rechnung. O

Lemma 3.100. Es gilt:

o Fir alle o € K ist

(Qij() ™" = Qij(—a).

o Die Inverse von P, ; ist gegeben durch (Pm-)*l =P ;.

(Si(a)) " = s(é)

Insbesondere ist jede Elementarmatriz invertierbar und ihre Inverse ist auch elementar.

o Iir alle v € K* ist

Beweis. Dies ist wieder eine Berechnung. Diesmal kénnen wir dies jedoch mit Lemma

3.99 sehen. Zum Beispiel entspricht
Qij(0)™" = Qiy(~a)

der Tatsache, dass L; — aL; — L; die Inverse Operation zu L; + aL; — L; ist. Ahnlich

entspricht
(Pig)™" = Py

der Tatsache, dass L; <+ L; die Inverse Operation zu L; <+ L; ist und so weiter. O

9Streng genommen haben wir nur Zeilenoperationen definiert, aber die Definition der Spaltenope-
rationen ist ganz analog.
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Satz 3.101. Jede Matriz A € GL,(K) ist ein endliches Produkt von Elementarmatri-
zen.

Beweis. Im Beweis von Proposition 3.93 haben wir gesehen, dass jede invertierbare
Matrix zeilendquivalent ist zu I,,. Das heisst, dass man A mit endlich vielen Zeilenope-
rationen nach I,, iiberfithren kann.

Wenn wir das mit Lemma 3.99 betrachten, entsprechen diese Zeilenoperationen
Linksmultiplikation mit Elementarmatrizen. Daher existieren Elementarmatrizen 17, . .., T}
mit

Ti---ToTWA =1, (3.30)
Wir multiplizieren (3.30) mit
(Ty--T) =17 TN T!
und sehen, dass
A=T7 Tt
Laut Lemma 3.100 sind alle 7} ' auch elementar und das Lemma folgt. O

Bemerkung 3.102. In der Sprache der Gruppentheorie besagt Lemma 3.100, dass GL,,(K)

durch Elementarmatrizen erzeugt ist.
Korollar 3.103. Mit der Notation des Beweises von Satz 3.101 ist A=t =T}, - - - TyT}.

Diese Tatsache ermoglicht uns ein einfaches Verfahren zum Bestimmen der Inversen
einer Matrix. Sei A € M,,«,(K). Wir mochten wissen, ob A invertierbar ist und falls
ja, mochten wir auch A~! berechnen kénnen.

Hier ist der Trick: Fiir B,C' € M,,x,(K) schreiben wir (B | C) € M, x2,(K) fiir die

zusammengefiigte Matrix.

Lemma 3.104. Seien B,C,D € M, y,(K). Es gilt
B(C'| D)= (BC'| BD).

Beweis. Noch einmal eine direkte Berechnung! m
Dies konnen wir benutzen, um Folgendes zu zeigen:

Satz 3.105. Seienn € N und A € M, (R). Man versucht die nx2n zusammengefigte
Matriz (A | I,,) mittels Zeilenoperationen zur Form (I, | B) zu bringen. Wenn dies
maoglich ist, dann ist A invertierbar und es gilt A=* = B. Falls dies nicht mdoglich ist,

dann ist A nicht invertierbar.
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Beweis. Beachten Sie, dass (A | I,,) zeilendquivalent zu (I, | B) ist genau dann, wenn A
zeilendquivalent zu I, ist. Dies ist laut Proposition 3.93 dquivalent zur Invertierbarkeit
von A. Dies zeigt die zweite Aussage. Nehmen wir also an, dass A zeilendquivalent ist

zu I,,. Laut Lemma 3.100 existieren Elementarmatrizen 11, ..., T} mit
Tk R T2T1A == In

(vgl. Gleichung (3.30)). Erinnern Sie sich daran, dass wir die Zeilenoperationen auf
(A | I,) anwenden. Laut Lemma 3.104 entspricht das dem Produkt

T Ti(A| L) "= (Te DA Ty Tily) = (I | T ) °=7 (1, | A7),
was genau der ersten Aussage entspricht. O]

Einige Beispiele
Hier geben wir einige Beispiele fiir verschiedene Teile dieses Kapitels.

Beispiel 3.106 (Injektivitdt und Surjektivitéit). Beachten Sie, dass wir Korollar 3.29
nicht benutzen kénnen, wenn die Vektorrdume nicht endlich-dimensional sind: Die Ab-
bildung

myms @ Kz] — K|x]

p = a"p
ist injektiv aber nicht surjektiv. Ahnlich ist

D : K[z] —» K|x]

pep
surjektiv aber nicht injektiv.

Beispiel 3.107. Angenommen Sie betrachten 7" € End(Q|x]2) und wollen T" beziiglich
der Basis
C=(1+2zx+22%2+4r +2° 1)

berechnen (vielleicht wegen einer bestimmten Anwendung). Normalerweise wird 7" be-
ziiglich der Standard-Basis £ = (1, z, 2?) gegeben sein. Also ist es eine direkte Rechnung
[T]e zu berechnen. Statt nun [T¢ direkt zu berechnen (wodurch wir viele lineare Glei-

chungssysteme 16sen miissten), benutzen wir die Transformationsformel

[T)e = [1d]e[T)z[1d]g,
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wobei Id = Idgy,,. Beachten Sie, dass es sehr einfach ist [Id]¢ zu berechnen. Es gilt

1
[1d)S = | 2
2

s L
o = O

Die Matrix [IdJ§ zu berechnen ist hingegen nicht sehr schon. Es ist viel einfach sich
daran zu erinnern, dass

[1dJe = ([IdJe)~"

und Gauss-Jordan zu benutzen. Wir suchen also die Inverse von

s

I
N DN
e N
o = O

Wir betrachten (A | I) € M3«s(R) und fiihren die Gauss’sche Elimination durch:

1 20 100 Lo 20y Lo 1 2 0 1 00
2941 010 et 00 1] -2 10
2 10| 001 0 -3 0 -2 01
1 2 0 1 00
Lol g 3 0| —2 01
0 0 1 -2 1 0
1 2
Ll__%L%QLi_LQLl 1 0 0 —2§ 0 51
010 2 o -1
00 1 21 0
Somit ist die Inverse von A
(b
-1 _ 2 1
A= ¢ o -4
-2 1 0
Es gilt also
-5 0 2 1 20
[Tle=[MdETEMds=] 2 o0 -1 [[ME[2 4 1
2 1 0 2 10
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Beispiel 3.108. Wir betrachten den Vektorraum Fib C K. Die Folgen

Fio=(1,0,1,1,2,3,...)
FO,I - (0,1,1,2,3,...)

bilden eine Basis B = (Fi, Fyp1) von Fib. Wir haben ein beliebiges Element von Fib
als
F.p=(a,b,a+0,...)

[Fusls = <b> ,

da F,, = aFi o+ bFy;. Wir haben die Basis C = (F} , F1,4) gefunden, wobei

1++5 1-+5
L Ty

notiert. Es gilt

und ¢

Wie wir in der Einleitung erklért haben, kann man diese Basis finden, wenn man die
Symmetrie der Verschiebungsabbildung

S : Fib — Fib
(a,b,a+b,a+2b,...)— (bya+ba+2b,...)

betrachtet. Wir werden dies noch rigoros erkléren, wenn wir Eigenwerte und Eigenvek-

toren besprechen. Beziiglich B sieht S so aus

0 1
Sl = .
e 0]
Proposition 3.42 besagt, dass

[S]B[Fapl = (2 1) (Z) = <aib> = [S(Fup)ls-

Daraus folgt!®: Falls F' = (ag, ay,as, ...) € Fib, dann ist

w0 (2)-(2)

01

Wenn man die Potenzen (1 )

n
) berechnen kann, dann findet man eine Formel fir

10man kénnte es auch direkt sehen.
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0
ay, die nur von ag und a; abhéngt. Aber die Potenzen von (1 1) zu berechnen ist
. N ) c o . 0 1\ .
schwierig. Man konnte sich fragen, ob es eine dhnliche Matrix zu L1 gibt, deren

Potenzen leicht zu berechnen sind. Ahnliche Matrizen zu 11 entsprechen [S]p fiir

andere Basen D. Daher konnte man sich fragen: Gibt es eine Basis, auf deren Elemente
die Abbildung S besonders einfach operiert? In der Linearen Algebra II werden wir
lernen wie man solche Basen findet. Fiir S haben wir eine solche Basis jedoch schon

gefunden: Beziiglich C sieht S so aus:

_ (¥ 0
[5]6—(0 ¢>7

da S(Fi,) = ¢Fi, und S(F1y) = ¢¥F . Laut der Transformationsformel 3.62 sind
[S]B und [S]C ahnlich:
Sl = [ldrib)5[S]c[1dpin)é -

Wir setzen P := [Idgjp)5. Dann gilt
0
pi(” V)P (3.31)
0 ¢

0
1
Beachten Sie: Potenzen von [S]¢ ) sind einfach zu berechnen:

)-
:<900

0
P

e 0\ _[¢" O

0 v) \o yn)’
0 1) L pa(# 0) po (¢ 0
11 0 o 0 yn

(Wieso?). Beachten Sie, dass P und P~! ohne Potenzen erscheinen. Dies gibt uns eine

Aus (3.31) folgt

Motivation, um P und P~! zu berechnen. Eine davon ist leicht zu berechnen und die

andere bereitet ein bisschen Mithe. In der Tat ist

P! = [Idgsp)G
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einfacher zu berechnen. Da F, =1-Fig+¢-Fyyund Fiy =1-Fig+ - Fpy, ist

P—1=<1 1).
v Y

~1

1

Da P = (P 1) 1= ( 1/}) ist, kénnte man unsere obige Methode benutzen, um
¥

p_ 1 A
-\ 1) V5le -1)°
zu berechnen. Daher gilt
01\ 1 (1 1\ [ 0) [~ 1
1 1) Vs\e ¢)\0 v")\ ¢ -1
_ LY - 1
Vo A\ttt e -1
1 ™ =" " — "
\/5 gOwn—irl _ ¢gpn+1 Spn-f-l _ wn—i—l :

Daraus folgt beispielsweise das Folgende:

FO,I = (bOa b17b27 .o )

Dann ist
SERRIESS
bnt1 11 1 /5 Lt — ygn+d

oder

(55 (55))

Ijbung 3.109. Finden Sie eine Formel fiir a,,, wobei F,, = (ag, ai, as, .. .), indem Sie

oY

berechnen.
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3.7 Fasern und Quotientenraume

3.7.1 Fasern

Wir fangen mit einer (neuen) Notation an. Fiir zwei Teilmengen A, B C V eines

Vektorraums V' definieren wir
A+B:={a+b|lac A, be B}.
Wir schreiben auch fira € V und BCV
a+ B:={a} + B.

Proposition 3.110. Sei T : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorriu-
men V und W. Dann gilt:

(1) Falls w € Im(T), dann ist T~ (w) = v + Ker(T), wobei v ein beliebiger Vektor ist

mit Tv = w.
(2) Falls w ¢ Im(T), dann gilt T~ (w) = 0.

Beweis. (1) Sei v € V mit Tv = w. Wir zeigen, dass T~ (w) = v + Ker(T) ist, indem

wir zwei Inklusionen zeigen.

»2“ Sei u € Ker(T'). Dann gilt

T linear

To+u) = Tv+Tu=w+0=w.

Also gilt, dass T (w) 2 v + Ker(T).

»,C*: Sei v € T (w). Es ist genug zu zeigen, dass v' — v € Ker(T). (Wieso?) Da T
linear ist, gilt
Two—v)=Tv—-Tv =w—w=0.

Daher folt T~ (w) C v + Ker(T).

(2) Hier gibt es nichts zu beweisen! Dies ist einfach die Definition von Im(7").

Die Menge T~!(w) heisst die Faser von w beziiglich T'.

Beispiel 3.111. Wir betrachten die lineare Abbildung

T:R2 SR
(z,y) =z —y.
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Die Abbildung T ist surjektiv und fiir z € R gilt beispielsweise, dass
T(z,0) =z

und daher ist
T'(2) = (2,0) + Ker(T).

Der Kern Ker(T) berechnet sich als

{(@,y) | T(z,y) =0} ={(z,y) | v —y =0} = {(z,y) | z = y}.

T-1(—9) T-1(2) T-1(5)
79 72/5

T-0) = Ker(T)

Also sehen die Fasern von T so aus:

Wir mochten einen neuen Vektorraum aus den Fasern bilden. In anderen Worten
mochten wir Fasern miteinander addieren. Wir betrachten noch einmal eine beliebige
lineare Abbildung T : V' — W zwischen zwei Vektorrdumen V und W. Wegen Pro-
position 3.110 wissen wir, dass alle nicht leeren Fasern die Form v + Ker(7") haben.
Da Ker(7T') ein Untervektorraum von V' ist, erlaubt uns die nachfolgende Konstruktion,

Fasern zu addieren, und ist auch etwas allgemeiner.

3.7.2 Quotientenraum

Sei V ein Vektorraum iiber K und U C V ein Untervektorraum!!. Wir definieren

eine Relation ~y auf V' durch
V] ~y Ug <= v —vy €U.

Ohne viele Worte konnen wir zwei einfache Lemmata beweisen.

"Dje Leser konnen an U = Ker(T') denken.
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Lemma 3.112. Die Relation ~y ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Seien v,vq,v9,v3 € V.
Reflexion: Es gilt v ~py v, dav—v=0¢€ U.

Symmetrie: Falls v; ~y v9, dann ist v; — v, € U. Dann folgt auch
(UQ — ’01) = —<U1 — UQ) eU.

Also ist vg ~y V.
Transitivitat: Seien vy ~y v und vy ~y v3. Dann ist v; — vy € U und vy — vg € U.

Daher ist v; — v3 = (v1 — v2) + (vy — v3) € U. Dies zeigt vy ~y vs. O

Lemma 3.113 (Aquivalenzklasse). Fiir jedes v € V gilt
[V]~, =v+U.

Beweis. Es gelten folgende Aquivalenzen:

/

V€., <= VvV —-veU
<— JuelU:v=v+u

— vV ev+U.

]

Bemerkung 3.114. Im Fall U = Ker(T) sind die Aquivalenzklassen genau die nicht

leeren Fasern. Die entsprechende Partition

V= [ Weer, = [ | v+ Ker(T)

veV veV

von V heisst in diesem Fall eine Faserung von V' durch 7'

Beispiel 3.115. Fiir U = Ker(T) mit T wie in Beispiel 3.111 sind alle Fasern/Aquivalenzklassen
Geraden mit Steigung 1.

Definition 3.116. Mengen der Form A = v + U heissen affine Unterrdume von V.
Die Dimension dim A von A ist definiert als dim U und man sagt, dass A parallel zu U
ist. Der Untervektorraum U nennen wir den Untervektorraum assoziiert zum affinen

Unterraum A.

In Beispiel 3.115 sind alle Geraden affine Unterrdume, die zu U = Ker(T") assoziiert
sind.
Wir moéchten zeigen, dass die Menge aller affinen Unterrdume, welche zu einem

gegebenen Unterraum U assoziiert sind, einen Vektorraum bilden.
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Definition 3.117. Mit der vorherigen Konstruktion, nennen wir die Menge
VIU =V ~y={v+U|veV}

den Quotientenraum oder den Faktorraum von V nach U.

Wie der Name des Quotientenraums (oder des Faktorraums) schon andeutet, wollen
wir eine Vektorraum-Struktur auf V/U definieren.

Definition der Addition auf V/U:

Seien vy + U,ve + U € V/U. Wir definieren die Addition + : V/U x V/U — V/U
durch

(Ul+U>+(U2+U) Z:U1+U2+U.
Lemma 3.118. Die zuvor definierte Addition ist wohl-definiert.

Beweis. Seien vy, v}, vy, vy € V mit vy +U = v]+U und vy+U = v5+U. Um zu zeigen,

dass die Addition wohl-definiert ist, miissen wir zeigen, dass
v+ v+ U =v] + v+ U.
Dies ist aquivalent zu
v+ vy — (v +vh) €U bzw. (v; —v)) + (vg —vh) € U.

Letzteres ist jedoch wahr, da nach Annahme v; — v}, vo —v5 € U, und U ein Untervek-

torraum ist. O

Definition der Skalarmultiplikation auf V/U:
Wir definieren die Skalarmultiplikation auf V/U durch

K xV/IU—=V/U
(a,v4+U) — av+U.
Ubung 3.119. Zeigen Sie, dass die Skalarmultiplikation wohl-definiert ist.

Man koénnte jetzt iiberpriifen, dass die Axiome eines Vektorraums fiir V/U gelten.
(Dies ist ziemlich leicht, da alles von den entsprechenden Axiomen fiir V' und den

Untervektorraum-Axiomen fiir U folgt.) Zum Protokoll:

Proposition 3.120. Mit der obigen Addition und Skalarmultiplikation ist V/U ein

Vektorraum tber K.

Beispiel 3.121. Hier sind zwei Beispiele in R3:
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e Sei U eine Gerade, die durch den Ursprung geht. Dann ist R?/U die Menge aller

Geraden, die zu U parallel sind.

e Sei W eine Ebene in R?, die durch den Ursprung geht. Dann ist R /W die Menge
aller Ebenen, die parallel sind zu W.

Proposition 3.122. Sei ny : V. — V/U die Abbildung
mv(v) =v+U.

Dann ist my linear, Ker(my) = U und Im(my) = V/U.
Bemerkung 3.123. Die Abbildung 7y heisst die kanonische Quotientenabbildung.

Beweis von Proposition 3.122. Wir miissen drei Dinge iiberpriifen.

Linearitét: Seien vy, v € V', dann gilt
mu(v1+v2) =vi +v2+U = (1 +U) + (v2 + U) = 7y(v1) + 7p(v2),
wobei die zweite Gleichheit wegen der Definition der Addition gilt. Ahnlich gilt
mu(av) = avy + U = a(vy + U) = arny(v1).
Ker(my) = U: Der Nullvektor in V/U ist U = 0 + U. Wir berechnen
Ker(mp) ={v eV |v+U=04+U}={veV|v-0e€U}={veV|velU}=U.

Im(7y) = V/U: (Wieso? Weil 7y (v) = v+ U.) O

Durch den Rangsatz 3.27 erhalten wir folgendes Korollar:

Korollar 3.124. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Fir die Dimension des

Quotientenraums V /U gilt
dimV/U = dimV — dim U.
Beweis. Laut Proposition 3.122 gilt
dimV/U = dimIm(7my) = dim V — dim Ker(7y) = dim V — dim U,

wobei die zweite Gleichheit aus dem Rangsatz 3.27 folgt. O

Dies gibt den Fasern einer linearen Abbildung 7' : V. — W die Struktur eines

Vektorraums und dieser ist (kanonisch) isomorph zu Im(7'):
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Proposition 3.125. Se: T : V — W eine lineare Abbildung. Es gilt
V/Ker(T) = Im(T).
Beweis. Wir definieren

¢ : V/Ker(T) — Im(T)
v+ Ker(T') — T'(v).

Die einzige Schwierigkeit besteht darin zu zeigen, dass die Definition von ¢ Sinn ergibt.
Das heisst, dass ¢ wohl-definiert ist. Seien dazu v,v" € V mit v+ Ker(T') = v'+Ker(T).
Dies ist dquivalent zu v —v" € Ker(7'). Um zu zeigen, dass ¢ wohl-definiert ist, miissen

wir iiberpriifen, dass
(v + Ker(T)) = p(v + Ker(T))

gilt. Wir berechnen

ot/ + Kex(T)) = T() = T(v — (v — v')
=T(w)—T(v—1)
=T(v)—0
=T(v)

— (v + Ker(T)).

Ausserdem ist ¢ linear (Wieso?!?) Die Abbildung ¢ ist sicher surjektiv (Wieso?). Da
dimIm(7") und dim (V/ Ker(T)) gleich sind (wegen dem Rangsatz 3.27 und Korollar
3.124) folgt, dass ¢ ein Isomorphismus ist. ]

Bemerkung 3.126. Vielleicht haben Sie bemerkt, dass ich hier schon zweimal das magi-
sche Wort ,kanonisch® verwendet habe. Ich moéchte darauf nicht tief eingehen und nur
Folgendes sagen: In der Definition von 7y oder auch in der Definition von ¢ haben
wir keine Wahl getroffen. Zum Beispiel haben wir diese Abbildungen ohne eine gewisse
Wabhl einer Basis definiert. Fiir die Definition der Abbildung 7y verwendet man nur
die Informationen, die man iiber V und U hat und nicht mehr. In diesem Sinne ist 7y

kanonisch definiert!

12Fiir alle a,b € K und vy, vy € V ist

o(a(vy + Ker(T)) + b(vy + Ker(T))) = ¢(avy + bugy + Ker(T'))
= T(avy + bvg)
= aT(vy) + bT (ve)
= ap(v1 + Ker(T)) + bp(ve 4+ Ker(T)).
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Beispiel 3.127. Fiir U = Ker(7') wie in Beispiel 3.111 ist V/U die Menge aller Geraden

mit Steigung 1. Jede dieser Geraden kann als
(2,0) + Ker(T')

dargestellt werden und wegen des Beweises von Proposition 3.125 wird jede dieser
Geraden durch ¢ : V/U — Im(T") auf

T(2,00=2—0=z€R

abgebildet.

Hier ist eine Verbindung zwischen direkten Summen, Komplement und Quotienten-

raume:

Proposition 3.128. Set U C V' ein Untervektorraum und W ein Komplement von U.
Das heisst, dass W C V' ein Untervektorraum ist, so dass V =U @& W. Dann ist

7TU|WZW—>V/U

ein Isomorphismus.

Beweis. Jede Einschrankung einer linearen Abbildung ist wieder linear. Sei nun v € V.

Laut Proposition 2.110 (4) existieren eindeutige u € U, w € W mit v = u + w. Daher

ist w das eindeutige Urbild von v+ U € V/U. Dies zeigt, dass my|w sowohl injektiv als

auch surjektiv ist (Wieso?). O
Zau guter Letzt:

Proposition 3.129 (Universelle Eigenschaft von V/U). Sei T : V. — W eine lineare

Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen V und W und sei U C V' ein Untervektorraum
mit U C Ker(T). Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung T : V/U — W, so

dass folgendes Diagramm kommutiert:

VL ow

7
Oder in anderen Worten, so dass
T=Tony (3.32)
Beweis-Skizze. Damit (3.32) gilt, muss man T folgendermassen definieren:

T(v+U)=T(v). (3.33)
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Man zeigt nun, dass T wohl-definiert ist (hier benutzt man U C Ker(T)), und dass T
linear ist. Dies zeigt die Existenz. Fiir die Eindeutigkeit benutzen wir, dass wir keine
andere Wahl fiir T haben ausser (3.33), so dass (3.32) gilt. O

Bemerkung 3.130. Im Bereich der abstrakten Algebra, versucht man Objekte mittels
solcher universellen Eigenschaften zu definieren. Dies kann ein gutes Thema fiir die

,Nachbesprechungszeit® sein.
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Changelog: Kapitel 3
e 11.11: Lemma 3.26 ist jetzt vor dem Rangsatz.

e 11.11: Beispiel 3.8 ist jetzt separat aufgefiihrt; vorher war es Teil der vorherge-

henden Ubung.
e 11.11: In Beispiel 3.17 wurden einige Typos korrigiert.

e 11.11: Im Beweis von Satz 3.15 wurde der Typo T'(v +v') = ... = T(v) + T(w)
zu T(v+v') =T (v) + T(v') korrigiert.

e 11.11: In Beispiel 3.5 wurde die zweite Abbildung (die Nullabbildung) etwas all-
gemeiner aufgeschrieben, ndmlich von V' — W, wobei V und W zwei beliebige

Vektorraume sind.

e 11.11: In Beispiel 3.9 wurden zwei Videos, um das geometrische Verstandnis zu

iiben, verlinkt.

e 16.11: Lemma 3.30 wurde allgemeiner von S : W — U statt S : W — V formu-

liert.

e 16.11: Im Beweis von Satz 3.27 wurde die Notation angepasst: Statt w; steht im

Beweis jetzt v;.

e 23.11: Im Beweis von Proposition 3.69 wurde B = (uq,...,ug, wy,...,w,) zu

B=(wy,...,w,uy,...,u;) gedndert.

e 23.11: In Abschnitt 3.5 wurde der Typo (aT) := a-wT(v) zu (aT)(v) := a-w T (v)

korrigiert.
e 24.11: Im Beweis von Korollar 3.66 wurden einige Typos korrigiert.

e 24.11: Zu Beginn von Abschnitt 3.4 wurde der Typo Spaltenrang(A) = Zeilenrang(B)
zu Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A) korrigiert.

e 24.11: In Satz 3.27 wurde die Annahme V' endlich-dimensional hinzugefiigt.

e 25.11: Im Beweis von Proposition 3.93 wurde in der dritten Zeile (4) <= (5) zu
(4) <= (6) korrigiert.

e 26.11: In Beispiel 3.90 wurden die Eintrage oberhalb der Diagonalen in der linken

oberen Teilmatrix zu * (nicht Nulleintrége) korrigiert.

e 26.11: Im Beweis von Proposition 3.93 wurden einige Typos korrigiert.
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e 1.12: In den Beweisen von Satz 3.101, Satz 3.105 und in Korollar 3.103 wurden
alle T,, zu T}, geéndert.

2.12: Im Beweis von Korollar 3.85 wurde T\ Tov+TTov zu T\ Tov+T1T3v gedndert.

2.12: In der Definition der Matrix @; ;(«) (Definition 3.97) wurde A zu « geéndert.

15.12: Ubung 3.45 wurde angepasst.

24.12: In Korollar 3.86 wurde K™ zu K" Rane(4) korrigiert.

01.01: In Lemma 3.99 wurde A 2&25 Si(a) zu A abizrlbi, S;i(a) A korrigiert.
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Kapitel 4
Determinanten

Wie bereits erwahnt ist eines der Hauptziele dieses Kapitels jede quadratische Matrix
A € M,y (K) mit einem Skalar det A € K zu versehen, so dass die Bedingung

det A # 0

aquivalent zu allen anderen Bedingungen in Proposition 3.93 ist. Wir werden aber sehen,
dass der Skalar det A viele andere Anwendungen hat. Um diese einzufiihren machen wir

zuerst ein bisschen Magie mit 2 x 2-Matrizen.

4.1 Magie in K? mit 2 x 2-Matrizen

b
Sei A = “ J € Msyo(K). Wir fragen uns, ob A invertierbar ist. Wir kénnten
c

das Gauss-Jordan Verfahren! benutzen (Satz 3.105), um das Folgende zu sehen:

Proposition 4.1. Die Matrixz A ist invertierbar genau dann, wenn ad — bc # 0. Falls

1 d —=b
Al = )
ad — be (—c a )

Wir schreiben det A = ad — be, und dann haben wir unser Hauptziel fiir dieses Kapitel

sie invertierbar ist, dann qult

fiir n = 2 schon erreicht.

Wir kénnten uns fragen, was fiir Eigenschaften die Zahl ad — bc hat. Die Tatsache,
dass sie Invertierbarkeit einer Matrix A charakterisiert, impliziert ,starke” Eigenschaf-
ten dieser Zahl. Wenn wir uns das geometrisch iiberlegen (zum Beispiel fiir K = R),

sehen wir, dass det A = 0 genau dann, wenn die Abbildung m, nicht surjektiv ist,

1Sie werden genau das in der Ubungsstunde besprechen.
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was genau dann gilt, wenn das Bild von m, eine Gerade in R? ist (oder sogar nur
der Ursprung, falls A = 0 ist). Falls wir den ,geometrischen Effekt“ der Abbildung

0
my fiir Diagonalmatrizen wie B = (O 3) betrachten, sehen wir andererseits, dass

mp den Flicheninhalt von Bereichen B C R? mit einem Faktor det B = 2 - 3 skaliert.

0
Dies stimmt immer noch fiir allgemeine Diagonalmatrizen ((C)L b) mit a,b > 0 oder

<—a 0 > mit a,b > 0. Fiir Matrizen der Form

0 —-b
-2 0
0 3

ist der Skalierungsfaktor |det A| = |2 - 3| = 6. Wir konnten uns auch fragen, wie das
Vorzeichen der Determinante die Geometrie beeinflusst. Bevor wir das machen, kann
man mit diesem Applet spielen, um zu sehen, dass die Skalierungseigenschaft nicht nur
fiir Diagonalmatrizen stimmt (oder fiir Matrizen mit Determinante 0)?, sondern auch

fiir allgemeine Matrizen. Das ruft nach einem Beweis!

Proposition 4.2. Sei E das Quadrat aufgespannt von ey und e in R?. Das Bild m 4(F)

> und my(eg) =

a
von E unter A ist das Parallelogramm aufgespannt von my(eq) = (

)

Cc

62 - — — / (a
: mA (“)
1

Dann ist der Flacheninhalt von ma(FE) gegeben durch
Flacheninhalima(E)) = |ad — bc| = |det A .

Beweis. Wir betrachten

2Wie wir vorher gesehen haben, ,quetscht” eine Matrix mit Determinante 0 den ganz Raum R? zu
einem Unterraum kleinerer Dimension zusammen. Also ist der Skalierungsfaktor 0, wie die Determi-
nante der Matrix.
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c+d
ac
be 2
d
bd bd
2 2
Cr ——————————————————————————————————————
ac be
2
b a a+b

Figur 4.1: Berechnung des Flacheninhaltes.
und berechnen

bd  bd
(a+b)(c+d)— (bc+bc+§+§+%+%c) = ac + ad + be + bd — 2bc — bd — ac
=ad — bc

= det A.

]

Bemerkung 4.3. Sie konnten sich beschweren, dass wir eigentlich gezeigt haben, dass der
Skalierungsfaktor det A und nicht |det A| ist und Sie wiirden sich zu Recht beschweren.
Der Grund dafiir ist, dass es eine versteckte Annahme in unserem Bild 4.1 gibt. Die

Annahme ist, dass das Paar von Vektoren

ma(er) = (Z) und ma(es) = (Z)

die gleiche ,Orientierung” wie e; und e; haben. Was meinen wir damit? Beachten Sie,
dass ey ,links“ von e; liegt und wir m4(es) auch links von mu(e;) gezeichnet haben.
Wenn das der Fall ist, dann sagen wir, dass A orientierungserhaltend ist. Falls wir das

Bild so gezeichnet hatten:
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€9 fampmnan
!
!
|

Dann hétten wir

Flacheninhalt(m4(E)) = bc — ad = |det A|
erhalten, was bedeuten wiirde, dass die Determinante in diesem Fall negativ ist. In
diesem Fall sagt man, dass m, orientierungsumkehrend ist.

Fazit:

e Die Abbildung m, ist orientierungserhaltend genau dann, wenn det A > 0.
e Die Abbildung m4 ist orientierungsumkehrend genau dann, wenn det A < 0.
e In beiden Féllen skaliert m 4 den Flacheninhalt mit dem Faktor |det A].

Bemerkung 4.4. Wiederum koénnten Sie argumentieren, dass wir Proposition 4.2 nicht
fiir einen beliebigen Bereich in R? kennen, da wir nur die Proposition nur fiir das von
e; und ey aufgespannten Quadrat gezeigt haben. Und auch Letzteres haben wir durch
ein Bild gezeigt, welches viele bestimmte Wahlen beinhaltete. Sie hétten recht, aber
was wir gezeigt haben ist nicht weit entfernt von einem kompletten Beweis: Man muss
einen allgemeinen Bereich in kleine Quadrate teilen (was Sie wahrscheinlich schon viele
Male in der Analysis gemacht haben) und dann den Beweis, den wir gegeben haben, so

modifizieren, dass er fiir beliebige (kleine) Quadrate gilt.

Die obige geometrische Interpretation der Determinante wird in allen Dimensionen

wahr sein.

4.2 Volumen-Funktionen und die abstrakte Definition

der Determinante

Wir werden die folgende Notation wihrend dieses Abschnitts verwenden:
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Sei A € M,xn(K) eine Matrix. Wir schreiben Ay, ..., A, fiir die Zeilen von A und
AM AWM fiir die Spalten von A. Wir schreiben

U1
€ Myun(K)
Un
fiir die Matrix, deren Zeilen vy, ..., v, sind.

Man kann die Determinante auf zumindest zwei Arten explizit definieren:

(1) Mittels Permutationen (nach Leibniz, welcher die Determinante zuerst fiir 3 x 3-

Matrizen im Jahre 1683 in einem Brief an L’Ho6pital definierte).

(2) Induktiv unter der Benutzung des Entwicklungssatz von Laplace, welchen wir spéter

sehen werden.

Die eleganteste Art (jedoch mit dem Nachteil, dass sie abstrakt ist®) die Determi-
nante einzufiihren, ist es der Charakterisierung von Weierstrass (aus dem Jahre 1903)

zu folgen und drei einfache Axiome zu benutzen:

Definition 4.5 (Definition und Satz). Es existiert eine eindeutige Funktion
det : Myyn(K) — K,

die Determinante heisst und die folgenden Eigenschaften®* erfiillt:®
(D1) Die Abbildung det ist multilinear beziiglich Zeilen® Dies bedeutet:

(a) Fir alle vy,...,v,,w € K}, und alle 1 < i <n gilt

e
U1 U1 U1

Vi1 Vi—1 Vi—1
det [v;+w | =det| v; | +det| w

Vi1 Vit1 Vit1

Un Un Un,

3Wenn man darauf besteht eine explizite (nicht abstrakte) Definition der Determinanten anzuge-
ben mittels Permutationen, dann muss man ein Meister im Umgang mit Indizes werden. (Siehe den
wunderbaren Beweis von det AB = det Adet B in [8, S. 229].)

1Diese Eigenschaften nennt man die Aziome der Determinante.

Wir wihlen die Notation (D1)-(D3), so dass Sie problemlos den entsprechenden Stoff im Fischer
[6] nachlesen kénnen.

6Genau so gut konnten wir dies beziiglich Spalten definieren und wiirden dieselbe Determinante
erhalten.
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(b) Fiir alle a € K, alle vq,...,v, € KJ; und alle 1 <1i <n gilt

e

U1 U1
Vi—1 Vi—1

det | av; | =adet | v,
Vi1 Vi41

Un Up

(D2) Die Abbildung det ist alternierend. Das heisst, falls A zwei gleiche Zeilen hat,
dann ist det A = 0.

€1
(D3) Die Abbildung det A ist normiert. Das heisst, dass det I,, =det | : | = 1.
€n
Fir
an Ain
A= L | € Man(K)
Upi - Gy

schreibt man héufig |A| := det A oder

aip -+ Qin aip -+ Qin
= det

Ap1 - Qnn Qp1 +++ Qpp

Wir werden den Existenz-Teil dieses Satzes spater beweisen. Jetzt beweisen wir
zunédchst weitere Eigenschaften der Determinante, die aus den drei Axiomen (D1)-(D3)
folgen, und zum Schluss folgt auch die Eindeutigkeit der Abbildung det.

Dies ist ziemlich cool: Wir wissen noch nicht, ob solche Objekte iberhaupt existieren,
werden jetzt aber weitere FEigenschaften von diesem hypothetischen Objekt finden bis
zu dem Punkt, wo wir fast schon wissen wie man zeigen kann, dass dieses Objekt
iiberhaupt existiert.

In diesem ganzen Abschnitt bezeichnet det eine Funktion, die (D1)-(D3) in Definition
4.5 erfiillt. Das heisst, man konnte zu jeder Aussage in diesem Abschnitt den Satz ,Sei

det eine Funktion, die die Definition 4.5 erfiillt“ hinzufiigen.
Proposition 4.6. Es gilt:

(D4) det (AA) = X" det A.
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(D5) Falls A eine Nullzeile hat, dann ist det A = 0.

Beweis. Beide folgen aus (D1) (b) (Wieso?). Wir geben jedoch noch einen ausfiihrlichen

Beweis:
(D4) Mit mehrfacher Anwendung von (D1) (b) folgt, dass

A Aq)
det M =det | = | P2P arger [ ;| = Ardet A,
AAm) Aw)

(D5) Falls die Nullzeile A, ist, dann gilt 0 - A,y = A(,) und daher folgt
A Aw A

(D

det | A,y | =det | 0- Ag,) 1) Odet | Ag,y | = 0.

Ay Ay An)

]

Wir wiirden gerne den Effekt der Gauss’schen Elimination, also Zeilenumformungen,
auf die Determinante verstehen. Da wir bereits den Zusammenhang von Zeilenumfor-
mungen und Elementarmatrizen verstehen, werden wir diesen auch in der Formulierung

folgender Proposition verwenden:

Proposition 4.7 (Gauss und die Determinante”). Es gelten folgende weitere Eigen-

schaften der Determinante:

(D1b) Sei A € K und A ALl B Dann st det B = Adet A. Mit Elementarmatrizen®

ausgedrickt heisst das, dass

det (S;(A)A) = Adet A.

(D6) Falls A Loh, B, dann ist det A = —det B. Mit Elementarmatrizen ausgedriickt
heisst das, dass

det (P, ;A) = —det A.

THinter dieser Uberschrift steckt eigentlich ein Wortwitz: Gauss gab urspriinglich der Determinante
ihren Namen, aber in einem anderen Kontext. Er studierte quadratische Formen in zwei Variablen,
welche er mit einer Zahl versehen hat, die ihre arithmetischen Eigenschaften determiniert (bestimmt).
Also hat er diese Zahl Determinante genannt.

80bwohl S;()\) nur dann eine Elementarmatrix ist, wenn \ # 0.
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(D7) Sei A € K und A e B, wobei i # j. Dann ist det A = det B. Mit

Elementarmatrizen ausgedriickt heisst das, dass

det (Q;;(N)A) = det A.

Beweis. Wie die Nummerierung andeutet, ist die erste Aussage dquivalent zu (D1)(b).
Fiir (D6) nehmen wir ohne Beschridnkung der Allgmeinheit an, dass ¢ < j ist und
betrachten die Matrix
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wobei der Zeilenvektor Ag) + A(;) in der i-ten beziehungsweise j-ten Zeile steht. Dann

gilt

A A
. . Aw) Ay
02 det B P2 det : + det :
Aw + Ag) Ay + Ag)
A An)
Aq) Aq) Aq) A
o Ag) A A Ag)
PO qet | o | +det | ¢ | +det| ;| +det
A A Aw) A
A Aw) Aw) Aw)
Aq) Aq)
. A A
(2) det : + det :
A Ag)
Ay Aw)
Dies zeigt (D6).
Fiir (D7) benutzen wir (D1):
A A A
Ay Ay Ay
det B = det A(z) + )\A(]) = det A(z) + Adet A(j) =det A+ X-0=det A,
At Al At
Ay A A
—C
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wobei wir benutzt haben, dass C' zwei gleiche Zeilen (i # j) hat. Also ist det C' = 0
nach (D2).
O

Bemerkung 4.8. Bemerken Sie, dass (D6) eigentlich dquivalent ist zu (D2) (im Fall
char(K') # 2). Das erklért den Begriff ,alternierend”.

Nach dieser Proposition sollte der Leser sagen: ,,Cool!“ Was ich im ,Endgame” ma-
chen muss, ist alles, was ich jetzt wissen muss. Also was die Determinante einer Matrix
in Stufenform ist. Ein Fall ist bereits klar: Falls die Stufenform eine Nullzeile hat, dann
ist die Determinante 0 nach (D5).

Proposition 4.9. Fir eine obere Dreiecksmatrix

aq % k
0
A=
k
0 0 a,

gilt det A = ay - - - a,. Dieselbe Aussage gilt fiir untere Dreiecksmatrizen

a 0 N 0
det . =y Q.
S
Beweis. Fall a; # 0 ist fiir alle ¢ € {1,--- ,n}, konnen wir ,nach oben reinigen und

verdndern damit laut (D7) die Determinante nicht. Daher gilt

aa 0 --- 0
det A 20 det 0 () (D1b) ay - - - a, det(1,) (D3) ag - ay,.
6 ' 0 a,
Fallsein ¢ € {1,--- ,n} mit a; = 0 existiert, dann sei iy = max {7 | a; = 0}. Wir kénnen
dann ,nach oben reinigen* mit a;,41,...,a,, die alle verschieden von Null sind, ohne

die Determinante zu dndern. Dabei ist dann die ig-Zeile eine Nullzeile, und aus (D5)
folgt, dass
detA=0=a;---a,.

Derselbe Beweis, aber mit ,nach unten reinigen” und mit min statt max zeigt die

zweite Aussage beziiglich unterer Dreiecksmatrizen. O]
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Korollar 4.10. Es gilt
det A # 0 <= Rang(A) =n <= A ist invertierbar.

Beweis. Die zweite Aquivalenz haben wir bereits in Proposition 3.93 gezeigt. Fiir die
erste sei B eine Matrix in Stufenform, die zeilendquivalent zu A ist. Laut Proposition
4.7 gilt

det A #0 <= det B # 0.

Falls Rang(B) < n ist, dann hat B eine Nullzeile?. Nach (D5) gilt dann det B = 0.
Falls Rang(B) = n ist, so ist B eine obere Dreiecksmatrix mit von Null verschiedenen
Eintrdgen auf der Hauptdiagonale. Laut Proposition 4.9 gilt also det B # 0. Dies zeigt
det B # 0 <= Rang(B) = n. Da Rang(A) = Rang(B) ist, folgt das Korollar. O

Erinnern Sie sich, dass diese Eigenschaft der Determinante unser Hauptziel war.
Das einzige Problem: Wir wissen noch nicht, ob die Determinante tiberhaupt existiert!
Diese Erkenntnis gibt uns aber die Motivation, die Existenz zu zeigen, und ausser-
dem Methoden zur Berechnung der Determinante zu entwickeln und vielleicht auch
Methoden zur Berechnung der Inverse mittels Determinanten zu finden (Beispielsweise
Verallgemeinerungen von Proposition 4.1 fir n € N zu finden).

Bevor wir weitere Eigenschaften dieses tollen hypothetischen Objekts zeigen, bemer-

ken wir, dass wir die Determinante mittels Proposition 4.7 berechnen kénnen.

0 1 2
Beispiel 4.11. Um die Determinante |A| von A = | 3 —2 0 | zu bestimmen,
4 1 4

verwenden wir Zeilen-Operationen, um eine Dreiecksmatrix zu bekommen.

= =4 =42

0 1 2 3—20L4LL 3 =2 0

) —_— = _),

3 —9 o | el o 1 o | 2T 0 1 2
4 1 4 4 1 4 0 4
::J{lg ::J.fh;

3 =2 0 3 =2 0

3L3~>L3 O 1 2 L3711L2~)L3 O 1 2

0 11 12 0 0 =10

Laut Proposition 4.7 gilt

o |Al=—]Ad,

9 Alternativ ist B eine obere Dreiecksmatrix mit 0 auf der Hauptdiagonale und hat daher Deter-
minante 0.
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o [Ai] = [Ay],
o 3|Ay| = |As,
o [As] = [A4],

also —3|A| = |A4|. Laut Proposition 4.9 ist |A4] = 3-1-(—10) = —30. Daher gilt

Al = =8 = 10.

Hier ist eine verwirrende Frage: Wie kann es sein, dass wir etwas berechnen koénnen,
dessen Existenz wir noch nicht sicherstellen kénnen? Wenn wir es berechnen konnen,
zeigt dies nicht seine Existenz? (Hinweis: Wenn man versucht mittels Proposition 4.7
die Determinante zu definieren und dabei die Existenz zu etablieren, gibt es ein kleines
Problem... die Wohldefiniertheit!)

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit und um zu zeigen, dass die Determinante multi-

plikativ ist, wére es hilfreich die Determinante der Elementarmatrizen zu kennen.
Lemma 4.12. Fir jedes o € K qilt

(1) det (Si(@)) = a,

(2) det (Pyy) = —1.

(3) det (Q; (a)) =1

Ausserdem gilt fiir jede Elementarmatriz T und jede beliebige Matriz B, dass
det(T'B) = det T det B.

Beweis. Wir geben unten einen Beweis, bemerken aber kurz, wie man auch durch zwei
andere Argumente argumentieren konnte: (1) und (3) folgen direkt aus Proposition 4.9.
Ausserdem kann man alle drei Aussagen auch mit Zeilenumformungen zeigen, wie die
Leser iiberpriifen konnen.

Wir zeigen das Lemma nun aber mit der Elemementarmatrizen-Formulierung von
Proposition 4.7: Teil (1) folgt aus

emma o. 1 rop. 4. 1
1 =det ], Lemma 3100 40t <S,- <—) Si(a)) Prop. 4.7 —det S;(a).

o}
Teil (2) folgt aus

Lemma 3.100 PI‘O& 4.7

1 =det I, det (P, ;P ;) —det B ;.

Teil (3) folgt aus

Pro& 4.7

1= det I, "™ det (Qy;(—)Qi5(a)) det Q;;(«).

158



Kapitel 4.2 Volumen-Funktionen und die abstrakte Definition der Determinante

Die letzte Aussage folgt jetzt, da sie mit (1), (2) und (3) genau #dquivalent zu der
Elementarmatrizen-Formulierung von Proposition 4.7 ist.

]

Um weiter zu zeigen, wie toll die Elementarmatrizen sind, benutzen wir sie jetzt, um

die folgende grundlegende Eigenschaft der Determinante zu beweisen:

Proposition 4.13. Seien A, B € M,,«,(K). Dann gilt
det (AB) = det Adet B.

Beweis. Falls Rang(A) < n, dann ist auch Rang(AB) < n (Wieso? Denken Sie an Ma-
trizen als lineare Abbildungen). Laut Korollar 4.10 sind dann beide Seiten der Gleichung
Null.

Nehmen wir also an, dass Rang(A) = n und daher, dass A € GL,(K). Laut Satz

3.101 ist A ein endliches Produkt von Elementarmatrizen, also
A=T,---T,

mit Elementarmatrizen T;, 1 < i < k. Wir beweisen jetzt (4.13) mit Induktion iiber k.
Fir £ = 1 haben wir genau die letzte Aussage in Lemma 4.12. Wir nehmen an, dass

die Aussage fiir £ — 1 gilt und betrachten

Fall k=1

Ind-Amnabme g ot Ty det (Ty - - - Ty,) det B
P et (TVTy -+ - Ty) det B = det A det B.
Also folgt die Proposition. O

Als eine letzte Anwendung von Elementarmatrizen beweisen wir die Eindeutigkeit

der Determinante.

Korollar 4.14. Seien det und det zwei Funktionen, die (D1) — (D3) erfiillen. Dann
ist det = det.

Beweis. Fiir A mit Rang(A) < n muss laut Korollar 4.10
det(A) = 0 = det(A)
gelten. Fiir A mit Rang(A) = n existieren Elemenatarmatrizen 77, - -« , T} mit

A=T---Tp.
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Laut Proposition 4.13 und Lemma 4.12 gilt

det A =detT;---detT}

— — — (4.1)
= detT} - - - detTy, = det(A),

daher gilt det = det. O]

Bemerkung 4.15. Wir haben willkiirlich gewéhlt, die Theorie der Determinante iiber
Zeilenoperationen zu entwickeln 1°. Im néchsten Kapitel werden wir zeigen, dass det(A) =
det(AT) ist, was auch zeigt, dass die analogen Aussagen aller obigen Aussagen auch fiir
Spalten gelten. Die Leser sollten sich daher merken, dass es &ussert niitzlich ist, so-
wohl Zeilen- als auch Spaltenumformungen in der Berechnung einer Determinante zu

benutzen.

4.3 Existenz der Determinante

Es gibt zumindest zwei Wege die Existenz der Determinante zu zeigen. Einer davon
ist es, eine induktive Definition zu benutzen mittels dem Entwicklungssatz von La-
place, welchen wir spéter sehen werden (vgl. Prop. 4.5 in [10]). Der zweite Weg benutzt
Permutationen. Da induktive Definitionen nie erleuchtend sind, gehen wir den zweiten
Weg.

Um diesen Text nicht noch ldnger zu machen, erkldren wir jetzt nicht, wieso uns
Permutationen eigentlich aufgezwungen werden durch die vorherigen abstrakten Defi-
nitionen (der Determinante), wenn wir die Existenz der Determinante zeigen wollen.
Die interessierten Leser konnen den Dozenten in der Nachbesprechungszeit fragen und

versuchen folgende Ubung zu lésen:

Ubung 4.16. Zeigen Sie nur unter Verwendung von ((D1)-(D3) und vielleicht (D6)),

dass
a b
det ( ) = ad — be
c d

die einzige Funktion ist, die (D1)-(D3) erfiillt.

b
Hinweis: Fiir eine Funktion @, die (D1)-(D3) erfiillt, betrachten Sie ® ( <a€1 N 62) ) .
ce1 + des

4.3.1 Permutationen

Sei S, = Abb({1,...,n}). Das heisst, S, ist die Gruppe aller bijektiven Funktionen

von {1,...,n} auf sich selbst mit der Verkettung als Verkniipfung. Die Elemente von

0Eigentlich nicht ganz willkiirlich: so kann man diesen Stoff auch in Fischer nachlesen.
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Sy, heissen Permutationen (von {1,...,n}). Wir benutzen die folgende Schreibweise:

Fiir o € S,, schreiben wir

7= <a<1> o(2) - o<n>> | 42)

Per Definition der Multiplikation als Verkettung gilt fiir alle 0,7 € .S,
1 2 - n 1 2 -~ n
T-0= .
() 7(2) -+ 7(n)) \od) o(2) --- o(n)

Erinnern Sie sich daran, dass die Permutation

1 9 ...
Id := "
1 2 -« n
das neutrale Element von S, ist, und dass die Inverse o~! die Umkehrfunktion von o

ist. Einige Elemente spielen eine spezielle Rolle:

Definition 4.17. Sei n € N. Wir definieren das Element o, ; € S, als die Permutation,

die 7 und j vertauscht, und sonst nichts &ndert. Das heisst

7, falls k=1
o,(k) =114, fallsk=j.

k, sonst

Ein Element von S, das von der Form o, ; ist, nennen wir eine Transposition.
Lemma 4.18. Sei 7 € S, mit 7(1) =i und 7(2) = j. Dann gilt 70127 = 0y ;.

Beweis. Wir berechnen: Fiir k ¢ {i,j} ist 771(k) ¢ {1,2} und daher ist
o1a(m7H (k) =771 (k)
beziehungsweise 7(01 (771 (k))) = 7(r7'(k)) = k. Fiir ¢ und j gilt

7017 (i) = T(012(1)) = 7(2) = j
To17 ' (j) = T(012(2)) =7(1) =i

und das Lemma folgt. O
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1
Beispiel 4.19. Die Gruppe 5 ist ziemlich langweilig. Sie hat nur ein Element <1>

Beispiel 4.20. Die Gruppe Sy ist nicht viel interessanter, hat aber zumindest eine

SRR (RS

Beispiel 4.21. Jede Transposition hat Ordnung zwei. Das heisst, fiir jedes 0;; € S,

(Ui,j) = Ui,j . Ui,j = Ui,j o} Ui,j = .

Dies bedeutet auch, dass (0;;)~" = 0, ;. Bemerken Sie ausserdem, dass o;; = ;.

Transposition

gilt

Beispiel 4.22. Die Gruppe Sj3 ist schon interessanter. Wir schreiben alle ihre Elemente

Id::123
1 2 3

1 2 3
o= = 013012 =012 023 (*)

auf:

2 31

1 2 3
0-0= =019-0
3 1 9 1,2° 013
1 2 3
= :O‘
2 2 1 3 2,1
12 3 1 2 3 1 2 3
T-0 = . = = 0 = O
291 3 2 3 1 1 3 2 28 782
3 1 2 3
— = 0 = 0 .
3 3 2 1 3,1 1,3

Es gibt keine anderen Elemente in S3 (Wieso?). Ausserdem kann man sich als Beispiel

\]
Il
=

—_
=N W N

Q
\]
Il
/-~
[N
w N
—_ W
~_
-~
[N

merken, dass

oro ! = 001,20_1 =023

aus Lemma 4.18 folgt, was man auch direkt berechnen kann.

Hier sind zwei Aussagen, die aus dem Obigen folgen:
e 53 ist nicht-abelsch, da 7o # o7 ist.

e Jedes Element von S; ist entweder eine Transposition oder ein Produkt von Trans-

positionen (aber nicht auf eine eindeutige Weise wie zum Beispiel (x) zeigt).
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Die beiden letzten Aussagen werden wir verallgemeinern. Die erste zu verallgemei-

nern ist sehr einfach:

Ubung 4.23. Benutzen Sie, dass S; nicht-abelsch ist, um zu zeigen, dass S,, fiir n > 3
nicht-abelsch ist.

4.3.2 Signum einer Permutation

Definition 4.24. Sei 0 € S,. Ein Fehistand'' von o ist ein Paar i < j fiir 4,5 €
{1,...,n}, so dass

a(i) > a(7).

Beispiel 4.25. Falls n = 3 ist, gibt es drei mogliche Paare mit ¢ < j in {1,2,3},
namlich {(1,2),(1,3),(2,3)}. Zwei davon sind Fehlstiande fiir die Permutation

1 2 3
o= ;
2 31

e Fir 1 <2ist 0(1) =2 <3 =0(2). Also ist (1,2) kein Fehlstand.
e Fir 1 <3ist o(l) =2>1=0(3). Also ist (1, 3) ein Fehlstand.
e Fiir 2 < 3ist 0(2) =3 > 0(3) = 1. Also ist (2, 3) ein Fehlstand.

1 2 3

Man sagt: 0 =
2 31

) hat zwei Fehlstande.

Dies konnte man versuchen zu veranschaulichen:

1 2 3
" S
1 2 3

Das blaue Kreuz entspricht dem Fehlstand (2,3) und das rote Kreuz entspricht dem
Fehlstand (1, 3). Man iiberpriift, wie viele Uberkreuzungen es gibt. Jede Uberkreuzung
entspricht einem Fehlstand.

2 3 4

1
Beispiel 4.26. (1) Die Permutation (2 A 3) hat zwei Fehlsténde:

2 4

1 2 3
XX
1 2 3 4

HTnversion auf Englisch.
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1 23456

(2) Die Permutation hat fiinf Fehlsténde:
2 345 61

l1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

2 ... —-1
" T) genau n — 1 Fehlstande.
n

.. 1
(3) Ahnlich hat die Permutation (2

Beispiel 4.27. Die Transposition 019 € S,, hat nur (1,2) als Fehlstand. (Wieso?)

Definition 4.28. Wir definieren das Signum einer Permutation o € S,, als'?

en(o) +1, falls o eine gerade Anzahl von Fehlstdnden hat
sign(o) =
—1, falls o eine ungerade Anzahl von Fehlstdnden hat

~ (-1,

wobei k die Anzahl der Fehlstinde von o ist. Eine Permutation o heisst gerade, falls

sign(o) = +1 und ungerade, falls sign(o) = —1 ist.

1 2 3
Beispiel 4.29. e sign = (=12 =1.
p g (2 5 1) (-1

e sign(oyo) = (—1)' = —1.

1 2 -+ n—1 n
e sign = (=11,
& (2 3 ... n 1> (=1)

Wir werden jetzt die folgenden zwei Lemmata zeigen:

Lemma 4.30. Fir o € S, gilt

sign(o) = H o(j) —o(i) _ Ilig;(0(s) — U(i))'

j—i 1L, 0-9 (43)

i<j

Lemma 4.31. Fir alle o,7 € S, gilt sign(ro) = sign(7)sign(o). In anderen Worten
18t

S, — 7,/27 = {1,—1}

o — sign(o),

ein Homomorphismus von S, nach Z/27 = {1, —1}.

12Viele Autoren schreiben sgn statt sign (inklusive dem Dozenten).
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Diese Lemmata und ihre zugehorigen Beweise mogen schwierig erscheinen, sind aber
eigentlich elementar. Hier sind einige elementare Beobachtungen, die uns im Beweis von
Lemma 4.30 helfen:

e Sowohl der Nenner als auch der Zahler in (4.3) enthalten alle moglichen Paare.
Im Nenner kommen sie immer in der Form j —¢ vor, was immer eine positive Zahl

ist. Im Zéahler hingegen konnte o das Vorzeichen kehren. Insbesondere ist

[Lic;lo(G) = a(i)]
Hi<j(j - Z)

da alle Faktoren sich miteinander kiirzen.

=1, (4.4)

e Genauer gesagt, andert o das Vorzeichen im Zéhler genau dann, wenn (7, j) ein
Fehlstand ist:
o(j) —o(1)

>0 <= (i,7) ist kein Fehlstand von o

J—1
M <0 <= (i,j) ist ein Fehlstand von o.
j—1

Jetzt sind wir bereit fiir den Beweis von Lemma 4.30. Wir erkléren zur Vorbereitung

zuerst alle Schritte mit Hilfe der Permutation
1 23
2 3 1)
. o . . 1 2 3 :
Beispiel 4.32. Wir iiberpriifen Lemma 4.30 fiir 0 = <2 5 1). Es gilt

{i <jli,5e{1,2,3}} ={(1,2),(1,3),(2,3)}.
Daher besagt das Lemma, dass

0(2) —o(l) o(3)—0o(l) o(3)—0(2)

sign(o) =

2—-1 3—1 3—2
32 1-2 1-3
a 2—1 3—1 3—2
N—— —— ——
(1,2) ist kein Fehlstand (1,3) ist ein Fehlstand (2,3) ist ein Fehlstand
kﬁgen (_ 1)2 — (_ 1)Anzahl der Fehlstiinde.

2 ist die Anzahl der Fehlstdnde

Der allgemeine Beweis ist ganz dhnlich.
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Beweis von Lemma 4.30. Sei o € S,,. Fiir ¢ < j gilt:
(4,7) ist ein Fehlstand <= o(j) — o(i) < 0.

Sei s die Anzahl der Fehlstéinde von ¢. Dann gilt

[[e0=c® _ [ 2000 [ qq lW-o0)

i<y ! i<j, J—i i<J, J—t
o(i)<o(j) o(i)>0(j)
11 1o0) —o(0)] s
=] ——— = (1"
e J—1
1<J
wobei die letzte Gleichheit aus (4.4) folgt. O
Fiir den Beweis von Lemma 4.31 benutzen wir Lemma 4.30:
Beweis von Lemma 4.31. Es gilt
. Lemma 4.30 7(0(j)) — 7(a(i))
sign(to) = H e
1<)
11 7(0(j)) —7(o(2)) 11 o(j) —oli)
L l LL =1

1<j

Es geniigt also zu zeigen, dass (x) = sign(7). Machen Sie an diesem Punkt eine Pause
und tiberzeugen Sie sich davon, dass es tatsiachlich geniigt, (x) = sign(7) zu zeigen.
Es gilt

=TI T(U(J’); —7(0(i))

1<J,
o(i)<o(j) o(i)>0(j) (‘*r)

Betrachten Sie nun genau den Term (). Was passiert, wenn wir ¢ mit j vertauschen
und j mit ¢7 Nichts passiert, da wir sowohl den Nenner und als auch den Zahler einfach

mit —1 multiplizieren. Das sagt uns, dass wir die Rollen von ¢ und j einfach vertauschen
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konnen im zweiten Produkt, ohne dass sich etwas andert. Also ist

H (x) = H (%)
W50l o)l
Wenn wir das in (4.5) einsetzen, erhalten wir
= =TI T(U({)) (0(d) | 11 T(U;J')) —7(o(i))

N-ot M TG =60

_ 7(0(4)) = 7(0 (i)
- 1 a(j) —o(i)

7::a(i),:}::o(j) H M
j—i

a(i)<a(j)

i<y
Lemma 4.30 .
=" sign(7).

Dies beendet den Beweis des Lemmas. O
Korollar 4.33. Fiir alle 0 € S, gilt sign(c™!') = sign(o).

Beweis. Nach Lemma 4.31 gilt 1 = sign(Id) = sign(o) sign(c '), also ist

sign(c™!) = (sign(0)) " = sign(o).

0

Korollar 4.34. Fir jedes i # j gilt sign(o; ;) = —1.

Beweis. Aus Beispiel 4.29 wissen wir, dass sign(oy2) = —1. Seinun 7 € S, mit 7(1) =4

und 7(2) = j. Laut Lemma 4.18 wissen wir, dass

-1 _
TO1,2T =04y-
Daher ist
sign(o; ;) = sign(7) sign(oy 2) sign(77) Koroljar 4.33 sign(oy2) = —1.
Das Korollar folgt. O]

Korollar 4.35. Es gilt:
(1) Die Abbildung sign: S,, — {£1} ist surjektiv, falls n > 2.

(2) Die Menge A,, :== {0 € S, | sign(c) = 1} = {alle geraden Permutationen} ist eine
Untergruppe von S,.
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(3) Fiir jede Transposition®> T € S, gilt

A, ={o7 |0 € A}
={o €S, |sign(o) = —1}
= {alle ungeraden Permutationen}

= S, \ A,

(4) Ausserdem gilt |A,| = |A,7| =115, =12

Beweis. (1) Es gilt zum Beispiel, dass sign(Id) = 1 und sign(o;3) = —1. Also ist die
Abbildung sign surjektiv.

(2) Da wir diese Aussage nicht brauchen werden, iiberlassen wir diesen Beweis dem
Leser als Ubung. Erinnern Sie sich daran, dass A, eine Untergruppe ist, wenn

Id € A, ist, und wenn A,, abgeschlossen ist beziiglich Multiplikation und Inverse.

(3) Sei T eine Transposition. Bemerken Sie zuerst, dass

A, — A, T

O+ 0T

(4.6)

eine Bijektion ist, da die Funktion n ~ 7! ihre Umkehrfunktion ist. Wir behaup-

ten des Weiteren, dass A, 7 die Menge aller ungeraden Permutationen ist:

e Jede Permutation der Form o7 fiir o € A,, erfiillt
sign(o7) = sign(o) sign(7) = +1-(—-1) = —1.
e Falls 1 Signum sign(n) = —1 hat, dann ist
sign(nT 1) = sign(n)sign(r ') = —1-(~1) =1,

wobei wir benutzt haben, dass sign(7~!) = sign(r) = —1. Also ist n7~! € 4,
und daher ist

n= (7]7”1)7' cA,T.

(4) Da (4.6) eine Bijektion ist, folgt |A,,| = |A,7|. Des Weiteren folgt, dass
n! = |S,| = |4, U A.7| = |A,] + |AnT],

was (4) impliziert (Wieso die erste Gleichheit gilt, tiberlassen wir den Lesern).
[

13Eigentlich gilt es sogar fiir jede ungerade Permutation.
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Wir sind jetzt bereit, die Existenz der Determinante zu zeigen.

4.3.3 Existenz

Wir haben bereits die Eindeutigkeit der Determinante gezeigt. Wenn man die Ein-
deutigkeit direkt zeigen mochte (sieche auch Ubung 4.16 fiir den Fall n = 2), dann fiihrt

dies zur Betrachtung des folgenden Ausdrucks:

a1 Ain
det A = det Z Slgn alo’ T A20(2) * * * Gng(n)
(075 Ann €S (47)
= sign(o) [ [ @i
ocESh =1

Das mag auf den ersten Blick vielleicht furchteinfléssend wirken. Schauen wir uns
also konkrete Formeln fiir n = 2,3 an. Danach werden wir zeigen, dass Definition die
(4.7) tatséchlich (D1)-(D3) erfiillt, was dann auch die Existenz der Determinante zeigt.

1 2
Beispiel 4.36 (n = 2). Es gilt, dass Sy = {Id, (2 1) } Daher ist

det ZSlgn 0)015(1)320(2)
Q21 A22

gESs

1 2
= sign(Id)ajjass + sign ((2 1)) 12091

= 11022 — Q12G21.

Beispiel 4.37. Unter Benutzung von Beispiel 4.22 erinnern wir uns an alle Elemente

von S3 und ihre jeweiligen Signums:

1 2 1 2
A3 =<1Id,oc = 3 L0 = 3
2 31 3 1 2
1 1 1
S3\ A3 =< 7=1Id7 = 23 ,OT = 23 0T = 23 .
2 1 3 3 2 1 1 3 2
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Also ist
apr Gz a13
det | ag1 ag ag | = Z 81g0 (1)) A1n(1) G2n(2) G3n(3)
az azz 33 n€Ss

= Z (1n(1)A2n(2)A3n(3) — Z A1n(1)A2n(2) A31(3)
neAs neSs3\As

=a11022033 + (12023031 + G13G21032
—_—
n=Id n=o 77:02
— (a12a21a33 + 13022031 + a11023032).
—_— Y Y

n=1 n=oT n=o?2r

Es gibt eine coole Art und Weise, wie man sich diese Formel merken kann, und zwar

mit der Regel von Sarrus:

+
a

+ +
11 Cl12>< ais
a7 a22>< az3 9
asi a32 ass

11 a2

a1 a9

asq as2

Bemerkung 4.38. Nachdem sie diese Regel gesehen haben, googeln viele Studenten nach

einer ahnlichen Formel fiir 4 x 4-Matrizen. Leider existiert eine solche Formel nicht.

Aber Sie miissen keine Angst haben: Wir werden im néchsten Abschnitt den Laplace-

Entwicklungssatz sehen, welcher die beste Methode ist, um Determinanten fiir grosse

Matrizen zu berechnen (zumindest wenn man es von Hand macht).

Jetzt wo wir keine Angst mehr haben vor Ausdriicken wie in (4.7), sind wir bereit

die Existenz der Determinante zu zeigen.

Satz 4.39. Sei det so definiert wie in (4.7). Dann erfillt det die Bedingungen (D1 )-

(D3) aus Satz 4.5.
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Kapitel 4.3 Existenz der Determinante

Beweis. (D1): Um (D1) (a) zu zeigen, benutzen wir folgende niitzliche Notation aus
dem Buch von Fischer [6]:

det Z sign(0) - aip) - (@) + Tipgiy) * - -+ Ano(n)
O’GSn
= Z sign(o) - a1oa) - - - - - aga(i) L na(n)
oESy
+ Z&gn g )-...-a;’g(i)-...-am(n)
oESh

=det | a; | +det | a)

Also gilt (D1) (a).
Wir zeigen nun, dass auch (D1) (b) gilt: Fiir jedes 1 <i <n und X € K gilt

11 - Qin
det | Aaiqn -+ dagy | = Z SIgN(0)A1o(1) - - Mg (i) * - - - * Qno(n)
. . oESH
an1 Ann

=A- Z Sign(a)alg(l) “eo ot Opg(n)

O'GSn

= Adet A.

(D2): Fast alles, was wir bis jetzt besprochen haben {iber S, werden wir fiir den
Beweis von (D2) verwenden: Angenommen die Matrix A hat zwei gleiche Zeilen A;) und
Ay mit @ # j. Sei 7 = 0 ;. Wir miissen zeigen, dass det A = 0. Erinnern Sie sich daran,
dass S, = A,,UA,7 = {alle geraden Permutationen}U{alle ungeraden Permutationen}
(Korollar 4.35), wobei A, 7 = {o7 | 0 € A, }. Daher gilt

det A = Z Alo(1) " -+ " Ono(n) — Z Alo(r(1)) " -+ -~ Ano(r(n))

ocEA, o€A,
Summe iiber A, Summe iiber Sp\Ap=A,T
= E A1g(1) -+ " Qno(n) — Qlo(r(1)) * - -+ * Ano(r(n))-
cEA,
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Kapitel 4.3 Existenz der Determinante

Beachten Sie, dass die linke und rechte Seite (links bzw. rechts des Minus) jedes Sum-
manden von <) fast die gleichen Terme haben bis auf gewisse Anderungen, welche von
T verursacht werden.

Erinnern Sie sich jetzt daran, dass Ay = A(j) gilt, was impliziert, dass

Qi = Qjg (4.8)
fir alle £k = 1,...,n gilt. Dies zeigt, dass das Produkt der Terme, die von 7 gedndert
werden, dasselbe ist:

Definition von 7 (4.8)
Qio(r(i)Ajo(r(5)) = Gio()Wjol) = Ujo(j)i(oi)- (4.9)

Dies zeigt, dass jeder Summand von < gleich 0 ist. Also ist det A = 0.
(D3): Um ein gutes Ende zu haben: Der Beweis von (D3) ist einfach: Fiir

a1 - Qi

Ap1 *°+ Qpn

haben wir, dass a;; = 0, falls ¢ # j. Der einzige Summand im Ausdruck (4.7), welcher

keinen Faktor der Form a;; fiir 7 # j enthélt, ist der Summand, welcher der Permutation

1 9 ...
Id = " entspricht. Also ist
12 ... n

det I, =sign(Id)ay; - ... - app, =1-1---1=1.

Also erfiillt det wie in (4.7) die Bedingungen (D1)-(D3). Dies zeigt die Existenz der

Determinante. L]

Nun da wir eine explizite Beschreibung der Determinante haben, konnen wir einiges

mehr {iber sie beweisen. Insbesondere ist es niitzlich den folgenden Satz zu kennen:

Satz 4.40. Fir jede Matriz A € M, (K) gilt
det AT = det A.

Dies zeigt, dass alle Resultate, welche Zeilenumformungen beinhalten auch fiir Spal-

tenumformungen gelten.

Beweis. Sei A = (a;;). Die Determinante der Transponierten von A berechnet sich dann

als
det AT = Z Sign(o) sy - - - -+ o(n)n-

O'ESn 7

*)
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Kapitel 4.3 Existenz der Determinante

Um det AT mit det A in Verbindung zu bringen, betrachten wir das Produkt (x) und
versuchen die Reihenfolge der Indizes zu dndern. Fiir jedes 0 € S, und jedes 1 <17 < n
gilt

Ao (i)i = Qo(i)o=1(o(3))-

Daher gilt

(*) = Gg(1)1 " -+ Qo(n)n = a10_1(1)a20_1(2) e am_1(n).

Ausserdem gilt sign(o) = sign(o~!) und daher ist

(%) = Z sign(a‘l)alfl(l)-. o lpg1(n) = Z sign(a‘l)alaq(l)-. Clpg—1(n) = det A.

€Sy oclesS,

Die letzte Gleichheit folgt, da die Abbildung o — o' eine Bijektion von S, auf sich

1

selbst ist und deshalb dndern wir bei Summation tiber o~* nur die Summationsreihen-

folge. Dies beendet den Beweis des Satzes. O

Korollar 4.41. Alle Resultate, welche wir fir Zeilen(-Umformungen) hatten, gelten
auch fir Spalten(-Umformungen). Insbesondere ist das Analogon von Proposition 4.7

sehr nitzlich.

Hier ist ein klassisches Resultat, das zeigt, wie man Spalten- und Zeilenoperationen

benutzen kann.

Beispiel 4.42 (Vandermonde-Determinante). Seien xy, s, ..., z, € K. Wir mochten

die Vandermonde-Determinante

n—1

]_ T . e xl

Var,own = det :
n—1

1 =z, ),

berechnen. Wieso diese Determinante und ihre Berechnung interessant sind, erfahren
Sie in Serie 13. Wir 16sen den Fall n = 2, 3:

1 T
= T2 — I
1 T
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Kapitel 4.3 Existenz der Determinante

Seien Cf, Cy, Cs die Spalten von V, 4, ».. Dann ist

1z 22 1 = 0
Cg—x102—>03
1 zy 22 = 1 9 22— 2129
2 2
1 x5 22 1 z3 22— 12
3 3 3 3 3
1 0 0
CQ*IlCl*}CQ
= 1 To — T IL‘Q(ZEQ—J,’l)
1 x3—x1 w3(r3— 1)

det Blockmatrix

To —T1 1172(1'2 - 9131) ‘

xr3 — T $3($3 - 961)

(D1)(b)Zeilen 1 x9

= (zg — 1) (73 — 21)

= H (x; — ;).

1<i<j<3

1 T3
Im Allgemeinen gilt

1<i<j<n
wie Sie in der Serie beweisen werden. Die Vandermonde-Determinante hat viele An-

wendungen. Eine davon werden Sie in der Serie sehen.
In Beispiel 4.42 haben wir etwas benutzt, das Sie in der Ubungsserie gesehen haben:

Ubung 4.43. Seien k <n € Nund A € M, «n(K) eine Blockmatrix der Form

A _ Bl *
0 | By
mit B; € kak(K) und By € M(n—k)x(n—k)(K)' Dann gilt

det A = det B; - det B,.

Mit Induktion gilt eine dhnliche Aussage fiir Matrizen mit mehreren Blécken. Des

Weiteren gilt mit Transposition eine dhnliche Aussage fiir Matrizen der Form

By |0
x B2 .

4.3.4 Determinante iliber einem Ring

Mittels der expliziten Formel fiir die Determinante sehen wir, dass fiir A € M,,.,,(Z)
(das heisst, fiir eine Matrix mit ganzzahligen Eintrédgen) die Determinante det A ganz-
zahlig ist, also

det A € Z.
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Allgemeiner sei R ein Ring (zum Beispiel R = M;y;(K)). Sei

M, «n(R) = {die Menge aller n x n-Matrizen mit Eintrdgen in R}

= {(aij)1<ij<n | aij € R}.

(Falls R = M,;(K), dann sind die Elemente von M,,y,(K) Matrizen, deren Eintrage
[ x I-Matrizen iiber K sind!)
Fir A € M,,«,(R) definieren wir det A genau wie in 4.7:

det A = Z Sign(a)alg(l) Cees Gpg(n)-

UES’,L

Dann gilt det A € R. Wir werden diese Tatsache fiir R = M;,;(K) in der Linearen
Algebra IT benutzen.

4.4 Magie mit Minoren

In diesem Abschnitt wollen wir die folgende Beobachtung verallgemeinern: Fiir A =

<a b) definieren wir
c d

Dann folgt mit einer kurzen Rechnung, dass

adj(A) := (d _b) :

—C a

det A 0
A-adj(A) = adj(A)- A = .
adj(4) = adj(4) (0 detA)

Daraus folgt eine Formel fiir die Inverse, falls sie existiert: Falls det A # 0, dann ist

41
~det A

adj(A).

Eigentlich folgt noch viel mehr aus dieser Verallgemeinerung, wie der Titel dieses
Abschnitts schon andeutet. Wir besprechen in diesem Abschnitt die folgenden Resultate
fiir eine Matrix A € My, (K):

(1) Die Konstruktion einer Matrix adj(A) mit der Eigenschaft, dass
adj(A)- A= A-adj(A) =det A- L,.

Dies gibt uns insbesondere eine Formel fiir die Inverse (falls det A # 0).
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(2) Den Laplace-Entwicklungssatz, ein niitzliches Resultat, um die Determinante zu

berechnen (zumindest, wenn man die Berechnung von Hand macht).

(3) Die Cramersche Regel, eine Formel fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems

Az = b mit einer Matrix A der Grosse n X n.

Die nachfolgenden Resultate sind alle eng miteinander verwandt, so dass man sie
voneinander herleiten kann.

Wir beginnen mit dem Laplace-Entwicklungssatz, da dieser am natiirlichsten aus
unseren vorherigen Resultaten folgt (nach Meinung des Dozenten).

Fiir eine Matrix A € M, (K) sei Aj; € M(n—1)x(n-1)(K) die Matrix, welche durch

das Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entstanden ist.

Satz 4.44 (Laplace-Entwicklungssatz). Sei A € M, y,(K). Fir jedes 1 < i < n kann

man die Determinante von A beziiglich der i-ten Zeile folgendermassen entwickeln:

|A| = (—1)i+1a,~1 |A11| + (—1)i+2a,~2 |AZQ| + ...+ (—1)i+nam |Azn| (410)
= > (1) ay [Aul. (4.11)
k=1

Ahnlich kann man die Determinante beziglich der j-ten Spalte folgendermassen ent-

wickeln:

n

Al = (=1 ay; | Ayl

k=1
Beispiel 4.45. Sei
-2 2 =3
A=1-11 3
2 0 -1

Wir entwickeln nach der zweiten Spalte (j = 2 in Satz 4.44). Es ist niitzlich, das

Vorzeichen in Abhéangigkeit der Indizes zu zeichnen:
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Damit berechnen wir:

) e
2 -1 2 -1

(=2) - (=D - (=1) =2-3) +1-((=2) - (=1) =2+ (=3)) + 0

det A= (—1)'"2.2.

Beweis von Satz 4.44. Bemerken Sie zunéchst, dass die Entwicklung beziiglich Spalten
durch Transponieren und durch die Identitét |A| = |AT‘ aus der entsprechenden Ent-
wicklung beziiglich Zeilen folgt. Daher geniigt es den ersten Teil des Satzes zu beweisen.

Wir beweisen zuerst den Satz fiir die erste Zeile, das heisst, ¢ = 1. Seien

0 -+ 0 ayp 0 - 0
B — Aoy -+ e Qg
Uy - .
fiir k = 1,...,n. Dann folgt aus der Linearitdt der Determinante beziiglich der ersten
Zeile, dass .
Al =) |Bil.
k=1

Daher geniigt es zu zeigen, dass

|Bi| = (1) aux [ A - (4.12)
Wir fangen mit B; an:
ajp| 0 0
By = a:21 &:22 e a?n Blockmatrix An| = (=1) "y, |An| .
a;ll a;ﬁ a;zn

177



Kapitel 4.4 Magie mit Minoren

Fiir By vertauschen wir zuerst die ersten beiden Spalten:

0 a12 o --- 0 a19 0 tee 0
Bl — agy - cee Aoy C1Ch 1 oo | Qo1 *++ Qop
| Bo| = =" (=1
Qpy - ER 777 Ap2 | Qp1 *°°  Qnn
Fall i=

=7 (< Darg [Ap|
= (—1>1+26L12 |A12’ .

Beachten Sie, dass die Blockmatrix unten rechts genau A;, entspricht, da wir die ersten
beiden Spalten vertauscht haben. Fiir B3 vertauschen wir die Spalten Cy und C5 und

benutzen den vorherigen Fall, so dass wir
B = (—=1)(=1)" a3 | A = (=1)Parz [ Ara] .

Ahnlich (mit Induktion iiber k und Spaltenvertauschen Cj_; > Cy) folgt (4.12). Dies
zeigt die Entwicklung beziiglich i = 1. Die Entwicklung beziiglich i = 2 folgt jetzt mit

der Zeilenvertauschung L <+ Lo: Sei B, so dass A Lol B Dann gilt

A| = — |B] PR =L (L) Ry | By | PO P (L 1)2 g, | Ay

was die Entwicklung beziiglich der zweiten Zeile zeigt. Die Entwicklung beziiglich der
p-ten Zeile folgt genau wie oben aus der Entwicklung der (p — 1)-Zeile und dem Zeilen-

austausch L, <+ L,, was den Beweis beendet. O
Man kann den Sachverhalt in Satz 4.44 schon in einer Matrix darstellen:

Definition 4.46. Die komplementire Matriz oder die Adjunkte'* einer Matrix A €
Mypn(K) ist
adj(A) = (=1 |45l) 2y 5z
Bemerkung 4.47. e Die Vertauschung der Indizes in |Aj;| ist kein Tippfehler!
e Wir definieren in der Linearen Algebra II die Adjungierte einer Matrix, welche

nicht mit der Adjunkten verwechselt werden sollte.

e Aus Abschnitt 4.3.4 folgt: Falls A € M,,«,(R) fiir einen Ring R, dann ist adj(A)
ebenfalls in M, y,(R).

14 Adjunct* oder ,adjugate* auf Englisch.
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Beispiel 4.48. Sei A = (a Z) Dann ist
c

(Wieso?)

Der folgende Satz folgt aus dem Entwicklungssatz von Laplace 4.44 (und ist eigent-

lich aquivalent zu ihm):

Satz 4.49. Sei A € M« (K). Dann ist

detA 0 --- 0
. . 0 0
A-adj(A) =adj(A)- A=detA- I, =
0 -0 detA

Beweis. Berechnen wir zuerst die Eintrage von A - adj(A) auf der Hauptdiagonalen:

(A adJ(A))” _ Z aik(—l)k” |A2k| Laplace:i—te Zeile det A.
N————

=1 (adj(A))s

Fiir die Eintrdge ausserhalb der Hauptdiagonalen sei nun 7 # j: Dann ist

(Aadj(A))i; = > au(—1)F7 |Aj| = (»)

(adj(A))k;

Bemerken Sie nun, dass (x) die Entwicklung beziiglich der j-ten Zeile der Matrix B ist,
wobei B die Matrix ist, welche durch das Ersetzen der j-ten Zeile von A mit der i-ten
Zeile von A entsteht. (Ersetzen! Nicht vertauschen!) Daher ist (x) = det B. Da B zwei
gleiche Zeilen hat, folgt (x) = 0.

Die Gleichung adj(A) - A = det A - I,, zeigt man &hnlich (mit Spaltenentwicklung
statt Zeilenentwicklung). O

Korollar 4.50. Fulls A € GL,,(K), dann gilt

1
~det A

-1

adj(A) (4.13)

Korollar 4.51 (Cramersche Regel). Sei A € GL,(K). Wir betrachten das lineare
Gleichungssystem
Az =b (4.14)
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firb € K" = Kg,,. Sei A; die Matriz, welche b als i-te Spalte hat und die restlichen

Spalten stimmen mit den Spalten von A iiberein. Das heisst

A; = (A(l) o AU poAGED) ..A(n)> (4.15)
Z1
fir 1 <i <mn. Dann berechnet sich die eindeutige Losung x = | : | von (4.14) als
Tn
T
A

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus (4.14):

1
r=A"1b=—-adj(A)b
A
beziehungsweise
1 n . 1 n . Laplace 1
zi = adj(A)uwbr = — Y (=1)F|Aulby =T — 4.
|A] ; Al = |A]

Vielleicht féllt es Thnen schwer die letzte Gleichheit zu sehen. Falls dies der Fall ist,

dann betrachten Sie

| b |
Ai=1 AQO .. AG-D b AGHD) Lo A
| | b |
und machen Sie die Laplace-Entwicklung auf der i-ten Spalte! O

Hier sind konkrete Formeln fiir n = 2,3 (Wir iiberlassen den Fall n = 1 dem Leser.)):

Explizite Formel fiir 2 x 2-Matrizen: Wir betrachten folgendes lineares Gleichungs-

system

a1 x4+ by =1

asx + by = ¢

welches in Matrixschreibweise von der Form

) ()= )
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ist. Wir nehmen an, dass a;bs — bjas # 0. Dann kénnen wir z und y mit Hilfe der

Cramerschen Regel folgendermassen finden:

ca b ay G
ca by c1bs — bycs Ay Co a1Co — €109

T = = und = = .
aq bl (llbg — bl(lg 4 ay bl a1b2 — b1a2
(05} bQ a2 b2

Explizite Formel fiir 3 x 3-Matrizen: Die Regel fiir 3 x 3-Matrizen sind dhnlich. Sei

x4+ by + iz =d;
s + boy + coz = dy
asx + boy + c32 = d3

welches in Matrixschreibweise von der Form

aq b1 C1 T d1

as by ¢ y| =1d

as b3 C3 z dg

Dann sind
d1 b1 C1 aq d1 C1 aq b1 dl
dy by cy as dy c as by dy
d3 b3 c3 az ds c3 az bs ds
xr = , Y= und z=—"+—-—"—

ar by ap by o ar by
az by cy az by ¢ az by cy
az by c3 az by c3 az by c3

In der Ubungsstunde werden Sie vielleicht folgendes Beispiel betrachten:

821’1 + 45.7}2 + 9.1‘3 =1
271’1 + 16332 + 3333 =1
9r1 + 529+ 123 =0

Dann ist die erweiterte Koeffizienten-Matrix gegeben durch:

82 45 9|1
(Ap)=| 27 16 3|1 .
9 5 1/0
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Nach der Cramerschen Regel berechnet sich die Losung des linearen Gleichungssystems

als:
1 45 9 82 1 9
det |1 16 3 det |27 1 3
det A, 0 5 1 1 det A, 9 01 1
xry = = =—=1, 2y = = =-=1
det A 82 45 9 1 det A 82 45 9 1
det [ 27 16 3 det [ 27 16 3
9 5 1 9 5 1
82 45 1
det | 27 16 1
nd = det Az _ 9 5 0 _ 14 4
det A 82 45 9 1
det | 27 16 3
9 5 1

4.5 Verschiedene Wege in der Welt der Determinante

In dieser Vorlesung ist unser Ziel, verschiedene Ideen zu présentieren. Das bedeutet
manchmal auch, dass wir gewisse Resultate nicht auf die einfachste oder kiirzeste Weise
erhalten wollen. Es ist aber interessant zu wissen, wie man anders vorgehen kénnte. Hier

sind ein paar Beispiele:

e Man konnte die Determinante induktiv definieren mittel Laplace-Entwicklung:
Fiir (a) € M1 (K) definiert man

det (a) = a

und fiir A € M, (K) definiert man det A induktiv unter Benutzung von (4.10).
Man beweist dann, dass diese Definition (D1)-(D3) erfiillt und geniesst dann
die Tatsache, dass Satz 4.44 per Definition wahr ist. Beachten Sie, dass man
dabei nicht einmal wissen muss, was eine Permutation ist und man braucht auch
nicht den Gruppenbegriff. Der Nachteil so einer Definition ist, dass induktive
Definitionen selten einleuchtend sind und Sie wiirden nicht viel von so einem

Vorgehen lernen. Der interessierte Leser kann dazu gerne [10] konsultieren.

e Man konnte die Charakterisierung der Determinante durch (D1)-(D3) komplett
weglassen und alles direkt mit der Gruppe S,, machen (siehe [8]).
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e Falls das, was wir hier gemacht haben, nicht abstrakt genug ist, konnte man die
Determinante det T' direkt fiir Endomorphismen 7" € End(V') iiber einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V' definieren (siehe [9]). Wir werden det 7" im néchsten
Abschnitt definieren.

e Fischer beweist, mit dhnlichen Argumenten wie wir sie zu Beginn benutzt haben,
zuerst Satz 4.49 und dann Satz 4.44 als ein Korollar davon. Wir wéhlen einen
anderen Weg, da die Ideen im Beweis von Satz 4.44 ein schones Beispiel sind

wieso Reduktionen niitzlich sind.

Unter Verwendung von verschiedenen Vorgehensweisen werden einige Resultate einfa-
cher, andere hingegen werden schwieriger. Einige unserer spiteren Resultate folgen aus
unseren vorherigen Resultaten. Hier ist ein cooles Beispiel wie man die Cramersche
Regel nur unter Benutzung von (D1) und (D2) (fiir Spalten) beweisen kann:

Dieser Beweis benutzt auch ein grundlegendes Resultat aus Kapitel 2:
Alternativer Beweis von Korollar 4.51. Sei A € GL,(K). Wir betrachten die Abbil-
dung
o K" — K"

1
me(’A1|,,|An|)7

wobei A; genau wie in (4.15) definiert ist. Wegen (D1) (angewandt auf die Spalten) ist
diese Abbildung linear. Des Weiteren ist das Bild der Spalte A®) genau

(0,...,1,...,0)261'

wegen (D2). Also stimmt ® mit der Abbildung m4-1 iiber der Basis (AW, ... A™)
iberein. Also ist nach Satz 3.15
P = ma-1,

was dquivalent ist zur Aussage der Cramerschen Regel. O

Frage: Hier eine ,Meta-Frage“: Wieso ergibt es Sinn, dass die Regel von Cramer

unabhéngig ist von (D3)?

4.6 Determinante und Rang

Wir haben gesehen, dass die Determinante einer Matrix A € M, (K) weiss, ob
Rang(A) = n ist oder nicht. Weiss die Determinante auch, ob Rang(A) = r ist fiir
0<r<n?

Die Antwort ist ,,Ja“. Um dies zu sehen brauchen wir die folgende Definition:
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Definition 4.52 (Minoren). Seien 1 < k < n,m € N. Ein k-Minor von A € M, (K)
ist die Determinante einer k x k-Matrix, die durch Streichen von (n — k)-Spalten und

(m — k)-Zeilen von A entstanden ist. Eine solche Matrix heisst k x k-Untermatriz von

A.

Satz 4.53. Sei A € My, (K). Dann gilt"
Rang(A) = max {k | es existiert ein k-Minor, der verschieden von Null ist} .

Beweis. Sei r = Rang(A). Wir miissen zeigen, dass jeder k-Minor mit & > r Null ist,
und dass ein r-Minor existiert, der nicht Null ist.

Sei also k > r. Da Rang(A) = Spaltenrang(A) ist, sind je k Spalten von A linear
abhéngig. Also sind die k Spalten einer beliebigen k x k-Untermatrix von A auch linear
abhéngig. Also ist jeder k-Minor gleich Null.

Jetzt miissen wir einen r-Minor finden, welcher nicht Null ist. Nehmen wir an, dass
A # 0 (siehe Fussnote). Da Spaltenrang(A) = r > 0 ist, existieren

g <...<Jr
so dass AU ... AU") linear unabhingig sind. Also hat
Bi= (AU)... AG)

Rang r. Da Zeilenrang(B) = Rang(B) = r ist, existieren

1 <...<t,
mit
By
C = : € M, (K)
By,

und Rang(C) = r. Daher ist |C| # 0. Die Matrix C ist eine r x r-Untermatrix von A,

was den Beweis beendet. O

15Falls hier die leere Menge steht (d.h. falls A = 0), dann verstehen wir dieses Maximum als 0,
damit der Satz gilt.
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4.7 Einige Korollare und die Determinante eines En-

domorphismus

In diesem Abschnitt geben wir einige einfache Korollare zur Multiplikativitit der
Determinante, welche die Definition der Determinante eines Endomorphismus ermog-
licht:

Korollar 4.54. Fir jedes A € GL,(K) gilt
det(A™") = det(A4) ™.

Beweis. Es gilt
1 = det(1,) = det(AA™") = det(A) det(A™)

und das Korollar folgt. O

Korollar 4.55. Seien A, B € M,,.,(K) dhnliche Matrizen. Dann gilt
det(A) = det(B).
Beweis. Sei P € GL,(K) mit A= P~'BP. Dann ist
det(A) = det(P~!) det(B) det(P) = det(P) ' det(B) det(P) = det(B)

nach Korollar 4.54. O

Das letzte Korollar ist fiir das ndchste Kapitel wichtig und ermoglicht folgende De-

finition:

Definition 4.56. Sei V' ein Vektorraum tiber K mit dim(V') = n < oo und sei
T € End(V). Wir definieren die Determinante von 7" als

det(T') := det([T]5),

wobei B eine beliebige (geordnete) Basis von V' ist.
Lemma 4.57. Diese Definition ergibt Sinn. Das heisst, det(T') ist wohl-definiert.

Beweis. Seien B,C zwei geordnete Basen von V. Laut Korollar 3.64 sind die Matrizen
[T und [T]¢ dhnlich zueinander.
Daher folgt aus Korollar 4.55, dass

det([T]5) = det([T]c).
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Das bedeutet genau, dass der Wert det(7") nicht von der Wahl der Basis abhéngt, was

7ZU zeigen war. ]

Wie bei Matrizen misst die Determinante, ob ein Endomorphismus invertierbar ist

oder nicht. Hier ist die grosse Schwester von Proposition 3.93 (A.K.A. ugly Lemma):

Korollar 4.58. Seien T' € End(V) wobei dimV < oo und B eine geordnete Basis von

V. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) T ist ein Isomorphismus.

(2) T ist injektiv.

(8) T ist surjektiv.

(4) [T)p ist invertierbar.

(5) [T erfillt eine der dquivalenten Bedingungen in Proposition 3.93.

(6) det(T) # 0.

Beweis. Die Aquivalenz der ersten drei Aussagen folgt aus dem Rangsatz. Die Abbil-
dung T ist genau dann ein Isomorphismus, wenn [T]z invertierbar ist. (Dies folgt zum

Beispiel aus Korollar 3.85.) Dies ist dquivalent zur Aussage, dass

det([T]5) # 0.

Da (per Definition) det(7") = det([T]3), folgen alle andere Aquivalenzen. O

Obwohl wir dies im Moment nicht brauchen, méchten wir noch eine andere Grosse

erwihnen, die unter Ahnlichkeit invariant ist:
Definition 4.59. Sei A € M,,+,(K). Die Spur von A ist die Summe aller Eintrdge auf
der Hauptdiagonalen. Das heisst,
spur(A) := a1 + ... + anp.
Lemma 4.60. Fir A, B € M, «,(K) gilt

spur(AB) = spur(BA).

Beweis. Laut der Definition der Matrixmultiplikation gilt

n

spur(AB) = Z(AB),-,- = Z Zaikbki = Z Zbkiaik = Z(BA)kk = spur(BA).

=1 i=1 k=1 k=1 =1 k=1

Also folgt das Lemma. O
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Korollar 4.61. Fualls A, B € M, «,(K) dhnlich sind, dann gilt
spur(A) = spur(B).
Beweis. Sei P € GL,, mit A = P~'BP. Dann ist
spur(A) = spur(P~(BP)) = spur((BP)P~ ') = spur(B)

und das Korollar folgt. O

4.8 Volumen und Orientierung

Wir haben in Abschnitt 4.1 fiir A € Msy«o(R) gesehen:
e Die Abbildung m 4 ist orientierungserhaltend genau dann, wenn det(A) > 0.
e Die Abbildung m 4 ist orientierungsumkehrend genau dann, wenn det(A) < 0.

Fiir einige Sétze, die Sie dieses Jahr in der Analysis sehen werden, und auch fiir spéter
im Studium ist es wichtig, den Begriff der Orientierung fiir R” und sogar fiir allgemeine

endlich-dimensionale reelle Vektorraume zu verstehen.

Orientierung

Sei V' ein Vektorraum iiber R mit dim(V) = n < oo. Sei Xy die Menge aller ge-
ordneten Basen auf V. Wir definieren folgendermassen eine Aquivalenzrelation auf Xy :
Fir B = (vy1,...,v,) und C = (wy,...,w,) sei T € End(V) die eindeutige Abbildung
mit T'(v;) = w; fir i € {1,...,n}. Wir sagen, dass B und C die gleiche Orientierung
haben, und schreiben B ~ C, falls det(7") > 0.

Ubung 4.62. Es gilt
B~C <= det([ldy])5) > 0 <= det([Idy]§) > 0.

(Hinweis: Berechnen Sie [T]5 fiir T' wie oben und benutzen Sie [T]S = [T]5[1dy]%.)

Die obige Relation ~ definiert in der Tat eine Aquivalenzrelation auf Xy und Xy /~
enthilt genau zwei Aquivalenzklassen falls dim (V) > 0.

Eine Wahl einer dieser beiden Aquivalenzklassen auf V heisst eine Orientierung auf

V.

Beispiel 4.63. In R” wiihlt man normalerweise die Aquivalenzklasse der Basis (ey, ..., e,)

und nennt die entsprechende Aquivalenzklasse die positive Orientierung. Basen in dieser
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Aquivalenzklasse nennt man positiv orientiert und Basen in der anderen Aquivalenz-
klasse nennt man negativ orientiert.
In R? ist dann (ey, e5) positiv orientiert und (es, ;) negativ orientiert. In R? ist eine

,rechtshandige Basis® positiv orientiert und eine ,linkshdndige Basis* negativ orientiert.

RISCHE NATIONALBANK
AZIUNALA SVIZRA

Frage: Angenommen Sie sind eine Ameise auf einem Mobiusband. Wie kénnten Sie
herausfinden, dass Sie in der Tat auf einem Mobiusband leben, unter Verwendung des

Inhalts dieses Abschnittes?

Intermezzo iliber das Volumen

In Analysis IT werden Sie beweisen, dass fiir gewisse Teilmengen X C R™ und my4 :
R" — R" gilt
Volgn(ma(X)) = | det(A)| Volga (X). (4.16)

Hier ist eine ungefihre Skizze, wieso (4.16) stimmen sollte.
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Jede verniinftige Volumenfunktion auf R" sollte Eigenschaften analog zu (D1)—(D3)
erfiillen, aber mit Absolutbetrégen. Dies ist dquivalent dazu, dass (4.16) gilt, wenn A
eine Elementarmatrix ist. Zum Beispiel andert Multiplikation mit der Elementarmatrix
P, ; das Volumen nicht oder Multiplikation mit S;(c«) multipliziert das Volumen mit |c|.
Unter Verwendung dieser Tatsachen kann man (4.16) ,beweisen” fiir alle A € GL,(R):

Schreibe A =T, --- T}, fiir T, ..., T} Elementarmatrizen. Dann gilt

Volgn (ma(X)) = Volge (T} - - - T X) "2 | det(T})] - - - | det(T},)| Volga (X)
= |det(T} - - - Tk)| Volga (X) = | det(A)| Volga (X).

Fir A ¢ GL,(R) kénnte man (4.16) auch ,beweisen”: In diesem Fall gilt
Im(ma) =mu(R") CV

und daher ist m4(R") eine Hyperebene mit Dimension < n. Solche Hyperebenen sollten
Volumen Null haben fiir jede verniinftige Volumenfunktion auf R". Da det A = 0 ist
fir A ¢ GL,(R), gilt (4.16) auch in diesem Fall.
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Changelog: Kapitel 4

2.12: Im Beweis von Proposition 4.6 wurde (D4) (b) zu (D1) (b) geéndert.
7.12: Im Beweis von Lemma 4.18 wurden einige Typos korrigiert.

7.12: In Beispiel 4.25 wurde ganz zu Beginn die Permutation o angepasst, so dass

sie mit dem Rest des Beispiels iibereinstimmt.
7.12: In Beispiel 4.29 wurde die erste Permutation angepasst.
9.12: In Gleichung (4.4) steht jetzt j — ¢ im Nenner statt j — 1.

9.12: In Ubung 4.43 wurde det A = det By + det By zu det A = det By - det By

korrigiert.
9.12: In Satz 4.44 wurde im zweiten Teil j-te Zeile zu j-te Spalte korrigiert.

10.12: Im ersten Teil von Satz 4.44 wurde der Koeffizient a;. bei der letzten

Gleichheit in der Summe hinzugefiigt.

10.12: Gleichung (4.9) wurde angepasst.

10.12: In Definition 4.46 stand félschlicherweise Adjungierte statt Adjunkte.
11.12: In Definition 4.17 wurde der Begriff Transposition hinzugefiigt.
15.12: In Gleichung (4.12) wurde der Term aq; hinzugefiigt.

15.12: Im Beweis von Satz 4.49 wurde die Definition der Matrix B geéndert (i-te

Zeile wurde zu j-ter Zeile und j-te Spalte wurde zu i-ter Spalte).

17.12: Definition 4.52 und Satz 4.53 wurden allgemeiner fiir m x n-Matrizen for-

muliert.

24.12: Im Teil (D1) (b) im Beweis von Satz 4.39 wurde sign(o) in der Summe

nach der zweiten Gleichheit hinzugefiigt.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

5.1 Einfiihrung

Sei V ein Vektorraum iiber K und 7" € End(V'). Wie wir in Kapitel 0 erwdhnt haben,
kann man bei T an eine Symmetrie von V' denken. Man sucht einen Vektor v € V', auf
welchem T" besonders einfach agiert. In Kapitel 0 konnten wir die Basis B = (Fi ,, Fi1,p)
fiir Fib finden, auf deren Elemente die Verschiebungsabbildung

S : Fib — Fib

(CL(), ai, .. ) — (al, Qag, . . )
besonders einfach agiert.:
S(./—‘.l#,) = (,0./—'.17@ und S(./T'.Lq/}) = @Z)f17¢.

Wir mussten aber Fi, und Fi, ,erraten und hatten leider keinen Algorithmus zur
Verfiigung, um diese besonderen Vektoren zu finden. Spater haben wir in Beispiel 3.108

gesehen, dass S beziiglich der Basis B eine besonders einfache Darstellungsmatrix hat,

_ (¥ O
[S]5 = (0 w)' (5.1)

Damit kann man die Matrizen S™ fiir n € N problemlos berechnen und eine Formel

namlich

fiir Fibonacci-Folgen finden. Dies bezieht sich einfach auf die Tatsache, dass man leicht
Potenzen von Diagonalmatrizen berechnen kann. In der Terminologie, die wir in diesem
Kapitel entwickeln, bedeutet (5.1), dass S diagonalisierbar ist. Diagonalisierung von
Endomorphismen hat viele Anwendungen sowohl in der Mathematik als auch in allen
moglichen Gebieten der Wissenschaft. Eine grundlegende Anwendung in der Physik
ist beispielsweise die Analyse von Schwingungen mit kleinen Auslenkungen. Um zu

verstehen, wann ein Endomorphismus diagonalisiert werden kann und wie man dies
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explizit machen kann, braucht man die Begriffe von Eigenwerten und Eigenvektoren.

5.2 Definitionen

Sei V' ein Vektorraum tiber K.

Definition 5.1. Ein Endomorphismus 7" € End(V'), wobei dimV = n < oo, heisst

diagonalisierbar, falls es eine Basis B = (vy, ..., v,) gibt, so dass
At O 0
0o . :
Tls = | (5.2)
: o0
0 0 A,

eine Diagonalmatrix ist.

Bemerken Sie, dass (5.2) genau dann gilt, wenn
TUZ‘ = )\iv,-

fir e = 1,...,n. Vektoren mit dieser Eigenschaft sind die Helden dieses Kapitels.

Definition 5.2. Ein Vektor v € V heisst ein Figenvektor von T, falls v # 0 und es
A € K gibt, so dass
Tv = \v.

Der Skalar A heisst der zum Eigenvektor v zugehorige Figenwert.

Bemerkung 5.3. (1) Man kénnte genau so gut Folgendes definieren: Ein Skalar A € K
heisst ein Figenwert von T, falls es v € V' gibt mit v # 0 und

Tv = \v. (5.3)

Jeder Vektor v mit (5.3), der ungleich Null ist, heisst ein Figenvektor von T zum
Eigenwert \.

(2) Eigenvektoren sind immer verschieden vom Nullvektor! Eigenwerte konnen jedoch

0 sein, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 5.4. Sei T': V — V eine lineare Abbildung mit Ker(7") # {0}. Dann ist 0 ein
Eigenwert von T und jeder Vektor v € Ker(T'), der ungleich Null ist, ist ein Eigenvektor
zum Eigenwert 0. Anders gesagt, gilt

Ker(7T') = {0y} U {alle Eigenvektoren mit Eigenwert 0}.
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Beispiel 5.5. Man konnte jetzt zu Korollar 4.58 Folgendes hinzufiigen:
T ist ein Isomorphismus <= 0 ist kein Eigenwert von T’

Beispiel 5.6. Die Eigenwerte von S: Fib — Fib sind ¢ und ¢ und F; ,, Fi 4 sind die

entsprechenden Eigenvektoren.

Das folgende Lemma gilt per Definition, aber es ist sehr wichtig dessen Inhalt im

Fall einer Matrix zu verstehen.

Lemma 5.7. Ein Endomorphismus T € End(V') ist diagonalisierbar genau dann, wenn

eine Basis existiert, die nur aus Eigenvektoren von T besteht.

Beweis. Die Aussage des Lemmas gilt in der Tat per Definition von Diagonalisierbar-

keit, von Eigenvektoren und der Darstellungsmatrix. O

Definition 5.8. (1) Ein Skalar A € K heisst ein Figenwert einer Matrix A € M,,,,(K),

falls A ein Eigenwert von my4: K™ — K™ ist.

(2) Ein Vektor v € K™ heisst ein Eigenvektor einer Matrix A € M, (K), falls v ein
Eigenvektor von m4: K™ — K™ ist.

(3) A heisst diagonalisierbar, falls m 4 diagonalisierbar ist.

5.2.1 Definition 5.8 explizit fiir Matrizen

Der Spezialfall T = my4 ist so wichtig und teilweise auch verwirrend fiir einige
Studenten, dass wir Definition 5.8 noch einmal explizit fiir Matrizen angeben. Es ist
aber wichtig zu wissen, dass dieser Abschnitt streng genommen nicht notig ist.

Teile (1) und (2) von Definition 5.8 kénnen so geschrieben werden:

Definition 5.9. Sei A € M,,«,(K). Ein Skalar A € K heisst ein Eigenwert von A, falls
es einen Vektor v € K™ gibt, so dass v # 0 und

Av = .

Ein Vektor v € K™ mit dieser Eigenschaft heisst ein Figenvektor zum Eigenwert \.

Beispiel 5.10. Sei

A0 0
A:O

0

0 0 A\
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Dann sind {Aq,...,\,} die Eigenwerte von A. Es gilt

{v € V| v ist ein Eigenvektor von Amit Eigenwert \;} = {ae; | a # 0}

= Sp(e:) \ {0}

2 1
Beispiel 5.11. Fiir A = (1 2) gilt

) ()

1
Daher ist 1 ein Eigenwert von A und ist ein Eigenvektor von A mit Eigenwert

1
1. Ausserdem ist a ( 1) = ( “ ) ebenfalls ein Eigenvektor von A mit Eigenwert 1.
- —a

-0+

und daher ist 3 ein Eigenwert von A und

1(0) =)

ist die Menge aller Eigenvektoren von A mit Eigenwert 3.

Ahnlich gilt, dass

Geometrisch ist es einfach zu verstehen, wie eine Matrix A € M,,.,,(K) auf einem

Eigenvektor v # 0 mit Eigenwert \ agiert: A skaliert v mit einem Faktor .

. 11
Ubung 5.12. Versuchen Sie zu zeigen, dass 0 1> nur 1 als Eigenwert hat und alle

Eigenvektoren mit Eigenwert 1 sind durch

{aer [ a # 0}
gegeben.
Die folgende Definition ist dquivalent zu Definition 5.8 (3):

Definition 5.13. Ein Matrix A € M, «,(K) heisst diagonalisierbar, falls m diagona-
lisierbar ist. Aquivalent ist A diagonalisierbar, falls P € GL,(K) existiert, so dass

P 'AP =D
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ist, wobei D eine Diagonalmatrix ist.

Dies bietet auch eine hilfreiche Art und Weise, um zu sehen, was Lemma 5.7 im Fall

T = m4 aussagt, wie die Leser iiberpriifen konnen:

Lemma 5.14 (Lemma 5.7 fiir 7' = my). Eine Matriz A ist diagonalisierbar genau
dann, wenn es eine Basis B = {vy,...,v,} von K™ gibt, die nur Figenvektoren von A
enthdlt.

In diesem Fuall ist

P = [IdK"]? = v = Un |
| |

wobet € die Standard-Basis von K™ ist und
Al
P~ 'AP =
An

wobei \; der zugehorige Figenwert zum Figenvektor v; ist.
Hier ist die Verbindung zwischen allgemeinen Endomorphismen und Matrizen:

Ubung 5.15. Sei T € End(V) mit dim V' < oo und B eine Basis von V. Dann gilt

v ist ein Eigenvektor von 7" mit Eigenwert \
<~

[v]s ist ein Eigenvektor von [T']z mit Eigenwert .

5.2.2 Eigenvektoren mit verschiedenen Eigenwerten sind linear

unabhangig

Wir wechseln nun wieder zu dem allgemeinen Fall 7' € End(V). Lemma 5.7 und
5.14 zeigen, dass es eine zentrale Frage ist, ob wir eine Basis aus Eigenvektoren finden

konnen. Die folgende Proposition hilft uns in dieser Sache:

Proposition 5.16. Sei T' € End(V') und {vy,...,v,} Eigenvektoren zu paarweise ver-

schiedenen Eigenwerten Ay, ..., \,. Dann ist {vq,...,v,} linear unabhingig.

Korollar 5.17. Falls dimV =n ist und T' € End(V') n paarweise verschiedene Figen-

werte hat, dann ist T diagonalisierbar.

Beweis von Proposition 5.16. Wir beweisen die Aussage mit Induktion iiber n. Fiir
n = 1 erinnern Sie sich daran, dass jeder Eigenvektor per Definition verschieden von

Null ist. Daher ist {v;} linear unabhéngig.
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Nehmen wir an, dass die Aussage wahr ist fiir n — 1 Vektoren und seien {vy, ..., v,}
Eigenvektoren mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., \,. Wir miissen zeigen,
dass

glvl—i-...—i—anvn:O == a1 =...=a, =0.
~

(©)
Wir wenden 7" auf (<$}) an:

T(avr + ...+ ayv,) = ayTvy + ...+ a, T,
= a1 \vy + ...+ a Ao, = T(0) = 0.

-~

(*)

Wir betrachten jetzt (x) — A\, (<{):
a v + .+ T, — (Aparvr .+ Apant, ) =0—2,0=0
beziehungsweise
at( A — Ap)vr+ ot a1 (A1 — Ao = 0.
Laut der Induktionsannahme sind vy, ..., v,_; linear unabhéngig und daher ist
a;(Ni — X)) =0

firallei=1,...,n—1. Da Aq,..., \, paarweise verschieden sind, folgt \; — \,, # 0 fiir
allei=1,...,n — 1. Also folgt, dass

a1:...:an_1:0.

Wenn wir dies in (<{}) einsetzen, dann folgt auch a,, = 0, was den Beweis beendet. [
Hier ist eine nette Anwendung von Proposition 5.16:

Beispiel 5.18. Die Menge
A={F=(1,t,*,t*,..) |t e R} CR™

ist eine linear unabhéngige Menge der Kardinalitdt R. Wieso? Es gibt verschiedene
Wege dies zu zeigen. Wir préasentieren hier jedoch dieses tolle Argument:
Wir betrachten die Verschiebungsabbildung

S :R* —» R*™

(CLl,CLQ,CLg, .. ) — (CLQ,CLg, .. )
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Ubung 5.19. Zeigen Sie, dass A keine Basis von R™ ist. (Hinweis: Was ist die Wachs-

tumsrate von Linearkombinationen von Elementen von A?)

Zuriick zum Beispiel: Der Vektor F; ist ein Eigenvektor von S mit Eigenwert ¢. Laut
Proposition 5.16 ist also jede endliche Teilmenge von A linear unabhéngig, was per
Definition bedeutet, dass A linear unabhéngig ist. Es folgt dimR> > |R|. Da R* und
R dieselbe Kardinalitéit haben, folgt dimR> = |R|.

Zwei grundlegende Fragen bleiben offen:

(1) Wie finden wir alle moglichen Eigenwerte zu einem gegebenen Endomorphismus
T € End(V) (bzw. zu einer gegebenen Matrix A € M,y (K))?

(2) Nachdem wir wissen, dass A € K ein Eigenwert von 7 ist (bzw. von A). Wie finden

wir alle Eigenvektoren mit Eigenwert A\?

Beide Fragen werden wir im néchsten Abschnitt beantworten.

5.3 Das charakteristische Polynom

Die Antwort auf die zweite Frage (2) ist eigentlich sehr einfach.

Definition 5.20. Sei 7" € End(V) und A ein Eigenwert von T'. Der Eigenraum von T
beziiglich A ist

Eig;(N) := Ker(T' — A1dy)
={veV|(T-Xdy)v=0}
={veV|Tv= v}
Falls A € M,x,(K) ist, dann ist Eig,()) := Eig,, , (A).

Ubung 5.21. Machen Sie die Definition von Eig,(\) explizit! (Die Losung ist in der
Fussnote!)

Lemma 5.22. FEs gilt
(1) Der Eigenraum Eigp(X) ist ein Untervektorraum.

(2) Es gilt Eigy(\) # {0y} genau dann, wenn X\ ein Eigenwert von T ist. Allgemeiner
qilt
Eig;(A\) = {0y} U {alle Eigenvektoren mit Eigenwert \}. (5.4)

1Es gilt Eig,4(\) = Ker(A — \I,,) = {v € K" | Av = \v}.
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(8) Falls \y # Ay ist, dann gilt

Eigy (A1) N Eigr(A2) = {0y }.

Beweis. (1) Der Kern einer linearen Abbildung ist immer ein Untervektorraum.

(2) Jeder von Null verschiedene Vektor in Eig;(\) erfiillt
Tv = Xv

und daher ist so ein Vektor per Definition ein Eigenvektor von T mit Eigenwert A.
Also folgt Gleichung (5.4).

(3) Dies folgt aus Proposition 5.16: Falls v € Eig, (A1) NEigy(A2), dann ist {v, v} linear

unabhéngig laut Proposition 5.16, was ein Widerspruch ist.

Hier ist ein anderer direkter Beweis: Fiir v € Eig, (A1) N Eigp(A2) gilt
Mo =Tv = Mo

und daher ist (A — Ag)v = 0, was v = 0 impliziert, da Ay — Ay # 0.

Korollar 5.23. Sei T' € End(V). Es gilt
A ist ein Eigenwert von T <= Ker(T — \1dy) # 0.

Dieses Korollar ist unser Schliissel fiir die Antwort auf Frage (2) zumindest, wenn
dim V < oo.

Definition 5.24 (Charakteristisches Polynom). Seien V' ein Vektorraum tiber K mit
dimV < oo, T € End(V) und z eine Variable. Wir definieren das charakteristische
Polynom von T als?

pr(xz) = det(T — z Idy).

Ubung 5.25. Es gilt natiirlich p(z) = pp, (). Uberzeugen Sie sich davon.

2Erinnern Sie sich an Definition 4.56.
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2 1
Beispiel 5.26. Sei A = (1 2) dieselbe Matrix wie in Beispiel 5.11. Dann ist

2 1 10 2—zx 1
oo D)7

:(2-:[)2—1 :[EQ—4$+3
=(x—1)(z—3).

Die Nullstellen von pa(x) sind genau die Eigenwerte von A, die wir in Beispiel 5.11

gefunden haben.
Das war kein Zufall, wie die nichste Proposition zeigt.

Proposition 5.27. Sei V' ein Vektorraum tber K und T € End(V) mit dimV < oo.

Die Nullstellen von pr(x) in K sind genau die Eigenwerte von T .

Beweis. Laut Korollar 5.23 ist A € K ein Eigenwert von 7' genau dann, wenn
Ker(T — A1dy) # {0}.

Laut Korollar 4.58 ist dies dquivalent zu det(7T'—AIdy ) = 0. Das heisst zu pr(A) = 0. O

Bemerkung 5.28. Fir eine Matrix A € M,,,,(K) lautet diese Proposition:
A € K ist ein Eigenwert von A <= pa(\) =0.

Beispiel 5.29. Jetzt konnen wir Ubung 5.12 ,algorithmisch®. Wir suchen alle méglichen

11 11
Eigenvektoren von 01 um herauszufinden, ob 01 diagonalisierbar ist oder

nicht. Laut Proposition 5.27 sind alle moglichen Eigenwerte die Nullstellen von

1 1o\ |12 1
pa@ =g 1) ="\ )| 7] 0 1-w
=(1-2)?*-0

= (1—2x)?

Daher ist 1 der einzig mogliche Eigenwert von A. Es folgt, dass die einzig moglichen

Eigenvektoren von A, diejenigen Vektoren sind die nicht Null sind und in

S (R (]
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()]-)

die moglichen Eigenvektoren von A. Insbesondere existiert keine Basis von K2, die nur

liegen. Daher sind

aus Eigenvektoren von A besteht. Also ist A nicht diagonalisierbar.

Bemerkung 5.30. Das letzte Beispiel mag zwar einfach sein, man kann jedoch viel von

ihm lernen. Stellen Sie sicher, dass sie alle Details in diesem Beispiel verstehen.

Wir kénnen also ein Rezept herleiten: Sei T € End(V) mit dim V' = n < oco. Wenn
man alle moglichen Eigenvektoren von T finden will (beispielsweise, um zu wissen ob

T diagonalisierbar ist oder nicht), macht man Folgendes:

1. Man berechnet alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Bezeichnen wir
diese mit Ay, ..., Ax (wir werden zeigen 0 < k < n). Dann sind das alle Eigenwerte

von T.

2. Fir jedes ¢ = 1,...,k berechnet man Eig,()\;) = Ker(7 — \; Idy). Alle Vektoren

in Eigp()\;), die verschieden von Null sind, sind Eigenvektoren von T mit \; als

Eigenwert.
Sei B; eine Basis von Eigp();) fiir alled = 1,..., k. Dann werden wir (mittels Propositi-
on 5.16) sehen, dass die Vereinigung von B; fiir alle : = 1,..., k eine linear unabhénige

Menge ist. Dann folgern wir, dass T genau dann diagonalisierbar ist, wenn diese Verei-
nigung eine Basis von V ist.

All dies besprechen wir im ersten Teil der Linearen Algebra II!
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Changelog: Kapitel 5

e 17.12: Die Aussage in Lemma 5.14 wurde zu einer ,,genau dann, wenn*“ Aussage

verallgemeinert.
e 17.12: Im Beweis von Proposition 5.16 wurde () —\,, (%) zu (x) — A, (<) korrigiert.

e 17.12: In Definition 5.20 wurde [,, zu Idy korrigiert.
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