D-MATH Lineare Algebra I HS 2020
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Losungen zur Ferienserie

Wichtige Hinweise: Auf dieser Serie konnen Sie keine Punkte bekommen. Die Aufgaben auf dieser Serie
sind im Allgemeinen nicht in Form von potentiellen Priifungsfragen gehalten, dazu wird es die Probepriifung
geben. Das heifft natiirlich nicht, dass Priifungsfragen nicht dhnlich zu Fragen auf dieser Serie sein kénnen.
Sie sollten aber nicht das Gefiihl haben, etwas zu verpassen, wenn Sie die Aufgaben dieser Ferienserie nicht
16sen. Der Stoff dieser Aufgaben wurde schon ausfiihrlich auf den Serien 1-13 behandelt und wir haben hier
auch nicht versucht, einen Uberblick iiber den ganzen Stoff der Vorlesung zu geben. Die Serie gibt Thnen
einfach durch ,,im Semester iibrig gebliebene Aufgaben” die Mdglichkeit, Inhalte der Vorlesung durch noch
mehr Ubungsaufgaben weiter zu vertiefen.

1. SeiG={neZ|n>0}={0,1,2,3...} und a x b := max{a, b}. Ist (G, x) eine kommutative Gruppe?

Loésung:
Die Operation * ist assoziativ und kommutativ. Da ausserdem fiir alle a € G gilt
0% a = max{0,a} = q,
ist 0 ein neutrales Element. Fiir jedes a € G mit a > 0 und jedes o’ € G gilt aber
a' * a = max{a’,a} > a > 0.

Also ist @’ kein Linksinverses von a; somit besitzt a kein Linksinverses und (G, *) ist keine Gruppe.

Alternative Lisung: Fiir alle a € G gilt
a*a=max{a,a} = a.

Wenn (G, *) eine Gruppe mit dem neutralen Element e ist, so folgt fiir alle a € G

-1 1

a=exa=(alxa)xa=a"tx(axa)=a lxa=ec.

Das ist ein Widerspruch, da G mehr als ein Element enthélt.

2. Ist R? C C? ein Untervektorraum? Hier sei C? der Vektorraum iiber dem Koérper C mit der iiblichen
Addition und Skalarmultiplikation eines Koordinatenraumes.
Loésung:
Falls R? C C? ein Untervektorraum ist, muss i(1,1) = (i,i) € R? gelten, ein Widerspruch. Also ist

R? C C? kein Untervektorraum.

3. Sind + und N von Untervektorrdumen zueinander distributiv, das heif3t, gelten fiir alle Untervektorriume
eines beliebigen Vektorraums die folgenden Gleichungen?

Un(Vi+V) = (UnWV)+({UnNW)
U+(VinVa) = (U+WVi)n(U+Vz)

Wenn nicht, gilt zumindest eine Inklusion?



Losung:

Fiir jedes i = 1, 2 gilt V; C V41 + V5 und somit UNV; C UN(V;+V3). Da UN(V; +V3) ein Untervektorraum
ist, folgt
UNV)+ (U NV C UNVi+Va). 1)

Weiter gilt V1 NV, C V; und somit U + (V; NVa) C U + V;, und daher
U+(inVy) C (U+V)NU+Vz). (2)

Dagegen ist die umgekehrte Inklusion im Allgemeinen in beiden Féllen falsch:
Fiir die Untervektorriume U := Sp((1,1)) und V4 := Sp ((1,0)) und V5 := Sp ((0,1)) von K? fiir einen
Korper K gilt namlich UNV, =UNVo=ViNVa=0und U+V; =U + Vo =V, + Vo = K? und somit

UNV)+UNV) =0+0=0#U =UNK?* = UN(V, + V)

sowie

U+(VinVy) = U+0 = U # K? = K’NK? = (U+WV)NU+W).

. Seien K ein Korper und V' ein Vektorraum iiber K. Weiter seien Vi, V5, V3 Untervektorrdume von V,
von denen keiner in einem der anderen enthalten ist. Entscheiden Sie, mit Beweis, ob die Vereinigung
V1 U Vo U V3 immer, manchmal, oder nie ein Untervektorraum ist.

Loésung:

Sei V := K? und setze V; := Sp ((é)) und V5 := Sp (((1))) und V3 := Sp ((}))

Fir K = Q sind (g) und ((1)) Elemente von Vi U V5 U V3, aber ihre Summe (f) nicht. Die Vereinigung
Vi U Vo U Vs ist also kein Vektorraum.

Fir K =Fyist ViUV, U V3 = IF%, also insbesondere ein Vektorraum. Die korrekte Antwort auf die Frage
lautet also ,,manchmal®.

. Zeigen Sie, dass
4
U= {f € Abb(F5,F5) | > f(i) = o} C Abb(F5, Fs)
i=0
ein Untervektorraum ist. Bestimmen Sie eine Basis von U.

Loésung:

Wir fassen den Korper F5 auf als

{0,1,2,3,4}.

Die Nullfunktion (die konstante Funktion « — 0) ist das Nullelement in Abb(F5,F5) und ist offenbar in
U enthalten. Desweiteren gilt fiir f,g € U und a € F5:

4 4 4

D (fragd =) f@)+a) gi)=0

=0 1=0 1=0

und daher f+ag € U. Alternativ kann man auch direkt sagen, dass U die Losungsmenge einer homogenen
linearen Gleichung ist und daher ein Untervektorraum.

Wir bestimmen nun eine Basis von U. Fiir i = 1,2, 3,4 betrachten wir die Abbildung

4,7=0
fZG) =q1,j=1
0, sonst



Erinnerung: Hierbei ist natiirlich 4 = —1 in F5 und somit f; € U.

Wir zeigen, dass die Abbildungen f; linear unabhéingig sind. Seien hierzu a; € F5, so dass

Zaifi =0.

Fir j =1,2,3,4 ist dann aber

0= (Z aifi) () =a;f;(4) = a;.

Wir zeigen, dass U von den Abbildungen f; erzeugt wird. Sei hierzu f € U und definiere g als Linear-
kombination wie folgt:

g=f)H+f2) 2+ fB)fs+ f(4)fa-
Dann gilt fiir ¢ = 1,2, 3,4: - - -
g(i) = f(i)fi(i) = f(i).
Da f € U gilt aulerdem

und somit f =g.

. Sei K ein Korper mit char(K) # 2 und sei V ein Vektorraum iiber K. Zeigen Sie: Dann ist {u,v,w}
genau dann linear unabhiingig, wenn {u + v,v + w,u + w} linear unabhiingig ist.

Losung:
“=" Sei {u,v,w} linear unabhiingig und seien «, 3,7 € K so dass

Oy =a(u+v) + B(v+w) +y(w + u)
=(a+y)u+ (a+ v+ (B + 7w

Nach Annahme sind also 0 = a+v = a+p = f+7. Esgilt alsoy = —a, § = —a und f+~v = —2¢.
Folglich ist « = 0 und also =~ = 0.

“e=”: Sei {u+v,v+ w,w+ u} linear unabhingig und sein «, 3,y € K mit

Oy = au+ fv + yw

o= (32)u+ (37)+ (37)
v = QOzu 5 v 2’yw
fir § =27' € K, wobei 0 # 2:=1+1 € K. Wir definieren

Dann gilt auch

o =a+pf—vy
Bl=—a+p+v
v =a—-p+y

Dann gilt:

o (u+v)+ ' (v+w) + 7 (w+ u) =2(au) + 2(fv) + 2(yw) =0
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Also ist wegen der linearen Unabhéngigkeit von {u+v,v+w,w +u} wahr, dass 0 =o' = ' = «'.
Es folgen

200 =0’ ++' =0
268 =a"+3 =0
2y=p"++9"=0

und also a = § = v = 0. Dies zeigt, dass {u,v,w} linear unabhéngig ist.

7. Zeigen Sie, dass die Funktionen

1

n i R0 = R|x>0 R,
® {reR |z }— x'_)n—l—x

fiir n € Z=° := {0,1,2,3...} linear unabhiingig sind.

Tipp: Verwenden Sie, dass ein vom Nullpolynom verschiedenes Polynom nur endlich viele Nullstellen
hat.

Losung:

Betrachten Sie endlich viele a; € R, sowie paarweise verschiedene n; € ZZ% mit Z;il a;pn, = 0. Fiir alle
x € R>? gilt dann
1

m
Zai.niJrl‘ =0

i=1

Durch Multiplikation mit []!", (n; + z) ergibt sich daraus
Zai H(n] +z)=0.
=1 i

Hier ist die linke Seite ein Polynom in x, also folgt aus dem Hinweis, dass dieselbe Gleichung schon fiir
alle x € R gilt. Insbesondere gilt die Gleichung auch fiir x = —ny, fiir jedes 1 < k < m. Fiir alle i # k ist
aber [[,;(n; —nk) = 0; somit reduziert sich die Gleichung dann zu

ag - H(n] 7le) =0.

ik

Da die n; paarweise verschieden sind, ist H#k(nj —ng) # 0 und deshalb a; = 0. Da k beliebig war,
schliessen wir a; = ... = a,,, = 0. Also sind g, 1, ... linear unabhéngig.

. Sel V = May2(R) und seien Wy, Wy C V' die Untervektorriume gegeben durch

w{(* ) eviana)
w={(* D) eviamoe--i)

Bestimmen Sie die Dimensionen von Wy, Wy, W7 + W5 sowie Wi N Wa.

Q

Loésung:

Seien vy := (3 9), v2:=(33), v3 :==(99). Dann gilt sicher Sp (vy,ve,v3) = Wi, denn

a b
<c a) = avy + buvgy + cvs.
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10.

Insbesondere folgt aus dieser Rechnung, dass avi + bvy 4+ cvg = 0 genau dann, wenn a = b = ¢ = 0. Also
ist {v1,v2,v3} eine Basis von Wj. Seien wy = (Pl (1)), we = (3 9). Dann ist Wy = Sp (wy,ws), denn

0 b
<—b d) = bw1 + d’wg

Insbesondere folgt aus dieser Rechnung, dass bw; + dws = 0 genau dann, wenn b = d = 0. Also ist
{wy,ws} eine Basis von Ws. Sei A = (‘; g) € Wi N Wy, dann gilt @ = d wegen A € W; und a = 0
und ¢ = —b wegen A € Wy, Also ist A = (Bbg). Es gilt also W7 N Wy = Sp (v2 — v3) und somit
dim W7 N Wy = 1. Also gilt

dim (Wy + Wa) = dim Wy + dim W — dim Wy N Wy =3+2— 1 =4,

Bestimmen Sie den Rang der folgenden rationalen (nxn)-Matrix in Abhéngigkeit von der positiven
ganzen Zahl n:

Loésung:

Sei B = (bg)ki=1,....n mit by := (=1)**(k+1—1). Fiir n = 1 hat B = (1) # 0 Rang 1, wir kénnen also
n > 2 annehmen. Firalle k=1,..., n—2und £ =1,...,n gilt

b + 2bg41,0 + b2 =0,

also ist die k-te Zeile von B eine Linearkombination der (k + 1)-ten und der (k + 2)-ten Zeile. Man kann
daher B durch Zeilenoperationen zu einer Matrix umformen, in der bis auf die letzten beiden Zeilen alle
Eintréige verschwinden und die letzten beiden Zeilen mit denen von B iibereinstimmen. Man priift dann
direkt, dass diese beiden Zeilen linear unabhéngig sind. Es folgt

1 fallsn=1
Rang B = s
2 fallsn > 2.
Fiir einen Korper K seien Elemente ai,...,am,b1,...,b, € K gegeben. Wechen Rang kann die Matrix

A = (aibj)i<i<m € Mpsxn(K)

1<j<n

haben?
Loésung:
Es gilt

a

as

A= : (b1 bo bn)
Am

Da der Rang jeder (m x 1)— und jeder (1 x n)-Matrix kleiner gleich 1 ist, folgt aus Serie 10, Aufgabe
5, dass Rang(A4) < 1 ist. (Beachte, dass Rang(m,4) = Rang(A) gilt, siehe auch die Losung von Aufgabe
13 (a) unten.) Im Fall a; = 0 fiir alle ¢ oder b; = 0 fir alle j ist A die Nullmatrix und der Rang ist 0.
Falls ein ¢ und ein j existiert mit a; # 0 und b; # 0, ist der (7, j)-te Koeflizient von A und damit auch A
ungleich Null; der Rang von A ist somit 1. Wir schliessen, dass die Matrix A Rang 0 oder 1 haben kann.
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11. Seien V, W Vektorrdume iiber einem Korper K. Zeigen Sie: Seien Ty, Ty € Hom(V, W), dann ist

Rang(Ty + T>) < Rang(7T1) + Rang(T3)

Loésung:

Sei w € Im(T + T»), dann existiert ein v € V, so dass
w = (T1 + T3)(v) = T1(v) + T2(v) € Im(T1) + Im(T3)
Also ist Im(Ty + T») C Im(73) 4+ Im(7%) und folglich

<dimIm(7y) 4+ dim Im(7%) = Rang(71) + Rang(7T%).

12. Fiir einen Korper K sei A € My, (K) mit AX = X A fiir alle (n x n)-Matrizen X. Zeigen Sie, dass ein
A € K existiert mit A = A\I,.

Losung:

Die Matrix A = (a;;) kommutiert insbesondere mit den Matrizen
Exi = (0ki015)1<ij<n

fur alle k,1 =1,...,n. Es folgt

n

0= (EuA—AEy)k = Z(Ekl)kiaij — ari(Ert)ij = Z(Sliaij — aki0kid; = aj — GrKoL;-
i=1 i—1

Damit ist a;; = 0 fiir alle I # j und A also eine Diagonalmatrix. Da auch a;; = ay, gilt fiir alle [, k, sind
alle Diagonalelemente gleich und A = A\, mit A := ay1.

13. Seien K ein Korper und m,n,r € N. Zeigen Sie:

(a) Eine Matrix C' € M,,x,(K) hat genau dann Rang < 7, wenn es Matrizen A € M,,«,(K) und
B € M, «,(K) gibt, so dass C = AB.

(b) Ist Rang(C) = r, so muss zusitzlich Rang(A) = Rang(B) = r gelten.

Loésung:

(a) Nach Serie 10, Aufg. 5 ist Rang(map) < min{Rang(m ), Rang(mp)}. Wegen Rang(mp) = Rang(D)
fiir eine beliebige Matrix D (vgl. Losung zu Aufgabe 5 (d) auf Serie 11), folgt daraus

Rang(AB) < min{Rang(A), Rang(B)} (3)

und daher Rang(C) < r, falls C = AB. Andersherum nehmen wir an, dass Rang(C) < r. Wir
betrachten C' als darstellende Matrix einer linearen Abbildung f: K™ — K™ bzgl. der Standardbasis
E. Dann ist f die Komposition

K™ % Im(f) 5 K™,

wobei g die gleiche Abbildung beschreibt wie f und die zweite Abbildung die Inklusion ist. Nach
Wabhl einer Basis B von Im(f) ist die erste Abbildung beschrieben durch eine Matrix B = M%(g),
die zweite Abbildung durch eine Matrix A = ME(:) und daher C = AB. Beachten Sie, dass wir
B € M, (K) wihlen konnen wegen r > Rang(C) = dim(Im(f)).
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Alternativer Beweis fiir die Riickrichtung: Wir haben gesehen (Proposition 3.71), dass jede (m X n)-

16/ 8), wobei ' = Rang(C), also

C =S8NT, mit S € GL,,(K), T € GL,(K). Da aber N = XY mit X = (

Matrix C dquivalent ist zu einer Matrix mit Normalform N = (

I

0) und Y = (IT/ 0),

konnen wir schreiben

C=58XYT.
N~
=:A =:B

Falls 7' < r konnen wir einfach r — r’ Nullzeilen bzw. Nullspalten hinzufiigen.

(b) Falls Rang(A) < r oder Rang(B) < r erhalten wir aus direkt einen Widerspruch.

14. Stellen Sie fest, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.
(a) Fiir einen Korper K, A € Myxm(K), b€ K™ und L = {z € K™ | Az = b} gilt

{r e K™ | Az =0} = {x1 — 2| 21,22 € L}.

(b) Gegeben sei ein homogenes lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen iiber einem Kérper K und
n Unbekannten, sodass alle zugehorigen inhomogenen Gleichungssysteme mindestens eine Losung
haben. Dann haben all diese Gleichungssysteme genau eine Losung.

(c) Sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K. Dann sind u, v, w linear abhéingig genau dann, wenn
u € Span(v, w) oder v € Span(u,w) oder w € Span(u,v) gilt.

(d) Es gibt keine vom Nullvektor verschiedene Linearkombination (1, 22,73, 24) € R* der Vektoren
(\/57 \/ga \/57 \/?)7 (17 e 7T2, 7T3) € R47

welche die Gleichung 1 — 22 + x3 — x4 = 0 erfiillt.
Lésung:
(a) Diese Aussage ist falsch, da L leer sein kann, { € K™ | Az = 0} jedoch mindestens z = 0 enthiilt.

(b) Richtig: Jede Matrix A, also auch die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems, kann als Abbil-
dung m 4 € Hom (K", K™) aufgefasst werden. Die Bedingung aus der Aufgabe sagt genau, dass m 4
surjektiv ist, und somit auch injektiv.

(¢) “«=7 ist trivial; “==:" Es gibt (a, b, ¢) # (0,0, 0) mit au + bv 4+ cw = 0, also a # 0 oder b # 0 oder
¢ # 0. Falls a # 0, dann gilt u € Span(v, w). Falls b # 0, dann gilt v € Span(u, w). Falls schlielich
¢ # 0, dann gilt w € Span(u,v)

(d) Falsch: Es bezeichne V' den Vektorraum der von den beiden angegebenen Vektoren aufspannt wird,
und W den Vektorraum der Losungen der linearen Gleichung. Dann gilt mit der Dimensionsformel

dim(VmW) —dimV +dimW — dim(V + W) >2+3 - 4=1.

15. Berechnen Sie die Determinante der Matrix A, = (ai;) € Mpxn(R) als Funktion von n, wobei die
Eintrige von A fiir 4,5 € {1,...,n} definiert sind als

1 1<j
Q5 = S
n+l—75 i>7.
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Losung:

Sei A,, die gegebene Matrix, also

1 1 1 1
n 1 1 1
n n—1 1 1
n n—1 n-2 :
: : : . 1
n n—1 n-2 --- 21

Die Spaltenoperation 1-te Spalte - n-te Spalte ergibt

1—n 1 1
0 1 1

det A,, = det 0 n—1 Ll = (1—n)det Ay_1.
0 n—1 1

Also gilt wegen det A; = 1 induktiv det A, = (=1)""(n — 1)!.
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