D-MATH Lineare Algebra I HS 2020
Dr. Menny Akka Ginosar ETH Ziirich

Losungen zur Probepriifung

Hinweise zur Notation: Fiir n € N ist R[z], = {p € R[z] | deg(p) < n}. Fiir Vektorrdume V, W
iiber einem Koérper K und eine lineare Abbildung 7': V' — W bezeichnet [T]g die Darstellungsmatrix von
T beziiglich der geordneten Basen B von V und C von W. Hom(V, W) bezeichnet die Menge aller linearen
Abbildungen von V nach W.

1. (28 Punkte) Kreuzen Sie auf dem Abgabeblatt an, ob die Behauptungen wahr oder falsch sind.
Fiir jede richtig beantwortete Teilaufgabe erhalten Sie 2 Punkte, sonst 0 Punkte. Bei dieser Aufgabe
miissen Sie Thre Antworten nicht begriinden.

1) Sei K ein Korper und seien f, g € K[z] mit f # g und deg(f) = deg(g) = n. Dann gilt deg(f+g) = n.
2) Fiir n > 2 gibt es w Aquivalenzrelationen auf {1,...,n}.

) Eine Abbildung f: M — M auf einer Menge M ist genau dann surjektiv, wenn f o f surjektiv ist.

) Sei V ein Vektorraum iiber Fy. Falls |[V| = oo ist, so gilt dim V' = co.

) Sei K ein Korper und seien U = Sp (e1,e2) , W = Sp (e3,e4) C K*, wobei ey, e, €3, e4 die Standard-
basisvektoren von K4 bezeichnen. Dann existiert ein Untervektorraum Z C K*, sodass

U Z=WaoZ=K"*

(6) Die Vektoren (1) , (1Z> bilden eine Basis des Vektorraums C? iiber dem Kérper C.

(7) Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und sei A = {vy,...,vr} C V. Gibt es einen Vektor
v € V, der sich eindeutig als Linearkombination von wvy,...,v; schreiben lisst, so ist A linear
unabhéngig.

(8) Sei V ein Vektorraum iiber einem Kérper K und sei 7' € End(V'). Dann gilt: Falls T' injektiv ist, so
ist T" auch surjektiv.

(9) Fiir alle A, B € May2(R) gilt Rang(AB) = Rang (BT AT).
(10) Fiir jede quadratische Matrix A gilt dim KerA = dim Ker AT
(11) Sei T: Q* — Q? die lineare Abbildung definiert durch T'(z,y) = (—y, z). Dann gibt es eine geordnete

Basis B von Q? mit [T]5 = (; ;))

(12) Falls T' € Hom (F3,F3) surjektiv ist, dann hat jeder Vektor in F3 genau zwei Urbilder.
(13) Sei n € N und sei K ein Korper. Fiir Matrizen A, B € M,,x,,(K) mit AB — A € GL,,(K) gilt

BA — A e GL,(K).
(14) Sei n € N. Fiir den Endomorphismus 7': R[z],, — R[z],, p — p + p gilt det T = 0.

Loésung:

falsch, falsch, wahr, wahr, wahr, falsch, wahr, falsch, wahr, wahr, falsch, wahr, wahr, falsch



2. (16 Punkte) Schreiben Sie Thre Antworten jeweils in die dazugehérige Box. Sie konnen diese Fragen
gerne zuerst auf einem anderen Blatt 16sen und dann Ihr Endresultat iibertragen. Beachten Sie aber,
dass nur Ihr Endresultat in der Box bewertet wird. Pro Teilaufgabe sind 4 Punkte erreichbar.

(a) Bestimmen Sie die Determinante von A2B~1 fiir

-1 3 2 0 1 0
A=|[-3 3 1|, B=[23 17 0] € Ms3(R).
0 5 8 34 5 23

det(A?2B~1) = -1

Loésung:
Zum Beispiel mit Laplace-Entwicklung berechnet man det(A) = 23 und det(B) = —232. Also gilt

- let(A)?
det(A2B71) = S = —1.

(b) Bestimmen Sie den Rang von

4 3 2 1
8 4 2 2
A= 2 1 3 2 S M4X4(R).
1 01 1
Rang A =3
Loésung:

Durch Zeilenumformungen bringt man A auf Zeilenstufenform mit 3 Pivots, also gilt Rang A = 3.

(c) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix [T]5 fiir die lineare Abbildung

T: MQXQ(R)—)MQXQ(R), A'—>A+AT

. . o 1 0 0 1 0 0 0 0
unddleBa51sB<(O O)’<0 O)’(l O)’<0 1)) von Moy (R).

O O O N
O = = O
O~ Rk O
N O OO

Loésung:
Wir bestimmen die Bilder der Basisvektoren:

mlo0)=G o) (o) =G )G o) -0 a) i 1) -6 )

Dies ergibt die angegebene Darstellungsmatrix.
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(d)

Bestimmen Sie die Dimension von V' = Hom (M5x4 (F5),F5) als Vektorraum iiber Fs.

dimV =12

Loésung:
Es gilt dimV = dim (M3x4 (F5)) - dim (F5) =3-4-1 = 12.

3. (12 Punkte) Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen. Pro Teilaufgabe sind 4 Punkte er-
reichbar.

(a)

Sei A = (; Z) € Mayo (Q) und ma: Q% — Q?,z — Ax. Dann gibt es geordnete Basen B,C von
B 1 0

Q?, sodass [mal; = (O 2).

Loésung:

Die Aussage ist wahr.

Beweis: Wegen A <é> = (;) und A <(1)> = <Z) -9 <9é2> gilt fiir die Basen B = <(é> ) <(1)>>7
C = ((;) , (9é2)> die Behauptung. H

Bemerkung: Aus der Diskussion in Abschnitt 3.3.3 im Skript (insbesondere Ubung 3.68) ergibt
sich, dass die Menge aller Matrizen der Form [m A]g fiir Basen B und C von Q? eine Aquivalenzklas-
se beziiglich der "Aquivalenzrelation Aquivalenz bilden. Wegen [m A}g = A fiir die Standardbasis &,
ist dies hier die Aquivalenzklasse von A. Wir haben auch gesehen, dass zwei Matrizen genau dann

dquivalent sind, wenn sie denselben Rang haben (vgl. Bemerkung 3.73). Da A und (é g) inver-

tierbar sind (ihre Determinante verschwindet nicht), sind beide von Rang 2, und daher dquivalent

zueinander. Es folgt also, dass ((1) (2)) in der Aquivalenzklasse von A ist. Dies bedeutet wie oben

beschrieben aber, dass es Basen B und C von Q? gibt, sodass [mA]g = (é g)

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K mit dimV =n < oo und sei T: V — V eine lineare
Abbildung mit 7% = 0. Dann gilt dim Ker(T') > £ dim V.

Loésung:

Die Aussage ist wahr.

Beweis: Nach dem Rangsatz aus der Vorlesung gilt dimV = dimKer(7T) + dimIm(7"). Wegen
T?=ToT =0 gilt Im(T) C Ker(T):
Sei w € Im(T). Dann gibt es ein v € V mit Tv = w und es gilt Tw = T2 v = 0, also w € Ker(T).

=0
Also gilt dim Im(T") < dim Ker(7T'). Daraus folgt

dimV < dimKer(T) 4+ dim Ker(T') = 2 dim Ker (7)),

also dim Ker(T") > 5 dim V' wie behauptet. O

1
2

Die Menge U = {A € Ma,»(R) | A% =0} ist ein Untervektorraum von Mjy2(R).
Loésung:
Diese Aussage ist falsch.
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. . . _ (0 1 (0 0 9 2 (00
Beweis: EsgﬂtA(O 0>’B<1 O)GU,dennA =B (O O).Wegen

o= (03 < )

gilt aber A+ B ¢ U, also ist (UVR2) verletzt und U somit kein Untervektorraum von Msy»(R). O

4. (12 Punkte) Gegeben seien die Basen B = (1, x, x2, ;v?’) und C = (2 + 223,222, & + 22, x3) des Vektor-
raums
Rlz]s = {p € R[z] | degp < 3}.
(a) (4 Punkte) Bestimmen Sie die Basiswechselmatrix [Id]5.
Loésung:
Nach Vorlesung gilt [Id]5 = ([Id]lcg)fl. Wir bestimmen zuniichst [Id]§ und dann die inverse Matrix

dazu. Durch Betrachtung der Basisvektoren in C erhalten wir aus 24222 = 2-1+0-24+0-22 4223,
202 =0-14+0-2+2-224+0- 23, usw. sofort

[1d) =

N OO N
o OO
O R~k O
O O O

Wir benutzen nun das Gauss-Jordan-Verfahren und berechnen

2 00 0[1 000 1 000[3 000
c oo 1 o0j01 00 |4moaf 021 0[0 010
Mz 1) =16 2 1 0lo 0 1 0 Looia | 00 1 0[0 1 0 0
2 00 1|00 0 1 2 00 1|0 0 0 1
10003 0 00 100032 0 00
Lo-LssL [ 002 0 00 0 =1 1 0 | 4$Z=La | 01 0 0] 0 —5 5 0
Li—2Li»L, | 0 0 1 00 1 0 0 0010/0 1 00
000 1|-1 0 01 000 1|-1 0 0 1
Folglich ist
i 0 00
1 1
mag = (uag) = Y 2oz 0
¢ B 0 1 00
-1 0 0 1

(b) (6 Punkte) Sei nun 7': R[z]s — Rz]3 die lineare Abbildung gegeben durch
p(z+2)p+p" +p1).

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix [T]Z von T beziiglich der Basen D = (1,z,2?) von Rz,
und C von R[z]s.

Losung:

Wir bestimmen zunéchst [T]5 und berechnen dafiir die Bilder der Basisvektoren. Es gilt

T1)=(x+2)-1+0+1=x+3,
T(x)=(x+2)z+0+1=2?+2r+1,
T (2%) = (z+2)2° +2+1=2"+22"+3.

Page 4



Nach Definition der Darstellungsmatrix folgt daraus

313
p_|1 20
[T]B_ 01 2
00 1
Nach Vorlesung gilt nun
3 0 0 0Y) /313 5S4 3
CEENTTHEAEE IO S B P ) IR
¢ ciis 0 1 00 |fo 12 12 0
-1 0 0 1/)\0 01 -3 -1 -2
unkte inden Sie fir 1" wie In ein Polynom p € R|z|y mit T (p) = 5x° + 122 — 3z — 4.
2 Punkte) Finden Sie fiir 7' wie in (b) ein Pol R it T(p) = 52° + 1227 — 32 — 4

Losung:
Sei f = 5a® + 1222 — 32 — 4. Wir suchen ein p € R[z], mit T(p) = f. Sei p = ag + a1z + azx? fiir
ap, a1, a2 € R. Dann gilt

T(p)=f e (@+2p+p" +p(1) = f & (x+2) (a0 + a12 + ag2®) + 2a3 + (a0 + a1 + ag) = f
& (3ag + a1 + 3az) + (ap + 2a1) x + (ay + 2a2) 2 + aga® = —4 — 3z + 1222 + 523,

Dies gilt genau dann, wenn die folgenden vier Gleichungen erfiillt sind:

3&0 + aq +3a2 =—4

a0+2a1 = —3
a1 + 2as =12
a2:5.

Von unten nach oben erhalten wir durch Riickwértseinsetzen aus den letzten drei Gleichungen
as = 5,@1 = 2,@0 = -7

und mit dieser Wahl ist auch die erste Gleichung erfiillt. Also ist p = —7 4 2z + 522 das gewiinschte
Polynom mit T'(p) = f.

5. (14 Punkte) Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und sei U C V ein Untervektorraum.

(a)

(b)

(2 Punkte) Definieren Sie, was ein Komplement von U ist.

Loésung:

Ein Komplement von U in V ist ein Untervektorraum W von V mit V. =U @ W. [Vgl. Def. 2.113]
(6 Punkte) Es gelte nun dim V' < oco. Zeigen Sie, dass jeder Untervektorraum U C V ein Komple-
ment besitzt.

Loésung:

Die zu zeigende Aussage entspricht der folgenden Behauptung.

Behauptung: Fiir jeden Untervektorraum U C V gibt es einen Untervektorraum W von V mit
V=UaoW.

Beweis: Sei ui,...,u; eine Basis fiir U. Nach Vorlesung kann man diese zu einer Basis von V
erweitern, sei also uy,...,u;,wy,...,w eine Erweiterung der Basis von U zu einer Basis von V.
Sei W := Sp (w1, ..., wx). Wir wissen aus der Vorlesung, dass dies ein Untervektorraum von V ist.

Wir behaupten, dass V= U @& W gilt. Dies ist nach Vorlesung &dquivalent zu V. = U + W und
Unw ={0}.
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Zunachst bemerken wir, dass nach einer Proposition aus der Vorlesung
U+W=Sp(UUW)=Sp(u1,...,u,wy,...,wg) =V

gilt, da UUW von uy,...,u,wy, ..., wy erzeugt wird. Wir zeigen nun, dass auch UNW = {0} gilt.
Sei dazu v € U N W. Dann existieren ay,...,a;,b1,...,br € K mit

v=aiuy + -+ aqup = bywy + -+ bpwg < agug + -+ aqquyp — biwy — -+ — brwy = 0.
Da uq,...,u;, wy,...,wy linear unabhéngig sind (weil sie eine Basis von V bilden), folgt daraus
ap=-=a=bp=---=b, =0

und daher ist v = 0.
Es gilt also V = U & W und damit die Behauptung. |

(c) (6 Punkte) Sei nun K = Fo, also V ein Vektorraum iiber Fo, und es gelte dimV = n und
dim U = n — 1. Wie viele verschiedene Komplemente hat U in V7

Loésung:
Wir zeigen zunéchst die folgende Behauptung.
Behauptung: Fiir jeden Vektor w ¢ U ist Sp(w) ein Komplement von U in V.

Beweis: Sei w ¢ U. Dann gilt U C (U + Sp(w)) C V, also nach Vorlesung
dimU < dim (U + Sp(w)) < dim V.
Wegen dimU =n — 1 und dim V' = n folgt daraus dim (U + Sp(w)) = dim V' = n, also
U+ Sp(w) =V.

AuBerdem gilt w # 0 (da 0 € U, weil U ein Untervektorraum ist, und w ¢ U) und somit nach Vorle-
sung 0 < dim Sp(w). Daraus folgt dim Sp(w) = 1, also dimU +dimSp(w) =n—1+1=n=dimV
und damit nach Vorlesung V = U @ Sp(w). Dies beendet den Beweis der Behauptung.

Andererseits gilt fiir ein Komplement W von U in V| dass dim W = 1. Fiir jedes solche Komplement
W gibt es also einen Vektor w € V' \ U, sodass W = Sp(w) ist. AuBlerdem gilt fiir alle w € V, da V’
ein Vektorraum iiber Fy ist, dass Sp(w) = {w, 0}. Daher gilt fiir w,w’ € V'\ {0}, dass

Sp(w) = Sp(w') = w=w'.

Die Komplemente von V sind also genau die Untervektorridume Sp(w) fir w ¢ U bzw. fir w € V\U
und die Anzahl der Komplemente von U in V ist die Anzahl der Vektoren in V' \ U. Da V,U
Vektorriume iiber Fo der Dimension n bzw. n — 1 sind, gilt |V| = 2" bzw. |U| = 2"~L. Es gibt also

V\U|=|V|-|Ul=2"-2""1 =21

viele Vektoren w € V \ U, also 2"~ Komplemente von U in V. O

6. (14 Punkte) (a) (2 Punkte) Definieren Sie den Rang einer Matrix.
Loésung:
Der Rang einer Matrix A ist die Anzahl der Pivots einer Matrix in Zeilenstufenform, die durch
Zeilenoperationen auf A entstanden ist.
Alternativ kénnte man den Rang z.B. wie folgt definieren:
Der Rang einer Matrix A ist gleich dem Spaltenrang von A, also der Dimension des Spaltenraums
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(d)

von A; in Formeln Rang(A) = dim Spaltenraum(A). Genauso kénnte man den Rang von A als den
Zeilenrang von A definieren.

(6 Punkte) Sei K ein Korper und seien k,m,n € N. Seien A € M,,xn(K) und B € M, «i(K).
Zeigen Sie, dass Rang(AB) < min ({Rang(A), Rang(B)}) gilt.
Lésung:

Wir zeigen wie auf der Serie, dass fiir endlich-dimensionale Vektorrdume U, V, W iiber einem Korper
K und lineare Abbildungen S: V — W, T: W — U die folgende Aussage gilt:

Rang(T o S) < min{Rang(S), Rang(T")}. (1)

Da der Rang von A € M, «,(K) gleich dem Rang der linearen Abbildung m4 : K™ — K™, x — Ax
ist, folgt daraus dann

Rang(AB) = Rang (map) < min{Rang (m.4) , Rang (ms)}
also die Behauptung. Es gilt ndmlich
Rang (m4) = dimIm (m4) = dim Spaltenraum(A) = Rang(A).

Zeigen wir nun also :
Wegen Im(T o S) C Im(T') gilt Rang(T o S) = dimIm(7 0 S) < dimIm(7) = Rang(7T). Da die
Abbildung

T|Im(S) : Im(S) — Im(T o S)

linear und surjektiv ist, gilt zudem nach dem Rangsatz aus der Vorlesung
Rang(T o S) = dimIm(7 o S) = dimIm(S) — dim Ker (T |iy(s)) < dim Im(S) = Rang(S)

und damit auch die Aussage.

Bemerkung: Die Aussage in ist sehr dhnlich zu der Aussage, die man in dieser Aufgabe zeigen
soll. Daher sollte man hier auch beweisen. Man koénnte aber auch direkt die Aussage fiir m 4
und mp zeigen anstatt die Aussage fiir allgemeine lineare Abbildung zu beweisen. Hingegen muss
man die Aussage Im (m ) = Spaltenraum(A) nicht beweisen. Wenn Sie sich unsicher sind, kénnten
Sie diese Aussage zumindest kurz erldutern (zum Beispiel: Nach Vorlesung ist Im (m4) durch die
Spalten von A erzeugt).

Sei nun k = m, also A € My, xn(K), B € Mpxm(K), und es gelte m > n.

(3 Punkte) Kann AB invertierbar sein? Falls ja, geben Sie ein Beispiel an, falls nein, beweisen Sie
dies.

Loésung:

Fir A € My,un(K), B € Myxm(K) kann AB nie invertierbar sein.

Beweis: Fir A € My, xn(K),B € M,xm(K) gilt Rang(A), Rang(B) < n. Nach Teilaufgabe (b)
gilt also Rang(AB) < min ({Rang(A),Rang(B)}) < n < m. Aus der Vorlesung wissen wir, dass
eine Matrix C' € My, xm(K) invertierbar ist genau dann, wenn Rang(C) = m gilt. Damit kann
AB € M, xm(K) also nicht invertierbar sein. |

(3 Punkte) Kann BA invertierbar sein? Falls ja, geben Sie ein Beispiel an, falls nein, beweisen Sie
dies.

Loésung:

Ja, BA kann invertierbar sein. Zum Beispiel ist fir m =2 >n=1und A = (é), B = (1 0) die

Matrix BA = (1) € GL,(K) invertierbar.
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7. (6 Punkte) Fiir n € Nsei A € M,,»,,(R) die Matrix mit Eintréigen 2 auf und unterhalb der Diagonalen
und allen anderen Eintrigen 6, also

2 6 6

A, = 2 2
6
2 2 2

Berechnen Sie die Determinante von A,, fiir alle n € N.

Losung:

Sei n € N beliebig. Wir verwenden Spaltenumformungen und bezeichnen dabei fiir j € {1,...,n} die
j-te Spalte von A,, mit S;. Nach den Spaltenumformungen S; — 357 — S; fiir j € {2,...,n} erhalten
wir eine Dreiecksmatrix der Form

2 0 0 0
2 —4 0
Bo=|92 _4 _4 = (bij)
: 0
2 —4 —4
2 j=1
wobei bijz —4 ZZ],]#I .

0 i<jj#l1
Da die Determinante einer Dreiecksmatrix laut Vorlesung das Produkt der Diagonaleintréige ist, gilt
det (B,,) = 2-(—4)""1. Dasich die Determinante laut Vorlesung bei Spaltenumformungen nicht veréindert,
folgt det (A,) = det (B,,) =2 (—4)"! fiir alle n € N.

Alternative Losung:
Sei n € N beliebig. Wir wenden den Entwicklungssatz von Laplace an und entwickeln nach der ersten
Zeile. Wir erhalten

2 2 % ... % 2 2 % *
det (Ay,) =2det (Ap—1) —6det (A1) +6]: = =61
2 2 x * 2 2 x *
2 2 x *
+o (D" e ]
2 2 x *
2 2 x *
Dabei spielen die mit * notierten Eintrége keine Rolle, da jede Matrix der Form |: -| zwei
2 2 % ... %

gleiche Spalten, also Determinante 0 hat. (Wegen (D2) und weil die Determinante der Transponierten
gleich der Determninante einer Matrix ist.) Also gilt

det (A,) =2det (A, 1) —6det (A, 1) = —4det (A, 1) =--- = (—4)" " det (4;) =2 (—4)"!

fir alle n € N.

Page 8



Bonus-Fragen fiir die Probepriifung

Die folgenden Aufgaben haben ein &hnliches Niveau wie Aufgaben, die in der Priifung gestellt werden
konnten, kénnten also Teilaufgaben von Priifungsfragen sein.

1. Schreiben Sie Thre Antworten jeweils in die dazugehorige Box. Sie konnen diese Fragen gerne zuerst
auf einem anderen Blatt l6sen und dann Ihr Endresultat {ibertragen. Beachten Sie aber, dass nur Ihr
Endresultat in der Box bewertet wird.

(a)

Geben Sie einen Vektor b € R? an, fiir den das Gleichungssystem Az = b fiir x € R® und

0 13 -11
A= 5 —6 2 € ngg(R)
10 1 -7
keine Losung besitzt.
1
b=10
0
Loésung:

Laut Vorlesung hat Az = b eine Losung genau dann, wenn b € Spaltenraum(A) ist. Wir bringen
A auf Zeilenstufenform und bestimmen daraus 2 = Rang(A) = dimIm(A4) = dim Spaltenraum(A).
Das Bild von A wird also aufgespannt von den ersten zwei (linear unabhéingigen) Spaltenvektoren
1
von A und jeder Vektor in R? \ Spaltenraum(A) ist eine giiltige Antwort, z.B. b= | 0
0

Geben Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems Az = b fiir

0 1 1 1
A=|1 2 o], b=1{o0
2 2 2 1

iber F3 an.
1
Los(A,b) = 1
0
Losung:

Elementare Zeilenumformungen angewendet auf die erweiterte Koeffizientenmatrix (A | b) dndern
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die Losungsmenge von Az = b nicht, also formen wir (A | b) um:

01 1|1 1 2 0/0 1 2 010
Alb)=[1 2 ofo | 22 [ o 1 1)1 | Zetlembes o 1 11
2 2 21 2 2 2|1 01 2|1
1 2 0]0 1 2 0]0 1 0 01
LozLezls | g 1 1|1 | L2zt [ g 1 o1 | It ln [ g 1 o1
0 0 1]0 0 0 1]0 0 0 1]0
1
Die eindeutige Losung von Az = b ist also | 1
0

Die folgenden zwei Aufgaben iiber lineare Abbildungen kénnten Teilaufgaben von Aufgabe 5 oder 6 sein,
haben also ein dhnliches Niveau wie Beweise, nach denen in der Priifung gefragt werden konnte.

. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und T : V' — V eine lineare Abbildung. Angenommen, es
existiert ein v € V mit T'(v) # 0 und T(T'(v)) = 0. Zeigen Sie, dass

Im(T) + ker(T) #V
gelten muss.

Losung:
Zunichst bemerken wir, dass der Vektor T'(v) per Definition im Bild Im(7") enthalten ist, und wegen
T(T'(v)) = 0 auch in ker(T). Also gilt 0 # T'(v) € Im(T") Nker(T), also Im(T) Nker(T) # {0} und damit
dim (Im(T") Nker(T)) > 0. Laut der Dimensionformel fiir Summen aus der Vorlesung gilt damit
dim (Im(T") + ker(7T")) = dim Im(7T") 4+ dim ker(7") — dim (Im(7) N ker(T))
=dimV — dim(Im7T NkerT) < dim V.

Die letzte Gleichung folgt dabei aus dem Rangsatz aus der Vorlesung, wegen dem
dim Im(7T") 4+ dimker(7) = dim V'

fiir die lineare Abbildung T gilt. Die Ungleichung folgt aus dim (Im(7") Nker(7)) > 0.
Wir erhalten, dass Im(T") + ker(7T') ein echter Untervektorraum von V' ist, das heifit, dass

Im(T) + ker(T) C V

gilt. Denn ansonsten wiirde dim (Im(7") + ker(7")) = dim V' gelten. (In der Vorlesung wurde gezeigt, dass
fiir einen Untervektorraum U von einem endlich-dimensionalen Vektorraum V' die folgende Aquivalenz
gilt: U =V <= dimU = dimV.) Es folgt die Behauptung.

. Seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K und seien B,C zwei geordnete
Basen von V. Seien weiter S,7 € End(V) mit [T]5 = [S]S. Zeigen Sie, dass es R € Aut(V) gibt,
sodass T'= R~! 0 S o R. Hierbei bezeichnet Aut(V') die Menge aller Automorphismen von V, also aller
Endomorphismen von V', die auch noch bijektiv sind.
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Losung:

Sei P = [Id]§. Wir haben in der Vorlesung gesehen, dass P invertierbar ist, und dass P~! = [Id)§ gilt.
Die Transformationformel aus der Vorlesung impliziert

[T1% = [S]¢ = ldoS o 1d]¢ = [1d]¢[S]5[1d]5 = P~'[SIZP. (2)
Sei n = dim V. Wir haben in der Vorlesung gesehen, dass die lineare Abbildung
End(V) — Myuxn(K), L — [L]3

ein Isomorphismus ist, und dass Aut(V') der Untergruppe GL,,(K) entspricht (anders gesagt haben wir

gesehen, dass diese Abbildung ein Ring-Isomorphismus ist). Es gibt also ein R € Aut(V) mit [R]E = P.

Wegen [R]5 - [R71]E = [Ro R71)E = [Id]2 = I, und der Eindeutigkeit der Inversen folgt daraus
RE =P
Aus folgt nun
11 = P[S)5P = [RT'EISIE[R]E = [R™" 0 S o RIE,
wobei die letzte Gleichheit wiederum aus der Transformationformel folgt. Da die obige Abbilidung

End(V) — Myuxn(K), L — [L]B ein Isomorphismus ist, folgt jetzt, dass T = R™' o S o R, also die
Behauptung.
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