ANALYSIS 1 HERBSTSEMESTER 2020
Prof. Giovanni Felder Montag, 23. November

Ubungsserie 10

Abgabe bis zum 2. Dezember

Bonuspunkte konnen in Aufgabe 1-4 erarbeitet werden

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass eine Folge (z,)nen in C genau dann eine Cauchy-Folge ist falls
beide (Re(zy))neny und (Im(z,))nen Cauchy-Folgen in R sind.
Folgern Sie aus dem entsprechenden Satz fiir reelle Cauchy-Folgen, dass eine Folge in C

genau dann konvergiert, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Aufgabe 2. Sei log(t) = flt 1 dx der natiirliche Logarithmus von ¢ > 0. Wir haben in der
Vorlesung gesehen dass log(ts) = log(t) + log(s) fiir alle s,t € R+, gilt.
(a) Zeigen Sie die Abschitzung log(n) > >,_, 1/k fiir alle n € N>,.
(b) Zeigen Sie, dass log : Ryg — R eine monoton wachsende unbeschréinkte Funktion
1st.
(c) Zeigen Sie die Abschétzung log(1 + t) < ¢ fiir alle t € R gilt.

Aufgabe 3. Entscheiden Sie, welche der folgenden Reihen komplexer Zahlen konvergieren.

(a) ZnQZl (b) Z(?/lﬁ)n (c) Z(_nlg)n () Z(nll)z

n=0 n=1 n=1 n=0
0 . x 1 x [o@)
(e) ;log(%) () ;m (2) ;m (h) ;IOg(lJrn_lz)

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen reeller Zahlen konvergieren, und berech-
nen Sie die Grenzwerte.
(8) om0 mrpmT
Hinweis: Faktorisieren Sie den Nenner in zwei quatratische Terme.
(b) Sei x € R eine reelle Zahl mit |z| < L. Betrachten Sie die Folge > -, 2" F,,, wobei F,
fiir die n-te Fibonacci Zahl steht, also Fy = 0, F} = 1 und rekursiv F,, = F,,_1 + F,,_»
fir n > 2.
Hinweis: Fiir die Konvergenz der Reihe zeigen Sie, dass F,, < ¢™ gilt, wobei ¢ = % der goldene
Schnitt ist.
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Aufgabe 5. Die harmonische Reihe >~ | % divergiert. Sei
A = {n € N| die Ziffer 9 kommt nicht in der Dezimaldarstellung von n vor }.

Zeigen Sie, dass ), A% konvergiert.
Hinweis: Definieren Sie die Mengen A,, = AN[10™~",10™) fiir alle m € N und schétzen Sie >°, ., L fiir

jedes m ab.

Aufgabe 6. Sei f : [a,b] — R stetig. Die Maschenweite einer Zerlegung a = xy < 1 <
. < x, = bist gegeben durch max{Az;|i = 1,...,n}, wobei Az; = z; — x;_; ist. Das
Stetigkeitsmodul der Funktion f ist definiert als

wy(8) = sup{|f(x) — F(W)| | =,y € [a,b], |z — y| < 0}

fiir jedes 6 > 0. Zeigen Sie, das fiir Zerlegungen mit Maschenweite hochstens 0 die folgende
Annédherung fiir das Integral gilt:

/ f(@) e =Y Ft)A] < wr3)(b o)

wobei t; € [z;_1, x;] eine beliebige Wahl ist.

Aufgabe 7. Sei a € (0,1). Eine Dezimaldarstellung der Zahl a ist eine Folge (a,)nen mit
a, €{0,1,...,8,9}, so dass

[e.9]

Z a, 107" =a

n=1
gilt.

Zeigen Sie, dass die Dezimaldarstellung genau dann nicht eindeutig ist, falls 10Ya € N fiir
mindestens ein N € N ist. Zeigen Sie, dass es in diesem Fall genau 2 Dezimaldarstellungen
der Zahl a gibt.



