
Analysis 1 Herbstsemester 2020

Prof. Giovanni Felder Montag, 16. November

Übungsserie 9
Abgabe bis zum 25. November

Bonuspunkte können in Aufgabe 1-4 erarbeitet werden

Aufgabe 1. Seien (an)n∈N, (bn)n∈N zwei konvergente Folgen in C. Zeigen Sie:

(a) Die Folge (an + bn)n∈N ist konvergent und es gilt

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.

(b) Die Folge (anbn)n∈N ist konvergent und es gilt

lim
n→∞

(anbn) = ( lim
n→∞

an)( lim
n→∞

bn).

Insbesondere ist für α ∈ C die Folge (αan)n∈N konvergent und limn→∞(αan) =

α limn→∞ an.

Hinweis: Folgen Sie der Beweisstrategie von Proposition 3.51, welche zeigt, dass Summen und Multiplikatio-

nen stetiger Funktionen stetig sind.

Aufgabe 2. Sei z ∈ C mit |z| < 1. Zeigen Sie, dass lim
n→∞

nzn = 0 gilt.

Aufgabe 3. Definiere die Menge A =
{

1
n
|n ∈ N

}
⊂ R und sei f : A −→ R eine Funktion.

Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) Die Folge definiert durch an = f
(
1
n

)
für n ∈ N bildet eine Cauchy Folge.

(ii) Die Funktion f kann zu einer gleichmässig stetigen Funktion f̃ : A ∪ {0} −→ R
erweitert werden (also f̃ |A = f).

(iii) Die Funktion f ist gleichmässig stetig.

Aufgabe 4. Sei (an)n∈N eine reellwertige Folge mit an 6= 0 für alle n ∈ N und sei (bn) die

Folge definiert durch bn = a−1n . Zeigen Sie die folgenden Aussagen oder widerlegen Sie sie

durch ein Gegenbeispiel.

(a) Falls (an)n∈N Grenzwert 0 hat, dann divergiert die Folge (bn)n∈N.

(b) Falls (an)n∈N Grenzwert 0 hat, dann divergiert die Folge (bn)n∈N gegen unendlich.

(c) Falls (bn)n∈N divergiert, dann hat (an)n∈N Grenzwert 0.

(d) Falls (bn)n∈N gegen unendlich divergiert, dann hat (an)n∈N Grenzwert 0.
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Aufgabe 5. Sei (zn)n∈N eine konvergente Folge in C. Zeigen Sie, dass (|zn|)n∈N konvergiert

und geben Sie den Grenzwert an. Impliziert umgekehrt die Konvergenz von (|zn|)n∈N die

Konvergenz von (zn)n∈N?

Aufgabe 6. Sei (zn)∞n=1 eine Folge in C. Das Cesaro-Mittel der Folge ist die Folge (wn)∞n=1,

gegeben durch

wn =
1

n

n∑
k=1

zk.

(a) Zeigen Sie, dass falls die Folge (zn)n∈N konvergiert, dann auch (wn)n∈N konvergiert

und den gleichen Grenzwert hat.

(b) Der Grenzwert des Cesaro Mittels einer Folge kann auch existieren, falls eine Folge

nicht konvergiert. Berechnen Sie den Grenzwert des Cesaro Mittels der Folgen

(an)n∈N = (1,−1, 1,−1, 1,−1, . . .) und (zn)n∈N = (1, i, i2, i3, i4, . . .).


