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Anleitungen fiir Teil A (150 Minuten)

e Schreiben Sie alle Antworten auf diese Blatter, es werden keine weiteren Blétter
eingesammelt! Bitte lassen Sie diese Blétter zusammengeheftet.

e Sie diirfen Notizpapier verwenden.

e Falls Sie vor 11:15 fertig sind, legen Sie den Priifungsteil A ins Kuvert zuriick, und
verlassen stillschweigend den Saal. Nach 11:15 bleiben Sie bitte bis zum Ende des
ersten Priifungsteils an Threm Platz.

e Kleben Sie das Kuvert NICHT zu.

Bitte folgende Tabelle nicht ausfiillen!

Nr. | Punkte | Kontrolle| | Nr. | Punkte | Kontrolle| | Nr. | Punkte | Kontrolle
1 (101 6 (101 11 [10]
2 [10] 7 [10] 12 [10]
3 (10 8 [10] 13 [10]
4 (10 9 [10] 14 [10]
5 [10] 10 [10] 15 [10]

Gesamtpunktzahl: [150]
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Frage 1. [10 Punkte] Sei I C R ein Intervall und U C R" eine offene Menge.
(a) Was besagt der Zwischenwertsatz fiir Funktionen f : I — R?

(b) Was besagt der Mittelwertsatz fiir Funktionen f: I — R?

(c) Was besagt der Mittelwertsatz fiir Funktionen f : U — R?
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Frage 2. [10 Punkte] Sei I C R ein Intervall.
(a) Eine Funktion f : I — R heisst gleichmaéssig stetig, falls... (Ergéinzen Sie die Definition)

(b) Geben Sie Beispiele stetiger Funktionen f; : (0,1) — R und f, : [0,1] — R, die
nicht gleichmaéssig stetig sind oder begriinden Sie (in einem Satz oder verweisen Sie
auf ein Resultat aus der Vorlesung), warum kein Beispiel existiert.
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Frage 3. [10 Punkte| Berechnen Sie die folgenden Integrale. Nur die Antwort zdhlt.

A [ty E J R
_/ox—l—lx’ _/12y—1y’

1 g
C= / 52° sin(x?)dx, D= / sin x cos(cos x))dzx,
-1 0

1
E:/ e .
0
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Frage 4. [10 Punkte] Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, falls Sie existieren.
Nur die Antwort zdhlt.

v/sinx xt

A= lim , B=lm-——
250 z—0 1 — cos(z2)
x>0

n 1 !

(leim( n ) , D= lim 280
n—oo \ n, + 2 n—o00 n2

E = lim

z=00 ¢ 4+ sinx
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Frage 5. [10 Punkte] Sei eine Funktion f : R? — R? gegeben durch

flay) = ()" + 2.y +a).
(a) Berechnen Sie die totale Ableitung von f an der Stelle (z,y) € R2.

(b) Begrinden Sie mit einem Satz aus der Vorlesung, warum f lokal beim Punkt
(2,3) invertierbar ist, dies aber bei (1, 1) nicht gilt.
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Frage 6. [10 Punkte] Sei H : R? — R eine differenzierbare Funktion und sei
v : R — R? eine differenzierbare Kurve mit Koordinaten ~y(t) = (z(¢), y(t)), welche die
Gleichungen

2(t) = 8, H(1(1))
y(t) = —0,H(~(1))

erfilllt. Zeigen Sie, dass die Funktion H oy : R — R konstant ist.
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Frage 7. [10 Punkte] Geben Sie explizit je ein Beispiel einer Teilmenge A C R? an
(welche nicht A = () oder A = R? ist). Falls es keine solche Menge gibt, begriinden
Sie in einem Satz warum. Definieren Sie die Menge! Nur Zeichnungen zahlen nicht.
Beachten Sie auch das A C R? nicht A C R.

(a) A ist abgeschlossen und nicht beschrénkt.

(b) A ist nicht offen und nicht abgeschlossen.

(c) A ist offen und abgeschlossen.

(d) A ist zusammenhéngend und nicht kompakt.

(e) A ist zusammenhéngend, aber nicht einfach zusammenhéngend.
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Frage 8. [10 Punkte] Sei (a,)22, eine Folge reeller Zahlen.

oo
(a) Die Reihe Z a, heisst konvergent, falls... (Erginzen Sie die Definition)

n=0

oo
(b) Die Reihe Z a, heisst absolut konvergent, falls... (Ergiinzen Sie die Definition)

n=0

(c) Konvergiert die folgende Reihe? Konvergiert sie absolut?

nz::z Vn?2—1

Nennen Sie die Konvergenzsétze mit Namen, die Sie verwenden.
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Frage 9. [10 Punkte]| Betrachten Sie das Vektorfeld F' : R® — R? und den Pfad
v :10,1] = R3 gegeben durch

F(z,y,2) = (ye”‘”, 2zsin(z), 2% + sin(2z)) , ~y(t) = (tQ, 1,t) )

Berechnen Sie das Wegintegral [ F'dt.
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Frage 10. [10 Punkte] Sei 7' C R? der geometrische Korper, der entsteht, wenn ein
Kreis in der xz-Ebene mit Mittelpunkt (2,0) und Radius 1, um die z-Achse gedreht
wird. Dieser Korper wird Torus genannt.

Parametrisieren Sie diesen Koérper und geben Sie das Integral an, das dessen Flache
berechnet (den Integrand, so weit es geht, vereinfachen, aber ohne das Integral zu
berechnen miissen).

10
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Frage 11. [10 Punkte] Wir wollen den Schwerpunkt eines Achtels der Einheitskugel
E = {($,y,z) eR¥: 22+ 2 +22<1; z,y,2> 0}

bestimmen. Erinnerung: Der Schwerpunkt S = (S, S, S.) € R? eines Kérpers E ist
gegeben durch

1
So = i [ wdedyd
Vol(E) Jg "0V
und analog S, und S,. Berechnen Sie aus Symmetriegriinden nur S, und verwenden

Sie (ohne Berechnung), dass das Volumen der ganzen Kugel 4{ ist.

11
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Frage 12. [10 Punkte] Sie werden von einem Freund (versteht Mathe auf Gymna-
sialniveau) mit

1=v1=/(-1)(-1) = J(-)/(-) =i-i=i= -1

konfrontiert. Erklidren Sie in 3-4 Satzen, was die Problematik ist.

12
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Frage 13. [10 Punkte| Wir schreiben die Funktion f : (—g, g) — R gegeben durch
f(z) = y/cos(x) als Taylor-Reihe:

f(z) = Z anx".

Berechnen Sie die Koeffizienten ag, a1, as und as. Nur die Antwort zdihlt.

13
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Frage 14. [10 Punkte] Fiir « > —1 kennen wir das Integral

1 1
/ r%dx = .
0 a+1

Leiten Sie daraus den Wert fiir das Integral

1
/ log(z)2xdx
0

her. (Hinweis: Berechnen Sie die Ableitung nach «, begriinden Sie ihre Schritte).

14
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Frage 15. [10 Punkte]
(a) Was besagt der Satz von Green?

(b) Berechnen Sie den Flicheninhalt des Einheitsballes B = {(z,y) € R : 2*+y* < 1}
mit Hilfe des Satzes von Green und dem Vektorfeld F(x,y) = (—y, x).

15
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Anleitungen fiir Teil B (90 Minuten)

e Lesen Sie alle vier Aufgaben aufmerksam durch. Entscheiden Sie sich anschliessend
fiir eine Aufgabe, die sie nicht machen mochten.

Folgende Aufgabe mache ich nicht:

e Losen Sie die anderen vier Aufgaben auf separaten Blittern. Bitte numerieren Sie
Ihre Blatter und versehen Sie jedes Blatt mit Threm Namen.

e Am Ende der Priifung werden Thre Blétter zusammengeheftet. Bitte achten Sie auf
die richtige Reihenfolge. Legen Sie anschliessend Teil B ins Kuvert, und geben Sie das
Kuvert ab.

e Kleben Sie das Kuvert NICHT zu.

Bitte folgende Tabelle nicht ausfiillen!

Nr. | Punkte Kontrolle

[30]

[30]

[30]

Gesamtpunktzahl: [90]
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Aufgabe 1. [30 Punkte]

(a) Definieren Sie, was eine Cauchy-Folge in einem metrischen Raum ist.
(b) Zeigen Sie, dass Cauchy-Folgen beschrankt sind.

(c) Sei f:(0,1) — R gleichmaéssig stetig und (a,)22, eine Cauchy-Folge im metrischen
Raum (0,1). Zeigen Sie, dass (f(a,))5, dann eine Cauchy-Folge in R ist.

(d) Zeigen Sie, dass die Aussage aus (c) nicht stimmt, falls wir nur annehmen, dass f
stetig ist.

(e) Sei (a,);2, eine Folge reeller Zahlen, so dass »  |a, — an41| konvergiert. Zeigen

n=0
Sie, dass (a,)22, eine Cauchy-Folge ist (und darum konvergiert).
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Aufgabe 2. [30 Punkte]

(a) Eine Funktion f: R — R heisst stetig, falls ... (Geben Sie die topologische Definition

und die Definition durch Grenzwerte an. Also keine e-¢ Definition.)

(b) Der Abschluss B C R einer Teilmenge B C R ist definiert als . .. (Es gibt verschiedene
dquivalente Definitionen. Fiir Teilaufgabe c) ist die Definition durch Grenzwerte am besten geegnet.

Sie diirfen aber auch eine andere Definition benutzen.)

(c) Zeigen Sie: Fiir eine stetige Funktion f : R — R gilt f(B) C f(B) fiir alle B C R.

Eine Funktion f : R — R heisst offen, falls das Bild f(U) C R fiir alle offenen Mengen
U C R auch offen ist.

Eine Funktion f : R — R heisst abgeschlossen, falls das Bild f(C) C R fir alle

abgeschlossenen Mengen C' C R auch abgeschlossen ist.

(d) Zeigen Sie: Eine stetige Funktion f : R — R ist genau dann abgeschlossen, wenn

(B) C f(B) fiir alle Teilmengen B C R gilt.

(e) Sei f: R — R eine injektive Funktion, so dass das Bild f(R) C R abgeschlossen
ist. Zeigen Sie, dass f abgeschlossen ist, falls f offen ist.

(f) Geben Sie (ohne Beweis) eine stetige Funktion f : R — R an, welche abgeschlossen
aber nicht offen ist.

(g) Geben Sie (ohne Beweis) eine stetige Funktion f : R — R an, welche offen aber
nicht abgeschlossen ist.

(h) Geben Sie (ohne Beweis) eine stetige Funktion f: R — R an, welche weder offen
noch abgeschlossen ist.



Analysis | & Il Prifung - Teil B ETH Zirich, 22. Januar 2020

Aufgabe 3. [30 Punkte] Sei a > 0 ein reeller Parameter und sei E* die Menge
gegeben durch , ,
E* ={(z,y) € R®: [af» + Jy|» <1}.

(a) Zeichnen Sie E' und E2.
(b) Wie sieht die Menge E* im Grenzwert a — 0 bezichungsweise fiir a — oo aus?

(c) Parametrisieren Sie den Rand von E® durch eine Kurve v : [0,1] — R? in Abhén-
gigkeit von a. (Tipp: Betrachten Sie zuerst den Fall a = 1 und verallgemeineren Sie dann)

(d) Geben Sie die Definition der Lénge einer Kurve v : [0,1] — R2.
Sei f : (0,00) — [0, 00) die Funktion a — Umfang(E*), welche den Umfang von E*

beschreibt.

(e) Geben Sie die Funktion f explizit an, (Integrale miissen Sie nicht ausrechnen,
vereinfachen Sie den Integrand aber so weit wie moglich).

(f) Begriinden Sie kurz: Ist f stetig, differenzierbar?

(g) Beschreiben Sie die Extrema von f und das Verhalten von f(a) fiir a — 0 be-
ziehungsweise a — oo anhand von geometrischen Uberlegungen, nicht anhand von
direkten Rechnungen.

(h) Skizzieren Sie den Graphen von f.
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Aufgabe 4. [30 Punkte] Es bezeichne Mats(R) die Menge aller 2 Mal 2 Matrizen
mit reellen Koeffizienten. Indem wir Matrizen als 4 Mal 1 Spaltenvektoren schreiben,
konnen wir Maty(R) mit R* identifizieren. Also

(¢ 4)2

Sei F': Maty(R) — Maty(R) die Funktion gegeben durch

QL O o

F(A) = AAT,
wobei AT die transponierte Matrix von A ist.

(a) Mit der Identifikation von Maty(R) und R?* schreiben Sie die Abbildung in Koor-
dinaten hin und begriinden Sie, warum £ eine glatte Funktion ist.

(b) Zeigen Sie, dass das Bild von F' im Vektorraum der symmetrischen Matrizen liegt.

(c) Berechnen Sie die Jacobi Matrix von F' am Punkt A = (CCL Z) :

Hinweis: Die Losung ist eine Matrix in Maty(R).

Wir definieren die Menge der orthogonalen Matrizen O»(R) als
O2(R) = {A € Maty(R) : F(A) = Id},

10

wobei Id = <0 1

) € 02(R) die Identitdtsmatrix bezeichnet.

(d) Zeigen Sie, dass der Rang der Jacobimatrix an Punkten A € O(R) gleich 3 ist.
(e) Was besagt der Satz vom konstanten Rang allgemein?

(f) Schliessen Sie mit Hilfe des Satzes vom konstanten Rang, dass O2(R) eine Teil-
mannigfaltigkeit von Mats(R) ist. Von welcher Dimension ist sie?

(g) Wie konnen Sie den Tangentialraum am Punkt /d = O5(R) aus der Jacobi Matrix
von Aufgabe (c) bestimmen? Geben Sie eine Basis an.



