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Vorwort

Willkommen an der ETH Ziirich (oder zumindest zu IThrem Studium dieses Vorlesungs-
skripts der ETH Ziirich). Dieses Skript wurde erstmals im Studienjahr 2016/2017 fiir den
Vorlesungszyklus Analysis I und II der Studiengénge Interdisziplindre Naturwissenschaften
Bachelor, Physik Bachelor und Mathematik Bachelor erstellt. Im zweiten Jahr der Entwick-
lung dieses Skripts wurden vermehrt interaktive Inhalte in der eSkript-Version dieses Textes
hinzugefiigt.

Die Analysis I/II und Lineare Algebra I/II Vorlesungen bilden gemeinsam das Fundament
der Mathematik, wie sie an der ETH und auch an anderen Universitdten unterrichtet wird.
Die allermeisten weiteren Mathematik- und Physik-Vorlesungen werden auf diesen vier Vor-
lesungen aufbauen und deren Themengebiete erweitern — ohne aber die Zeit zu haben, diese
grossziigig zu wiederholen. Damit dieser ,,theoretische Turm“, in dem eine Vorlesung auf die
néchste aufbaut, stabil bleibt, muss das Fundament umso stabiler sein. Fiir die Analysis I/1I-
Vorlesung und fiir dieses Skript bedeutet das unter anderem, dass mathematische Exaktheit
gross geschrieben wird.

Wie wir sehen werden, enthalten die Analysis I/II-Vorlesungen viele Themen rund um die
und insbesondere auch die Differential- und Integralrechnung. Manche dieser Themen kennen
Sie wahrscheinlich schon aus dem Gymnasium; wir werden trotzdem kein grosses Vorwissen
voraussetzen (abgesehen von einem intuitiven Verstdndnis von Variablen und einer gewissen
Ubung fiir algebraische Umformungen). Auch werden Sie einen wichtigen Unterschied bemer-
ken: obwohl wir versuchen werden, so viele Themen wie moglich mit Beispielen zu belegen,
werden diese viel weniger im Mittelpunkt stehen, als Sie dies wahrscheinlich gewohnt sind.
Ebenso ist das Einiiben der erlernten Algorithmen und Rechenmethoden nicht der Fokus
unserer Vorlesung und wird Thnen iiberlassen. Vielmehr werden die Beispiele auch fiir Sie
uniibliche Formen annehmen, wenn mitunter das Beispiel darin besteht, die Existenz der Ex-
ponentialfunktion zu zeigen oder die Stirling-Formel fiir das asymptotische Verhalten von n!
zu bestimmen. Im Mittelpunkt steht vielmehr der Aufbau der mathematischen Theorie, die
notwendig ist, um Themen wie Differentialgleichungen und mehrdimensionale Integralsétze zu

erreichen und zu verstehen.

Wie bereits erwéahnt, hat die eSkript-Version dieses Skripts weitere Funktionalitédten, die

von einem PDF-File nicht unterstiitzt werden konnen.

e (Applets) Viele der Themen werden anschaulicher wenn die Objekte nicht nur in einem
Bild dargestellt werden, sondern wenn sich dieses Bild auch veréndern lasst. Wir setzten

hierfiir GeoGebra ein um in mehreren Applets die Theorie anschaulicher darzustellen.

Hier war es uns ein Anliegen, dass die Bedienung sowohl auf einem PC als auch auf
mobilen Gerdten uneingeschrankt moglich ist. Leider haben wir es noch nicht geschafft,
dass die Verwendung dieser Applets innerhalb des eSkripts auf allen Gerdten ohne Pro-
bleme ablduft. Wenn Sie beim Laden eines Applets innerhalb des eSkripts zum Beispiel

auf einem mobilen Gerédt auf Probleme stossen, dann konnen sie stattdessen im PDF



https://eskript.ethz.ch/analysismath18/
https://geogebra.org

das Wort ,,Applet” anklicken, womit das Applet auf einer eigenen Webseite geladen wird
und besser funktionieren sollte. Des Weiteren erlaubt Ihnen der Link, dass Sie mit dem

GeoGebra-Applet weiter experimentieren oder dieses verandern konnen.

Wir wollen aber auch erwahnen, dass diese Hilfen zwar den Einstieg erleichtern sollen,
aber das Ziel sein sollte, dass Sie anschliessend auch weitere Theorien ohne derartige
Applets verstehen und sich vorstellen konnen. Das beste Verstédndnis eines Themas erhélt
man, wenn man sich die Beweise aneignet und sich ein eigenes Bild davon macht, was

in dem Beweis eigentlich passiert.

(Annotation) Mit Hilfe des Servers hypothes.is kénnen alle Studenten der Analysis-
Vorlesung Kommentare am Rand des eSkripts anbringen. Diese Funktionalitit versteckt
sich meist rechts oben. Es kann sein, dass Sie nach Erstellen des Accounts Probleme
haben, sich bei Threm Account einzuloggen (zum Beispiel auf Safari). Grund dafiir kann
sein, dass in den Privacy-Settings Cookies nur fiir besuchte Webseiten erlaubt sind. In
diesem Fall entweder die Privacy-Settings &ndern oder die Seite hypothes.is kurz besu-
chen, anschliessend klappt der login auch innerhalb des eSkripts wieder fiir einige Zeit.

Alternativ versuchen sie einen anderen Browser (zum Beispiel Firefox) zu verwenden.

Allgemein gilt, dass Sie Besitzer Threr Kommentare sind und wir diese nicht 16schen
konnen. Technisch /rechtlich die einzige Moglichkeit fiir uns ist ein kompletter Neustart
der Webseite unter einer anderen Addresse, was alle Kommentare unabhéngig vom Inhalt
16scht. Da dies wahrend des akademischen Jahres nicht erwiinschenswert ist, bitten wir

Sie ihre Kommentare hoflich zu formulieren und auf das Fach zu beschranken.

(Aufgaben und Multiple Choice) Im Skript werden auch einige Ubungsaufgaben und
Fragen gestellt, die Sie zur Beschéftigung mit den besprochenen Themen anregen sollen.
Manchmal haben die Ubungsaufgaben auch Losungen, meist nur Hinweise, aber die
Fragen vom Typ Multiple Choice haben immer die richtige Antwort und eine kurze
Erkldarung. Da der Lernerfolg sich aber nur dann einstellen kann, wenn Sie sich vor dem
Lesen der Losung, des Hinweises oder der Antwort mit der Aufgabe beschéftigen und
versuchen diese eigenstdndig zu 16sen, finden Sie diese Hilfen nur im eSkript nach einem

zuséatzlichen Freiklicken des entsprechenden Texts.
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Quadratur der Parabel

Als Beispiel, wie wir hier denken und vorgehen wollen, aber auch als Einleitung in die

Integralrechnung, werden wir uns in diesem Abschnitt mit dem Bereich
P={(z,y) eR*|0<z <1, 0<y<a?} (1.1)

unter der Parabel zwischen 0 und 1 beschéftigen und dessen Flidcheninhalt berechnen. Dieser
Fliacheninhalt wurde als erster krummlinig begrenzter Bereich schon von Archimedes (ca. 287—
ca. 212 v.Chr.) im 3. Jahrhundert v.Chr. bestimmt. (Historisch Interessierten empfehlen wir
auch den Podcast der BBC iiber Archimedes, wobei man bei der zwanzigsten Minute einsteigen
kann, wenn man wenig Zeit hat.) Wir wollen fiir die Flachenberechnung davon ausgehen, dass
wir wissen, was die Symbole in der Definition in Gleichung (1.1) bedeuten und dass P gerade

den Bereich in folgender Figur (Figur 1.1) beschreibt.!

Figur 1.1: Der Bereich P.

Natiirlich ist die Berechnung des Fldcheninhalts von P keine Herausforderung und inner-
halb von Sekunden mdoglich, wenn wir das bestimmte (Riemann-) Integral und die dazugeho-
rigen Rechenregeln verwenden. Wir wollen dies jedoch nicht als bekannt voraussetzen, da wir

das Integral erst in etwa einem Monat einfiihren und verstehen werden.

Insbesondere nehmen wir vorlidufig an, dass wir die Menge der reellen Zahlen R bereits kennen.
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Kapitel 1.1 Quadratur der Parabel

Genau genommen miissen wir uns vor der Berechnung folgende fundamentale Frage stellen:
Was ist eigentlich ein Flicheninhalt?

Wenn wir diese Frage nicht genau beantworten kénnen, dann kénnen wir eigentlich nicht wis-
sen, was es bedeutet, den Flacheninhalt von P zu berechnen. Deswegen relativieren wir unser
Ziel in folgender Weise — eine Proposition ist ein mathematischer Satz, also eine mathematische

Aussage, mittlerer Bedeutung:

Proposition 1.1 (Flacheninhalt unter der Parabel). Angenommen es gibt einen Begriff eines
Flicheninhalts fiir Bereiche in R?, der folgende Eigenschaften erfiillt:

e Der Flicheninhalt des sogenannten abgeschlossenen Rechtecks
[a, b] x [c,d]:{(x,y)€R2|a§J:§b, c<y<d}
und des sogenannten offenen Rechtecks
(a,b) x (c,d) = {(z,y) ER*|a<z <b, c<y<d}

ist gleich (b — a)(d — ¢), wobei a,b, c,d reelle Zahlen sind mit a < b,c < d.

e Fulls G ein Bereich in R? ist und F ein in G enthaltener Bereich ist, dann ist der

Fldcheninhalt von F kleiner oder gleich dem Flicheninhalt von G.

e Fiir Bereiche F,G in R? ohne gemeinsame Punkte ist der Flicheninhalt des vereinigten
Bereiches F' UG die Summe der Flicheninhalte von F und G.

Dann ist der Fldcheninhalt von P wie in Gleichung (1.1) (falls iberhaupt definiert) gleich %

In anderen Worten: wir haben die Frage, ob es einen Begriff des Flacheninhalts gibt und
flir welche Bereiche dieser definiert ist, offengelassen, wollen aber zeigen, dass % der einzige
“verniinftige” Wert fiir den Flidcheninhalt von P darstellt. Die Idee des Beweises wird im

eSkript anhand eines Applets visualisiert.

Applet 1.2 (Abschétzung eines Fliacheninhaltes). Wir verwenden jeweils bis zu 1000 Recht-
ecke um den Fldcheninhalt von unten und von oben abzuschditzen. Im Beweis unten werden wir
aber unbegrenzt viele Rechtecke verwenden und kénnen damit den Flicheninhalt ohne jegliche

Unschirfe genau bestimmen.
Fiir den Beweis von Proposition 1.1 benétigen wir ein Lemma (auch Hilfssatz genannt):

Lemma 1.3 (Summenformel mittels Induktion). Sein > 1 eine natirliche Zahl. Dann gilt

713 Tl2 n

12422 4. 1) 4n?=— 4+ — 4 —. 1.2
+2°+---+(n—-1)"+n st 5 tg (1.2)
Beweis (mittels vollstandiger Induktion). Fiir n = 1 ist die linke Seite von Gleichung (1.2)
gleich 1 und die rechte Seite gleich % + % + % = 1. Also stimmt Gleichung (1.2) fiir n = 1.

Dieser Beweisschritt wird Induktionsanfang genannit.



https://ggbm.at/Qnwp27vf
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Angenommen wir wissen bereits, dass Gleichung (1.2) fiir die natiirliche Zahl n gilt. Wir
wollen nun zeigen, dass daraus folgt, dass Gleichung (1.2) auch fiir n + 1 gilt. Die linke Seite

von Gleichung (1.2) ist gegeben durch

P42 440+ (n+1)2= 12422+ 40D+ (n+1)?
+

wobei wir Gleichung (1.2) fiir die Zahl n verwendet haben. Die rechte Seite von Gleichung (1.2)
ist gegeben durch

3 2 6 3 2 6
3 2 6

(n+1)3+(n+1)2 n+1 n34+3n2+3n+1 n?+2n+1 n+1

Damit ist gezeigt, dass die linke und die rechte Seite von Gleichung (1.2) auch fir n + 1
iibereinstimmen. Dieser Beweisschritt wird Induktionsschritt genannt.

Es folgt, dass Gleichung (1.2) wegen dem Induktionsanfang fiir n = 1 stimmt und daher
auch fiir n = 2 wegen dem Induktionsschritt und weiter fiir n = 3 wieder wegen dem Induk-
tionsschritt. Féhrt man so weiter, erhélt man (1.2) fiir jede natiirliche Zahl. Wir sagen, dass
Gleichung (1.2) mittels vollstindiger Induktion fir alle natirlichen Zahlen n > 1 folgt. Des

Weiteren deuten wir das Ende des Beweises mit einem kleinen Quadrat an. O

Beweis von Proposition 1.1. Wir nehmen an, dass es einen Begriff des Fliacheninhalts mit
den Figenschaften in der Proposition gibt und dieser fiir P definiert ist. Angenommen [ ist

der Flacheninhalt von P. Wir {iberdecken P fiir eine gegebene natiirliche Zahl n > 1 mit

/

Rechtecken wie in folgender Figur (Figur 1.2).

N

0 1

Figur 1.2: Die Uberdeckung von P mit Rechtecken fiir n = 10.
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Wir erhalten aus den angenommenen Eigenschaften des Flacheninhalts und Lemma 1.3,

dass
11 122 1n2 1
I< - — 4 -2 4.4 = (124924 ... 2
~nn? nn? n n2 n3( +20 44
1 n3+n2+n SN S S U
a3\ 3 2 6/ 3 2n 6n2 -3 n

Wir bemerken, dass die Geradenstiicke, bei denen sich die Rechtecke beriihren, Flacheninhalt
0 haben und wir sie also einfach ignorieren diirfen. (Wieso? — Hier die Details zu ergénzen ist

eine gute Ubung.). Verwenden wir hingegen Rechtecke wie in Figur 1.3 erhalten wir ebenso

;;

.
ﬁ%

Figur 1.3: Von P {iiberdeckte Kollektion von Rechtecken fiir n = 10.

10 112 I(n—-1% 1 , )
I>-— 4+ - - = (%4t (n—1
nn?  nn? n  n? n3( ot n=1))
1 1 3 2
=51+ +(n—1)2+n2—n2):<n++n— 2)

1 /n% 11
> — | ——n = - — —
—n3 \ 3 3 n

Zusammenfassend gilt also

<I-5<

W=
S|

flir alle natiirlichen Zahlen n > 1. Die einzige Zahl, die kleiner als % und grosser als —% ist
fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1, ist die 0. Dies ist anschaulich relativ klar (siehe unten) und
wird spéater aus dem Archimedischen Prinzip folgen, welches wir in zwei Wochen ausfiihrlich

besprechen werden. Daher gilt [ = % und die Proposition folgt. O

Wir haben in obigem Beweis folgenden Satz benotigt:

S|

Satz (Eine Version des Archimedischen Prinzips). Wenn x € R die Ungleichung —% <z <

fir alle natirlichen Zahlen n erfillt, dann ist x = 0.

Warum ist dies ,,anschaulich klar“? Stellen Sie sich £ > 0 in der Dezimaldarstellung vor.

Verwenden wir die Annahme fiir n = 11, so sehen wir, dass z von der Form = = 0.0asag ...

4
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sein muss fiir vorerst unbekannte Ziffern as, as, a4, . ... Verwenden wir nun n = 102 + 1, dann
sehen wir, dass x nach dem Komma mindestens 2 Nullen haben muss (das heisst, ag = 0).
Da aber die Annahme ebenso fiir n = 10¥ + 1 fiir eine beliebige natiirliche Zahl k gilt, sehen
wir, dass & unendlich viele Nullen nach dem Komma haben muss. Also ist x Null. Falls z < 0,
so erfiillt —x die Ungleichung 0 < —x < % und insbesondere ist —z und damit x gleich
Null nach vorherigem Argument. Dies ist wohlgemerkt kein Beweis — wir werden spéter einen

vollstdndigen Beweis des Archimedischen Prinzips erbringen.

Bemerkung. Wie schon erwahnt, haben wir die Frage, ob es einen Fldcheninhalt fiir Bereiche
im R? gibt, nicht beantwortet. Wir haben auch nicht genau beschrieben, was denn eigentlich
Bereiche im R? sind; wir sind aber implizit davon ausgegangen, dass Bereiche jene Teilmen-
gen des R? sind, denen wir einen Flicheninhalt zuordnen kénnen. Diese grundlegenden Fragen
werden zum Teil in Analysis [ und II mit den Begriffen des Riemann-Integrals und der Jordan-
messbaren Mengen beantwortet. Des Weiteren werden diese Fragen in grosserer Allgemeinheit
in der Vorlesung der Mass- und Integrationstheorie im vierten Semester und anderen weiter-

fiihrenden Vorlesungen im dritten oder vierten Jahr des Mathematikstudiums besprochen.
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1.2 Einige Tipps
,Aller Anfang ist schwer.“

Wie schon erwiahnt, werden Sie einen grossen Unterschied zwischen der Schulmathematik und
der Mathematik an Universitdten bemerken. Letztere verwendet auch ihre eigene Sprache,
die Sie erst erlernen miissen. Je schneller Sie diese Aufgabe auf sich nehmen, desto mehr
werden Sie von den Vorlesungen mitnehmen. Wir besprechen in den néchsten Abschnitten die
wichtigsten Grundbegriffe, dennoch empfehlen wir Thnen auch das Buch [SS12] von Schichl und
Steinbauer (vor allem Kapitel 1-4), das eine ausfiihrliche Einfiihrung in das mathematische

Arbeiten darstellt. Dies bringt uns gleich zum néchsten Tipp.

L Es gibt keinen Konigsweg zur Mathematik®
(tiberliefertes Zitat von Euklid zu dem &gyptischen Konig Ptoleméus 1)

Man kann Mathematik nicht durch Zusehen erlernen; genauso wenig wie Sie Tennis oder
Skifahren erlernen kénnen, in dem Sie sich alle verfiigharen Turniere oder Weltmeisterschaften
im Fernsehen anschauen. Vielmehr sollten Sie Mathematik wie eine Sprache erlernen und eine
Sprache bringt man sich bei, in dem man sie beniitzt. Besprechen Sie mit Kollegen die Themen
der Vorlesungen. Erkldren Sie sich gegenseitig die Beweise aus der Vorlesung oder die Lésung
der Ubungsbeispiele. Vor allem aber sollten Sie so viele Ubungen wie nur méglich 16sen; nur
so konnen Sie sich sicher sein, dass Sie die Themen gemeistert haben.

Es ist in Ordnung, wenn Sie in kleinen Gruppen an den Ubungen arbeiten. Dies hat sogar
den Vorteil, dass durch die Diskussionen in der Gruppe die Objekte der Vorlesungen lebendiger
werden. Sie sollten jedoch sicherstellen, dass Sie die Losungen komplett verstehen, erklédren

kénnen, und &hnliche Probleme anschliessend selbststéndig 16sen kénnen.

“Wer fragt, ist ein Narr fiir eine Minute.
Wer nicht fragt, ist ein Narr sein Leben lang.”

(Konfuzius)

Stellen Sie so viele Fragen, wie nur moglich und stellen Sie sie dann, wenn sie auftauchen.
Wahrscheinlich haben viele Threr Kollegen die gleiche Frage oder haben das Problem noch gar
nicht bemerkt. Dem Dozierenden oder dem Hilfsassistenten wird so ermdoglicht, gleichzeitig bei
vielen ein Problem zu beheben und Probleme bei den Studierenden zu erkennen, wo sie oder
er dachte, dass keine vorhanden seien. Des Weiteren will das gute Formulieren von Fragen
geiibt sein; das erste Studienjahr ist der ideale Zeitpunkt dies zu tun.

Zuletzt mochten wir erwéhnen, dass zahlreiche Foren und Blogs sehr hilfreiche Ratschléage
liefern, wie man richtig ins Studium einzusteigen hat und wie man Mathematik zu lernen
hat. Ein Beispiel eines Blogs mit guten Tipps ist der Blog von Terence Tao. (Terence Tao ist
Fields-Medaillentriager und einer der bedeutendsten lebenden Mathematiker.) Eine Frage, die
Terry Tao behandelt, ist

»Does one have to be a genius to do maths?“



https://terrytao.wordpress.com/career-advice/
http://www.mathunion.org/general/prizes/fields/details/
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Genauso wie in anderen Gebieten (zum Beispiel im Sport — siehe zum Beispiel das Buch ,,Was
heisst schon Talent? von M. Syed) ist die klare Antwort Nein. Im Zuge seiner Erklarung
verweist Terry Tao auch auf diesen Artikel. Die Lektiire dieses Artikels mdchten wir IThnen

sehr empfehlen — zumindest bis zum ersten Erscheinen des Wortes ,,muscle”.



http://nymag.com/news/features/27840/
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1.3 Logische Begriffe

Die logischen Begriffe und die dazugehérende Theorie der Logik haben sich seit der Antike
stark gedndert, doch seit der Begriffsschrift von Frege (1848-1925) im Jahre 1879 nicht mehr so
stark. Da ein Versténdnis dieser ,logischen Sprache” fiir die Mathematik notwendig ist, wollen
wir diese hier besprechen. Fiir historisch Interessierte verweisen wir auch auf den Podcast der
BBC, den man sich anhéren kann, wenn man schon zu miide ist, um Ubungen zu lésen oder
man Probleme hat einzuschlafen.

Mathematische Aussagen sind, wenn ein klar definierter Rahmen gegeben ist und der Wert
fiir etwaige Variablen bekannt ist, entweder wahr oder falsch. Diese strenge Sichtweise ist not-
wendig, damit wir von Bekanntem ausgehend wahre Aussagen (Lemmata und Propositionen
zum Beispiel) folgern konnen, auf die wiederum Verlass ist (das heisst, ohne dass man Spezi-
alfalle ausschliessen muss). Sie haben vielleicht schon einmal Sudoku gespielt und wissen, wie

schwerwiegend ein kleiner Denkfehler werden kann.

1.3.1 Aussagenlogik und die Boolesche Algebra

Da eine mathematische Aussage nur zwei ,, Werte annehmen kann, wahr (w) und falsch
(f), konnen wir gewissermassen ,,Rechenoperationen“ fiir solche Aussagen sehr einfach und
schnell definieren. Dies wurde erstmals von George Boole im Jahre 1847 formal ausgefiihrt
(siche [Boo47]) und stellt sowohl fiir die Grundlagen der Mathematik als auch fiir die In-
formatik und Elektrotechnik einen historisch bedeutsamen Schritt dar. Im Folgenden werden
mathematische Aussagen mit Grossbuchstaben A, B, ... dargestellt.

Die einfachste Operation ist die Negation einer Aussage: Sei A eine Aussage. Die Nega-
tion von A ist die Aussage ,,A gilt nicht“, die wir kurz mit ,,Nicht A“ bezeichnen und als ,,—A“
schreiben. Die Aussage ,,—A“ hat den Wert f, falls A den Wert w hat und den Wert w, falls A
den Wert f hat. Wir stellen dies in einer sogenannten Wahrheitstabelle wie folgt dar:

Al -A
w| f
flw
Wir verwenden das Symbol ,,=" fiir die Gleichheit und kénnen es gebrauchen, um Aussagen

wie , @ = y“ zu bilden. Des Weiteren schreiben wir ,,z # y“ fiir die Negation ,,—(z = y)“ der
Gleichheit.
Sei nun B eine weitere Aussage. Die Und-Operation angewendet auf A und B ist die

Aussage ,,sowohl A als auch B gelten“, kurz ,,A und B“ und symbolisch geschrieben ,,AAB*.



http://www.bbc.co.uk/programmes/b00vcqcx
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Die zugehorige Wahrheitstabelle ist

A|B|ANB
w | w w
w| fl| f
flw| f
Frr) 7

Die Oder-Operation angewendet auf die beiden Aussagen A B ergibt die Aussage ,,A gilt oder
B gilt“, kurz ,,A oder B* und symbolisch geschrieben ,,AVB“. Die zugehorige Wahrheitstabelle

ist:

A|B|AVB
w | w w
w | f w
flw w
Firr) r

Man sollte an dieser Stelle bemerken, dass, wie oben ersichtlich ist, das logische ,,Oder (und
daher auch das mathematische ,,Oder*) das einschliessende ,,Oder” ist, welches auch zutrifft,
falls beide Aussagen zutreffen. Dies unterscheidet sich teilweise vom umgangssprachlichen
Gebrauch des Wortes ,,oder, das oft auch exklusiv gemeint ist (als ,entweder ... oder”). Die
Aussage ,,entweder A oder B“ kann iiber die drei Grundoperationen Negation, Und und Oder
definiert werden (siche Ubung 1.4).

Die Algebraisierung der Logik hat den entscheidenden Vorteil, dass wir mittels Klammern
klar darstellen konnen, wie Verkniipfungen von logischen Aussagen zu verstehen sind. In der

Umgangssprache gibt es keine Klammern und Aussagen der Form

»Sokrates hat einen Hund und
ein Hund ist das beste Haustier oder

eine Katze ist das beste Haustier."

sind zweideutig. (Inkludiert obiges die Behauptung ,,Sokrates hat einen Hund“ oder kann es
auch sein, dass die Aussage ,,Sokrates hat keinen Hund und eine Katze ist das beste Haustier
gilt?)

Wir kénnen Verkniipfungen (wenn notig mit Klammern) verwenden, um neue logische
Operationen zu definieren. Beispielsweise ist die logische Implikation A = B* als die
Aussage ,,(-A)VB*“ definiert. ,A = B* wird als ,,A impliziert B* ausgesprochen und auch in
diesem Sinne verwendet. Denn falls A wahr ist und ,A = B“ wahr ist, dann muss auch B

wahr sein. Auffallend sind folgende Eigenheiten:

e Jegliche Kausalitit oder auch der konkrete Zusammenhang zwischen den beiden Aussa-

gen wird ignoriert.
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e Die Implikation ist immer richtig, falls die Annahme A falsch ist. Also ist zum Beispiel

die Aussage
»(0=1) = (die Welt ist eckig)“ (1.3)

dadurch wahr.

Die logische Aquivalenz der Aussagen A und B wird als ,,A <= B* geschrieben, als ,A
genau dann wenn B“ oder als ,,A ist dquivalent zu B“ ausgesprochen und durch die Aussage
»(A = B)A(B = A)“ definiert.

Es ist hilfreich, sich die logischen Operationen auch als elektrische Schaltungen vorzustellen
(siehe zum Beispiel Sektion 3.1 in [SS12]). Mit dieser Analogie im Hinterkopf sind die Eigenhei-
ten der obigen Diskussion bzgl. Kausalitdt oder das Beispiel (1.3) leichter versténdlich, denn
einer Schaltung ist egal, wer (Frau, Mann, Kind, Hund oder Maschine) den Schalter betétigt
oder warum (absichtlich oder unabsichtlich) dieser betétigt wurde. Auch unsere Beweise wer-
den manchmal keine echte Kausalitit herstellen, sondern nur aufzeigen, dass es keine andere
Moglichkeit gibt.

Sei A eine Aussage. Die Aussage ,AV(—A)“ ist eine sogenannte Tautologie, denn sie
trifft unabhéngig vom Wahrheitswert von A stets zu. In der Tat, wenn A wahr ist, dann ist
»AV(=A)* wahr und wenn A falsch ist, dann ist ,—A*“ wahr und ,,AV(—A)* auch wahr.

Ubung 1.4 (Logische Implikationen und Tautologien). Seien A,B zwei Aussagen.
(i) Bestimmen Sie die Wahrheitstabellen zu ,A = B* und zu ,A <= B*.

(ii) Definieren Sie die logische Operation des auschliessenden Oder ,A XOR B*“ mittels
der obigen Operationen. Die Aussage ,A XOR B* soll zutreffen, wenn A oder B zutrifft,

aber nicht beide zutreffen.

(iii) Uberpriifen Sie, dass die Aussagen ,A <= (=(=A))“ und ,(AANB) <= (—(~AV-DB))*

Tautologien sind.

Wir werden anstelle der Symbole ,,—, A,V, =, <= meist die Worte ,,nicht, und, oder,
impliziert, ist dquivalent zu“ verwenden, wobei ,,oder immer einschliessend zu verstehen ist.
Da wir keine Prioritéatsregel (wie die bekannte Punkt- vor Strichrechnung) festgelegt haben,
sollten wir stets Klammern verwenden um Zweideutigkeiten zu vermeiden. Eine iibliche Prio-
ritatsregel ist ,A“ vor ,,vV¢, womit die Aussage ,A A BV C“ als ,,(A A B) V C* zu verstehen
wire. Nichtsdestotrotz werden wir letztere Schreibweise bevorzugen und nur die Prioritétsregel
verwenden, dass die Operation — immer Vorrang hat. Also kann zum Beispiel ,,(=A)VB* auch
als ,,mAVB* geschrieben werden.

Seien A, B zwei Aussagen. Eine sehr niitzliche Tautologie ist die Aussage
2(A = B) < (nB = -A)" (1.4)

Um zu iiberpriifen, dass es sich bei (1.4) tatséchlich um eine Tautologie handelt, verwenden

wir zuerst die Definition der logischen Implikation und sehen, dass die linke Seite ,,—AVB*

10
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ist. Die rechte Seite wiederum ist ,—(—B)Vv—-A“, was zu ,BV=A“ und damit auch zu ,—AVB*
dquivalent ist.

Die Tautologie (1.4) wird oft in Beweisen verwendet: Angenommen wir wollen zeigen, dass
die Aussage A die Aussage B impliziert. Dann ist es manchmal einfacher und wegen (1.4) stets
ausreichend zu zeigen, dass falls B nicht zutrifft auch A nicht zutrifft (dies wird Kontraposition
genannt, siche auch Abschnitt 1.6.2).

An dieser Stelle sollte man davor warnen, die Aussagen ,A = B“ und ,,mA = —-B“ zu
verwechseln; sie sind grundverschieden (auch wenn der Unterschied in politischen Diskussionen
manchmal gern ignoriert wird). Wir empfehlen Thnen, Beispiele mathematischer und nicht-
mathematischer Art zu finden, die den Unterschied zwischen ,A = B*“ und ,,~A = —B“
gut belegen.

Ubung 1.5 (Ritter und Knappen - aus [Smu78]). Auf der Insel der Ritter und Knappen ist
jeder Einwohner entweder ein Ritter oder ein Knappe (und jeder weiss den Status von allen

anderen Einwohnern). Es ist wichtig zu wissen, dass
o Ritter immer die Wahrheit sagen.
o Knappen immer ligen.

Sie werden auf Einwohner der Insel treffen und Ihre Aufgabe ist bei jedem zu entscheiden, ob

er ein Ritter oder ein Knappe ist.

(i) Sie treffen Johannes und Willhelm auf der Insel. Johannes sagt ,, Willhelm und ich sind
Ritter.“ Willhelm sagt ,,Das ist eine Liige, Johannes ist ein Knappe!“ Was sind sie?

(ii) Sie treffen Gildas, Ergard und Telones auf der Insel. Gildas sagt ,,Seien Sie vorsichtig,
wir sind nicht alle drei Ritter.“ Ergard sagt: , Wir sind auch nicht alle drei Knappen.“

Telones sagt ,,Horen Sie nicht auf sie, ich bin der einzige Ritter.“ Was sind sie?

(i1i) Sie treffen Heinrich und Arthur auf der Insel. Heinrich murmelt irgend etwas Unver-
standliches. Arthur sagt ,Er sagte, er sei ein Knappe. Das ist er sicher - vertrauen Sie

thm nicht!“ Was sind sie?

1.3.2 Pridikatenlogik

Die logischen Begriffe, die wir oben vorgestellt haben, sind zwar grundlegend fiir alles wei-

tere, aber nicht geniigend komplex um interessante Aussagen zu bilden. Oft werden Aussagen

formuliert, die fiir Elemente einer bestimmten Menge (an Zahlen, Vektoren, Apfeln, ...; mehr
zu Mengen spéter) wahr oder falsch sein konnen. Zum Beispiel konnte x fiir eine natiirliche
(oder rationale, reelle, ...; mehr zu Zahlen spiter) Zahl stehen und ,x = x?* ist dann eine

Aussage iiber z, die wahr oder falsch sein kann. Fiir derartige Aussagen ,,A(x)* iber Elemente
x einer Menge X gibt es nun zwei weitere fundamentale Operationen, sogenannte Quantoren,
um weitere Aussagen zu bilden.

Der Allquantor, geschrieben V, wird verwendet um eine Aussage iiber alle Elemente von
X zu treffen. Genauer steht die Aussage .V € X : A(x)" fiir die Aussage ,,Fiir alle z in X gilt

11
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die Aussage A(z)"“. Diese Aussage kann wahr oder falsch sein. Zum Beispiel ist die Aussage

YneN:n=n?«

falsch, aber die Aussage

2

wneN:(n=n*> = n=1)"

ist richtig (denn wir werden N als {1,2,3, ...} definieren).

Der Existenzquantor, geschrieben 3, wird verwendet um auszudriicken, dass es ein x € X
mit einer gewissen Eigenschaft gibt. Genauer steht ,3x € X : A(z)“ fir ,Es gibt ein z € X,
fiir das die Aussage A(z) gilt“. Zum Beispiel ist die Aussage

L,dneN:n=n?«

richtig, da n = 1 eine natiirliche Zahl ist, die 1% = 1 erfiillt. Weiters ist auch die Aussage

2

,dn € N:(n=n" = n=1)"

richtig, was man &hnlich wie zuvor sieht oder alternativ wie folgt: n = 5 erfiillt dass 5 # 25 =
52, womit die Implikation ,5 = 52 = 5 = 1“ wahr ist.

Bemerkung (Alternative Notation). Anstelle der Symbole V respektive 3 werden teilweise auch
die weniger gebrauchlichen Symbole A respektive \/ als Synonyme verwendet. Letztere haben
den Vorteil, dass sie andeuten, dass A ein erwachsen gewordenes A und \/ ein erwachsen
gewordenes V darstellt. Um diesen Kommentar besser zu verstehen, nehmen wir an, dass
X = {x1,22,23,...,2,} eine endliche Menge ist, die genau die Elemente z1,...,x, enthilt.

Dann gilt

§ (/\x €X: A(m)) = (A1) AA(@2) A ... A Alzn))
und

§ (\/1: €X: A(x)) = (A1) V A@2) V...V Alzn))

Spater werden wir sehen, dass die Symbole N, () fiir den Durchschnitt von Mengen den Symbo-

len A,V und die Symbole U, | J fiir die Vereinigung von Mengen den Symbolen V, 3 entsprechen.

Kombinieren wir V und 3 so treten sehr schnell fiir den allgemeinen Sprachgebrauch viel-
leicht subtile aber fiir die Logik und die Mathematik fundamentale Eigenheiten der Quantoren
zu Tage: Seien X, Y Mengen und fiir jedes x € X und y € Y sei A(z,y) eine Aussage. Dann

haben die Aussagen

wreX JyeVY : Az, y)“

12
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und
L,y eY Ve e X : A(z,y)*

sehr verschiedene Bedeutungen.

Beispiel 1.6 (Nicht-vertauschbare Quantoren). Angenommen X steht fir die Menge der
Studienanfinger an der ETH, Y fir die Menge der Vorlesungen fir Studienanfinger. Zu
x € X undy €Y sei A(z,y) die Aussage ,Student x interessiert sich fir die Vorlesung y*.
Dannist , Ve € X Jy € Y : A(x,y)“ hoffentlich wahr (oder es gibt Studenten, die sich fiir das
vollig falsche Studium entschieden haben). Die Aussage ,, Iy € Y Vx € X : A(x,y)“ ist jedoch
falsch, denn es gibt sicher zwei Studienanfinger, die keine gemeinsame Vorlesung besuchen

und auch komplett verschiedene Interessen haben.
Ein mathematisches Beispiel fiir das gleiche Ph&nomen:

Beispiel 1.7 (Nicht-vertauschbare Quantoren). Sei Y = X eine beliebige Menge. Die Aussage
S, Ve e X Jy €Y : x = y“ ist dann sicher richtig, da wir fir jedes x € X einfach y = x
wdhlen kénnen. Die Aussage ,, Jy € X Vo € X : x = y“ hingegen ist nur fir sehr spezielle
Mengen richtig, welche?

Diese Beispiele sind moglicherweise zu einfach; wir werden jedoch der Problematik, dass
man einen Existenz- mit einem Allquantor nicht vertauschen darf, in komplizierten Situationen

wieder begegnen. Fiir zwei Quantoren der gleichen Sorte ist die Situation einfacher:

Wichtige Ubung 1.8 (Vertauschbarkeit von Quantoren). Seien X,Y zwei Mengen und fir
jedesx € X undy €Y sei ,,A(x,y)* eine Aussage. Uberzeugen Sie sich oder noch besser eine

Mitstudentin/einen Mitstudenten davon, dass

S(VreXVyeY :A(z,y) < (VyeY VeeX:Ax,y))“
JEreX JyeY  Alx,y) < (FyeY Jx e X : A(x,y))“

wahre Aussagen sind.

Auf Grund der Aussage in Ubung 1.8 werden wir, gegeben eine Aussage ,,A(z,y)“ iiber
zwei Elemente einer Menge X, anstelle von der Aussage Vo € X Vy € X : A(x,y)“ auch
S,y € X 1 A(z,y)* und anstelle von ,Jz € X Jy € X : A(x,y)* auch ,Jx,y € X : A(x,y)“
schreiben.

Wir bemerken noch eine sonderbare Eigenheit des Allquantors. Sei X die Menge, die
keine Elemente enthélt (die sogenannte ,leere Menge® - siehe ndchsten Abschnitt). Dann ist
Vo € X 1 A(zx)* immer wahr, unabhéngig davon, welche Aussage A(x) ist.

Man kann die Quantoren und die logischen Operationen auf sehr viele Arten kombinieren
und sehr schnell sehr komplizierte Aussagen bilden. Spéter werden wir viele Beispiele sehen.
Als néchstes mochten wir hier aber noch die Negation von Quantoren besprechen. Intuitiv

ist die Negation des Allquantors ein Existenzquantor und die Negation des Existenzquantors
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ein Allquantor. Besser und genauer ausgedriickt gelten fiir eine beliebige Aussage ,, A(x)“ iiber

Elemente einer Menge X die folgenden Aussagen:

(Ve e X 1 A(x)) <= Jr e X : -A(x)"

(1.5)
(3 e X1 Ax) <= Vo e X :-Ax)

Beispielsweise ist die Negation von ,,Auf jedem Planeten herrscht Gravitation® die Aussage
»Es gibt einen Planeten, auf dem keine Gravitation herrscht‘. Bei mehreren Quantoren verhélt
sich die Negation dhnlich wie ein Minus-Symbol vor einem geklammerten Ausdruck und kann

,nach Innen“ geschoben werden. Wir empfehlen dies in folgender Ubung zu iiberdenken.

Wichtige Ubung 1.9 (Negation und verkniipfte Quantoren). Sei X eine Teilmenge der
reellen Zahlen R. Bilden Sie die Negation folgender Aussagen und versuchen Sie die Negation
so weit wie moglich nach ,,rechts zu verschieben (obwohl die Aussagen geometrische Bedeutung

haben, muss man diese weder kennen noch verstehen, um die Aufgabe zu losen):
o VyeRVe>0IreX:|x—y|l<e
e VyeX Ie>0VeeX:|z—y|<e = z=y"
o Ve>0VexeX yeX:(y#x)N|jx—y| <e“

Hier ist ,Ne > 0 : A(e)“ eine gebrauchliche Kurzform fir Ve € R:e >0 = A(e)“ oder
anders ausgedrickt fir Ve € {x € R |z > 0} : A(e)“. Die Aussage ,3c > 0 : A(e)“ steht fir
,Je €R:e> 0N A(e) oder dquivalenterweise fir ,3e € {x € R | x > 0} : A(e)“. Sie konnen
fiir die Negation von ,|x —y| < €“ auch einfach ,—(|x — y| < €)“ schreiben, doch ist dies auf

Grund tblicher Definitionen und FEigenschaften von R dquivalent zu ,|x — y| > “.

Ein dritter Quantor, der hiufig verwendet wird, ist der Quantor der eindeutigen Exi-
stenz, geschrieben 3! . Dieser ldsst sich mit Hilfe der beiden Quantoren V und 3 wie folgt
definieren: Die Aussage ,,3lx € X : A(z)“ wird durch

s(Fr e X Alx) AN (Vo,y € X : (A(x) NA(y) = = =y))"

definiert. Sie bedeutet, dass es ein x in X gibt, das die Aussage A(x) erfiillt und dass dieses =
durch die Aussage eindeutig bestimmt ist. Es gibt also kein weiteres Element y € X, welches
nicht gleich z ist und A(y) erfillt.

Ubung 1.10. Formulieren Sie ein konkretes Beispiel zu obigem. In anderen Worten: finden

Sie eine Aussage tiber Elemente einer Menge, die von genau einem FElement erfillt wird.

Eine Warnung: Sei X eine Menge und A(z) eine Aussage iiber Elemente von X. Nach
dem Satz ,Es gibt ein eindeutig bestimmtes z¢ in X, das A(zg) erfiillt.“ wird oft dieses
xo in weiteren Argumenten verwendet. Da xg eindeutig festgelegt ist, ist dies akzeptabel.
Manchmal wird aber auch nach dem Satz ,,Es gibt ein = in X, das A(x) erfillt.” so ein =

in der Argumentation benotigt. Hier sollte man erwéhnen, dass so ein x gewéhlt wird. Des

14



Kapitel 1.3 Logische Begriffe

Weiteren sollte man, wenn noétig, sicher stellen, dass das darauf Folgende nicht (oder nur auf

unwesentliche Weise) von der Wahl von x abhéngt.

Ubung 1.11. Zum Spass: Betrachten Sie den Satz ,,Everybody loves my babe, but my babe
loves no one but me“ (leicht adaptiert nach Louis Armstrong) vom streng logischen Standpunkt.

Handelt er von einem Liebespaar?
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1.4 Mengenlehre und Abbildungen

1.4.1 Naive Mengenlehre

Georg Cantor definierte 1895 in [Can95| den Begriff einer Menge wie folgt:

, Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohl-
unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denken (welche Ele-

mente von M genannt werden) zu einem Ganzen.*

Also sind die zentralen Annahmen der naiven Mengenlehre (oder Cantorschen Mengenlehre)

(1) Eine Menge besteht aus beliebigen unterscheidbaren Elementen.
(2) Eine Menge ist unverwechselbar durch ihre Elemente bestimmt.

(3) Jede Eigenschaft A(z) definiert die Menge der Objekte {x | A(z)}, die diese Eigenschaft
besitzen (das heisst, die Aussage A(x) erfiillen).

Manchmal schreiben wir eine Menge durch eine konkrete Auflistung ihrer Elemente (M =
{x1,x9,...,2,} zum Beispiel). Die leere Menge, geschrieben als {} oder auch (), ist die Men-
ge, die keine Elemente enthélt. Mengen werden teilweise auch Familien (oder Kollektionen,
Ansammlungen) genannt. Wir schreiben ,x € X, falls z ein Element der Menge X ist. Je
nach Zusammenhang nennen wir die Elemente mitunter auch Punkte, Zahlen oder Vektoren.
Falls = kein Element der Menge X ist (also =(z € X)), so schreiben wir auch =z ¢ X.

Definition 1.12 (Inklusionen). Wir sagen, dass eine Menge P Teilmenge einer Menge @ ist
und schreiben P C @, falls fiir alle x € P auch x € @ gilt (in Pradikatenlogik Vo € P : z € Q).
Wir sagen, dass P eine echte Teilmenge von ) ist und schreiben P C @), falls P eine
Teilmenge von (@ ist, aber nicht gleich @Q ist. Wir schreiben P € @, falls P keine Teilmenge
von @ ist (also =(P C Q) gilt).

Aquivalente Formulierungen fiir ,, P ist eine Teilmenge von Q“ sind ,, P ist in ) enthalten“
und ,,@ ist eine Obermenge von P“, was wir auch als ,,() D P* schreiben. Die Bedeutung der

Aussage ,,@ ist eine echte Obermenge von P*, geschrieben Q) 2 P, ergibt sich nun implizit.

Ubung 1.13. Seien P,Q Mengen. Formuliere die Aussagen P ist eine echte Teilmenge von
Q“ und ,P ist keine Teilmenge von Q“ in Prdidikatenlogik.

Wegen der zweiten Annahme der naiven Mengenlehre sind zwei Mengen P, () genau dann
gleich, wenn P C @ und Q C P gelten. Insbesondere konnte {x,y} = {z} gelten, falls
x =1y = z ist (es gibt fiir Elemente einer Menge keine Vielfachheiten). Im Folgenden fiihren

wir gelaufige Konstruktionen von Mengen aus gegebenen Mengen ein.

Definition 1.14 (Mengenoperationen). Seien P, Q zwei Mengen. Der Durchschnitt P N Q,

die Vereinigung PUQ, das relative Komplement P\ (@ und die symmetrische Differenz
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PAQ sind durch

PnQ={z|zePArxecQ}
PuQ={z|zePVvzeqQ}
P\Q=A{z|zePrz¢Q}
PrQ=P\QUQQ\P={z|ze PXORzeQ}

definiert. Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, dass alle betrachteten Mengen Teilmengen
einer gegebenen (Ober-) Menge X sind, dann ist das Komplement P¢ von P (in X) definiert
durch P¢ = X \ P. Dies ist alles in den Bildern 1.4 und 1.5 veranschaulicht.

P Q P Q
(D a
P Q P Q

Figur 1.4: Schnitt, Vereinigung, Komplement beziehungsweise symmetrische Differenz von
P, Q. Skizzen dieser Art nennen sich auch Venndiagramme.

PC

Figur 1.5: Das Komplement P° = X \ P von P in X.

Ubung 1.15 (Distributivgesetze). Zeigen Sie die folgenden Distributivgesetze:
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(i) Seien A, B,C Aussagen. Zeigen Sie

(AVB)AC < (ANC)V (BAC)
(AANB)VC < (AVC)A(BVCO)

(ii) Seien P,Q, R Mengen. Zeigen Sie

Kénnen Sie auch Kommutativ- und Assoziativgesetze formulieren?

Ubung 1.16 (Gesetze von De Morgan). Seien P,Q Teilmengen einer Menge X . Zeigen Sie
den folgenden Spezialfall der De Morganschen Gesetze:

(PUQ) =P NQ",
(PNQ) =P U

Erlgutern Sie Ihr Vorgehen an einem Bild im Stile von Figuren 1.4 und 1.5.

Wir verallgemeinern nun zwei Begriffe aus Definition 1.14:

Definition 1.17 (Beliebige Vereinigungen und Schnitte). Sei A eine Kollektion von Mengen.

Dann definieren wir die Vereinigung resp. den Schnitt der Mengen in A als

UA:{:J:]EIAGA::BEA}
AeA

(NA={z|vAcA:zc A}
AcA

Vergewissern Sie sich an dieser Stelle, dass diese beiden Begriffe zu Definition 1.14 kompa-
tibel sind. Falls wir die Vereinigung nicht iiber alle Mengen in A nehmen wollen, sondern nur

iiber solche, die eine gewisse Eigenschaft F(A) erfiillen, dann schreiben wir auch

J 4= U A

ACAE(A) Ae{BeA|E(B)}
und analog fiir den Durchschnitt. Falls A = {A1, A, ...}, dann schreiben wir auch
Ua=UJ4a=A={zIneN:zec A}
n>1 n=1 AcA

und

(NAn=(1An=[)A={z|WmeN:zcA,}.

n>1 n=1 AcA
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Wichtige Ubung 1.18 (De Morgansche Gesetze). Sei A eine Kollektion von Mengen. Zeigen

Sie die allgemeine Form der De Morganschen Gesetze:

(U -

AcA AcA
( ﬂ A) = U A°.
AecA Aec A

Ubung 1.19. Was ist die Menge
oo
1 1
ﬂ {xER‘ —Sxﬁ},
n n
n=1
wobei n wie in Definition 1.17 dber alle natirlichen Zahlen lduft, und wie nennen wir dies?

Fiir unsere Zwecke wird folgende Definition ebenfalls niitzlich sein:

Definition 1.20 (Disjunktheit). Zwei Mengen A, B heissen disjunkt, falls AN B = {}. In
diesem Fall wird ihre Vereinigung AU B disjunkte Vereinigung genannt und auch als AL B
geschrieben. Fiir eine Kollektion A von Mengen, sagen wir, dass die Mengen in A paarweise
disjunkt sind, falls fiir alle Ay, A3 € A mit A # As gilt Ay N Ay = {}. Die Vereinigung der

Mengen in A wird dann auch disjunkte Vereinigung genannt und als | |, 4 A geschrieben.
Wir wenden uns nun einer weiteren, intuitiv vielleicht bekannten, Mengenkonstruktion zu:

Definition 1.21 (Kartesisches Produkt). Fiir zwei Mengen X und Y ist das kartesische
Produkt X x Y die Menge aller geordneten Paare (z,y) wobei x € X und y € Y. In
Symbolen,

XxY={(z,y)|re XundyeY}.
Allgemeiner ist das kartesische Produkt von n-Mengen X1, Xs,..., X,, definiert als
X1 x Xogx - x X, ={(x1,22,...,2n) | 71 € X1,20 € Xo,..., 2, € X, }.

Weiters definieren wir X", fiir eine natiirliche Zahl n, als das n-fache kartesische Produkt von
X mit sich selbst. Das heisst, X? = X x X, X3 = X x X x X und so weiter.

Graphisch (meist schematisch) wird das kartesische Produkt X x Y zweier Mengen X, Y
wie in folgendem Bild dargestellt.
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X
Figur 1.6: Zwei Darstellungen von X x Y.

Wir wollen kurz ein paar Beispiele dieser Konstruktion erwéhnen.

Beispiel 1.22 (Einige kartesische Produkte). Falls X = {0, 1} ist, dann ist
X?=1{0,1}* = {(0,1),(1,0), (0,0), (1,1)} .

Falls X = {a,b,c,...,z} die Menge der Buchstaben im Alphabet ist, so kann man X™ mit der
Menge aller mdglichen (potenziell sinnfreien) Worter der Linge n identifizieren. Die Menge der

deutschen Worter der Linge n bildet eine echte Teilmenge von X" unter dieser Identifikation.

Ubung 1.23 (Digitale Uhr). Die Menge der von einer digitalen Uhr angezeigten Uhrzeiten

ldsst sich als kartesisches Produkt zweier Mengen auffassen. Wie?

Ubung 1.24 (Schnitte von Rechtecken). Seien X,Y Mengen und A, A’ Teilmengen von X,
B, B’ Teilmengen von Y. Zeigen Sie die Formel

(Ax B)N (A x B') = (AN A') x (BN B).

Uberzeugen Sie sich auch davon, dass es keine dhnliche Formel fir die Vereinigung gibt.
Unsere vorerst letzte Konstruktion von Mengen ist in der néchsten Definition gegeben:

Definition 1.25 (Potenzmenge). Fiir eine Menge X ist die Potenzmenge P(X) durch die

Menge all ihrer Teilmengen gegeben, das heisst
P(X) ={Q | Q ist eine Menge und Q C X'}.

Ubung 1.26. Bestimmen Sie P({}) und P(P({})).

Der Grund, warum obiges die naive Mengenlehre genannt wird, ist, dass sie Anfang des
zwanzigsten Jahrhunderts durch die axiomatische Mengenlehre (ZF- oder ZFC-Mengen-
lehre abhéngig von einem weiteren Axiom - ZF steht fiir Zermelo-Fraenkel) ersetzt wurde.

Denn die naive Mengenlehre kann sehr schnell zu Widerspriichen gefiihrt werden:
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Beispiel 1.27 (Russell 1903, [Rus03]). Sei R die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst

enthalten, also
R={X| X ist eine Menge und X ¢ X}.

Stellt man nun die Frage, ob R selbst zu R gehoren kann, so erhdlt man ,R € R <= R ¢ R*“.

Dies kann aber nicht gelten und ist also ein Widerspruch der naiven Mengenlehre.

Dieses Beispiel wird Russell-Paradox genannt (siehe auch diesen Link) und ist eine Ver-
sion des sogenannten Liigner-Paradoxons (,,Dieser Satz ist falsch.“ oder ,Ich liige immer.“).
Es entstand, da wir ohne verniinftige Einschrankungen das Bilden beliebiger neuer Mengen
erlaubten. In der axiomatischen Mengenlehre werden nur gewisse Konstruktionen (wie zum
Beispiel das kartesische Produkt oder die Potenzmenge) erlaubt, was dazu fiihrt, dass die Men-
ge R aus dem Russell-Paradox keine Menge mehr ist. Dies 16st den Widerspruch auf: R kann
sich somit nicht selbst enthalten, da R ja nur Mengen enthélt. R wird in der axiomatischen
Mengenlehre eine Klasse genannt. Weiters diirfen Klassen nicht als Elemente von Mengen
oder Klassen auftreten.

Im folgenden bedienen wir uns der naiven Mengenlehre, da wir die Zeit nicht aufbringen
konnen, die axiomatische Mengenlehre ausreichend zu besprechen und da wir auf jeden Fall
nur “verniinftige” Mengenkonstruktionen verwenden werden. (Dies macht vom streng logischen

Standpunkt wenig Sinn, ist aber ein notwendiger Kompromiss.)

Ubung 1.28 (Der Barber aus Sevilla). Bart, der Barber in dem Dorf Sevilla, rasiert alle
Mdnner von Sevilla, die sich nicht selbst rasieren. Sonst rasiert Bart aber niemanden. Rasiert
Bart sich selbst?

1.4.2 Abbildungen

Der Begriff der Funktion ist fiir die Analysis, die Lineare Algebra, die Mathematik allgemein

und ihre Anwendungen unentbehrlich.

Definition 1.29 (Funktionen und erste dazugehorige Begriffe). In Worten ausgedriickt ist
eine Funktion f von der Menge X nach der Menge Y eine Zuordnung, die jedem x € X ein
eindeutig bestimmtes y = f(z) € Y zuweist. Wir schreiben f : X — Y fiir eine Funktion von X
nach Y und sprechen manchmal auch von einer Abbildung oder einer Transformation. Zu
einer Funktion f: X — Y wird X der Definitionsbereich von f und Y der Wertebereich
(oder Zielbereich) von f genannt. Im Zusammenhang mit der Funktion f wird ein Element
x des Definitionsbereichs auch Argument und ein von der Funktion angenommenes Element
y = f(z) €Y fiir ein x € X auch Wert der Funktion genannt.

Zwei Funktionen f1: X1 — Y7 und f5: Xo — Y5 gelten als gleich, falls X1 = X5, Y1 = Y5
und fi(z) = fo(x) fiir alle x € X; gilt. Das Bild einer Funktion f: X — Y ist die Menge

fX)={yeY|FreX:y=/flz)}.
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Falls f : X — Y eine Funktion und A eine Teilmenge von X ist, dann definieren wir die
Einschrinkung f|4 : A — Y durch f|a(z) = f(z) fir alle 2 € A. Umgekehrt wird die
Abbildung f auch als eine Fortsetzung der Funktion f|4 bezeichnet. Des Weiteren definieren
wir das Bild der Teilmenge A unter f als

f(A) = fla(A) ={yeY [Tz e A:y= f(z)}.
Beispiel 1.30 (Erste Funktionen).

(a) Sei X eine Menge. Die Identitdtsabbildung idx : X — X ist die Funktion definiert
durch idx (z) = x fir alle z € X.

(b) Seien X, Y Mengen und sei yo € Y. Dann ist f : X — Y definiert durch f(x) = yo fir

alle x € X eine Funktion. Solche Funktionen werden konstante Funktionen genannt.

(c) Sei A C X eine Teilmenge.Die Funktion

14:X —{0,1}

)0 firzgA
]lA(x)_{ 1 firxeA

wird die charakteristische Funktion von A genannt. Das Bild von 1 4 ist genau dann
ganz {0,1}, wenn die Menge A weder leer noch ganz X ist (wieso?).

(d) Fiir zwei Mengen X1, Xo definieren wir die Projektionen

7T1:X1><X2—>X1

7T1((SL’1,1’2)) =
und

7T2:X1><X2—)X2

7T2((561, 562)) = Z9.

Das Bild von 71 ist X1, falls Xo nicht leer ist, und ebenso ist ma(X1 X Xo) = Xo, falls

X1 # {}. Wir schreiben manchmal auch mx, anstelle von 1 und wx, anstelle von .
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T2
XoDZy @ - — ——— — — — .(371-/1'2)

D!

\

1€ X4

Oft, aber bei weitem nicht immer, wird eine Funktion durch eine Formel wie zum Beispiel
y = 2 definiert, doch ohne Angabe des Definitionsbereichs und des Wertebereichs wire die
Definition der Funktion unvollsténdig (siehe auch Beispiel 1.33). Wir diskutieren hier kurz
gelaufige Art und Weisen, diesen Mangel zu beheben. Ist f : X — Y eine Funktion, so

schreibt man auch
f:X=Y o f(x)
oder

f:X—=Y

wobei f(z) eine konkrete Formel sein konnte. Beispielsweise wire f : R — R, x ~— 22 eine

vollstandig definierte Funktion in dieser Notation. Alternativ schreibt man auch
reXr— f(x)ey,

also zum Beispiel 2 € R +— 22 € R, und hat auch hier Definitions- und Wertebereich angege-
ben. Wir sprechen ,— unter anderem als ,,wird abgebildet auf* aus.

Definition 1.31 (Drei Eigenschaften von Funktionen). Sei f: X — Y eine Funktion.

e Die Funktion f heisst injektiv oder eine Injektion falls fiir alle 1,22 € X gilt, dass

f(x1) = f(z2) = 21 = 22.

e Die Funktion f ist surjektiv, eine Surjektion oder eine Funktion von X auf Y, falls
f(X) =Y.

e Die Funktion f heisst bijektiv, eine Bijektion oder eine eineindeutige Abbildung,
falls f surjektiv und injektiv ist.
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Eine Funktion f : X — Y ist also nicht injektiv, falls zwei verschiedene Elemente x1, xo € X
existieren mit f(x1) = f(z2). Im Bild:

Applet 1.32 (Funktionen auf Mengen mit hochstens drei Elementen). In diesem Applet
kann man verschiedene Funktionen f von einer Menge X mit hochstens drei Elementen nach
einer Menge Y mit héchstens drei Elementen definieren. Hierbei kommt es zu verschiedenen

Eigenschaften der Funktion.

Beispiel 1.33 (Ist Quadrieren bijektiv?). Ist x s 22 injektiv, surjektiv oder bijektiv? Diese
Frage macht wie oben erklirt (noch) keinen Sinn, da weder Definitionsbereich noch Wertebe-
reich festgelegt wurden und wir diese zur Beantwortung der Frage kennen miissen. Folgende
Beobachtungen bestdtigen, dass die Antwort zur Frage in der Tat von der Wahl des Definiti-

onsbereichs und des Wertebereichs abhdngt:

(a) Die Funktion f:Rsq — R, x> z? ist injektiv, denn falls x,y zwei nicht-negative Zahlen

mit © < y sind, so gilt auch x*> < y?. Genauso folgt aus x > y, dass x> > y? ist. Sie
ist jedoch nicht surjektiv: —1 ist nicht Element des Bildes von f, da Quadrate von reellen

Zahlen niemals negativ sind.

(b) Die Funktion f : R — Rsq, z — x? ist surjektiv (es existiert eine Wurzel), sie ist aber
nicht injektiv, denn f(1) =1 = (=1)2 = f(-1).

(¢) Die Funktion f :Rsq — Rsq, x> 22 ist bijektiv.
Wir werden diese Aussagen spdter noch ausfihrlicher beweisen.

Sei f : X — Y eine bijektive Funktion. Dann existiert zu jedem y € Y ein eindeutig
bestimmtes x € X, so dass y = f(z): Da f surjektiv ist, existiert ein solches z und da f injektiv
ist, kann es hochstens ein solches x geben. Daher riithrt auch die Bezeichnung ,eineindeutige

Abbildung® fiir eine Bijektion. Insbesondere kann man wie folgt eine Abbildung definieren.

Definition 1.34 (Umkehrabbildung). Sei f : X — Y eine Bijektion. Die Umkehrabbildung
(Inverse Abbildung oder auch kurz f invers) f~!: Y — X von f ist die Abbildung, welche
jedem y € Y das eindeutig bestimmte Element x € X mit y = f(z) zuweist.

An dieser Stelle sollte man noch erwihnen, dass f~! nicht durch eine Formel gegeben sein

muss, selbst wenn f durch eine Formel definiert war. Des Weiteren wollen wir anmerken, dass
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sich allgemeiner fiir eine injektive Funktion f : X — Y eine Umkehrabbildung mit einge-
schrinktem Definitionsbereich f~! : f(X) — X definieren lisst. In der Tat ist die Funktion
x e X f(x) e f(X) (also ,,f mit eingeschranktem Wertebereich®) bijektiv.

Definition 1.35 (Verkniipfung). Angenommen f: X — Y und ¢ : Y — Z sind Funktionen.
Dann ist die Verkniipfung go f : X — Z (gesprochen g nach f oder g Ring f) fiir alle x € X
durch go f(z) = g(f(z)) definiert.

Wir bemerken, dass fiir eine bijektive Abbildung f : X — Y und ihre Umkehrabbildung
f~1:Y — X die Identititen

foft=idy, flof=idx

erfiillt sind — eben per Konstruktion von f~! (siche auch Ubung 1.44).

Beispiel 1.36 (Assoziativgesetz fiir Verkniipfungen). Seien f : X7 — Xo, g : X2 — X3,
h: X3 — X4 Funktionen. Dann kénnen wir sowohl die Funktion ho(go f): X1 — X4 als auch
die Funktion (hog)o f: X1 — X4 betrachten. Gliicklicherweise sind die Klammern irrelevant,

denn es gilt

ho(go f)(z)=h(go f(z)) =h(g(f(z)) =hog(f(z)) = (hog)o f(z)
fir alle x € X1. Deswegen schreiben wir einfach hogo f: X1 — X4.

Beispiel 1.37 (Verkniipfung ist nicht kommutativ). Fir zwei Funktionen f : X — Y und
g:Y — Z macht zwischen go f und f o g im Allgemeinen nur g o f Sinn, da f nicht auf Z
definiert sein muss. Dies kann man sich mit einer Analogie aus der Informatik illustrieren.
Seien zwei Programme Py, Py gegeben, so dass Py eine Zahl als Input und einen Zeichenkette
als Output hat und Py eine Zeichenkette als Input und eine Zeichenkette als Output hat. In
diesem Fall kann man Py den Output von Py als Input tibergeben; umgekehrt jedoch kann man
Py den Output von Py nicht iibergeben, da P; nur mit einer Zahl etwas anzufangen weiss.

Nimmt man nun an, dass X =Y = Z, so dass sowohl go f als auch fog Sinn machen und
beide Abbildungen auf X definiert sind, dann gilt die Gleichheit go f = f o g im Allgemeinen
trotzdem nicht. Wir nennen ein geometrisches Beispiel. Seien X =Y = Z = R?, f die
Spiegelung um die y-Achse und g die Verschiebung (Translation) um 1 in positiver Richtung
entlang der x-Achse. Der Ursprung (0,0) wird unter go f auf (1,0) abgebildet und unter fog
auf (—1,0) abgebildet, also gilt go f # fog.

Eine Funktion, fiir die Wertebereich gleich dem Definitionsbereich ist, ldsst sich auch mit

sich selbst verkniipfen.

Definition 1.38 (Iterationen einer Funktion). Sei f : X — X eine Funktion von einer Menge
X auf sich selbst. Wir definieren die Iterationen der Funktion f durch

fl=f: X=X, fP=fof: X=X, fP=fofof: X=X
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und rekursiv auch
fert =fogem X 5 X

fiir alle natiirlichen Zahlen n € N. Wir sprechen f°™ auch als ,,f hoch n“ aus und setzen des
Weiteren f°9 = idy.

Wir bemerken, dass man die Iteration einer Funktion f : X — X oft einfach auch durch
f™ = f°" bezeichnet.?

Ubung 1.39 (Beispiele und eine Eigenschaft von Iterationen).

(i) Sei X = {a,b,c} eine Menge mit 3 verschiedenen Elementen und f : X — X die
Funktion definiert durch f(a) = b, f(b) = ¢ und f(c) = a. Zeigen Sie, dass f bijektiv

ist. Beschreiben Sie die Umkehrabbildung und alle Iterationen von f explizit.

(11) Iterieren Sie die Funktion g : x € R — 3z € R und beschreiben Sie intuitiv, wie sich

fo™(x) fir ein x € R und verschiedene n € N verhdlt.

(iii) Iterieren Sie die Funktion g : x € R — 22 € R und beschreiben Sie intuitiv, wie sich

f°o™(x) fir ein x € R und verschiedene n € N verhdlt.

(iv) Sei X eine Menge und f: X — X eine Transformation auf X. Zeigen Sie, dass fir alle
m,n € Ny gilt fo™ o fon = fo(mtn),

Fiir eine Abbildung f : X — X auf einer endlichen Menge X sind Injektivitat und Surjek-
tivitdt dquivalent (siehe auch Abschnitt 1.4.4). Fiir unendliche Mengen ergeben sich jedoch

weitere Moglichkeiten, die auf den ersten Blick ungewohnlich erscheinen kénnten.

Beispiel 1.40 (Hilbert—Hotel). Die Abbildung
fineN—n+1eN

ist zwar ingektiv aber nicht surjektiv, denn 1 ¢ f(N). Dies kann man sich zur Veranschauli-
chung wie folgt vorstellen: Angenommen ein Hotel (das sogenannte Hilbert Hotel) ist voll
belegt und hat fiir jede natirliche Zahl n ein Hotelzimmer mit der Tirnummer n (entlang ei-
nes wirklich sehr langen Ganges der Reihe nach nummeriert). Dann kann man trotzdem noch
einen Gast unterbringen. Dazu muss die Rezeption bloss dem Gast im ersten Zimmer einen

Brief mit folgender Botschaft aushdndigen:

,, Wir bedauern, Ihnen mitzuteilen, dass wir Ihnen ein neues Zimmer zuweisen mis-
sen. Bitte tibergeben Sie diesen Brief dem Gast im ndchsten Zimmer und tiberneh-

men Sie dieses Zimmer, sobald es frei ist.“

Daraufhin wird das erste Zimmer frei sein, wo dann der neue Gast untergebracht werden kann.

Ebenso bekommen alle alten Gdste jeweils ein neues Zimmer.

2Wir wollen die Notation f°™ verwenden, um Verwirrungen mit der n-ten Potenz einer reellwertigen
Funktion zu vermeiden.
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Genauso gibt es auch surjektive Abbildungen N — N, die nicht injektiv sind, zum Beispiel

1 fallsmn=1

g:N—>N, n—
n—1 fallsn#1

Das Gedankenspiel von Hilberts Hotel lisst sich durchaus erweiteren. Wir verweisen dazu auf

die nichste Ubung und diesen Kurzfilm, der folgende Ubung auflost und erweitert.

Ubung 1.41 (Hilberts Bus). Wir setzen das Gedankenspiel von Hilberts Hotel fort: Stellen Sie
sich vor, dass ein sehr langer, voll besetzter Bus mit Gasten vor Hilberts vollem Hotel auffdhrt,
der fiir jede natirliche Zahl einen entsprechend nummerierten Sitzplatz aufweist. Wie kénnen
Sie die neuen Giste alle im Hotel unterbringen? Welche Abbildung h : N — N kénnen Sie

verwenden, um im Hotel Platz zu beschaffen?

Sowohl die Eigenschaften in Definition 1.31 als auch die Verkniipfung in Definition 1.35 sind

so grundlegend, dass wir nicht umhin kommen, einige fundamentale Tatsachen zu beweisen:

Lemma 1.42 (Eigenschaften von Verkniipfungen). Seien f: X — Y und g : Y — Z Funk-

tionen.
(i) Falls f und g injektiv sind, dann ist auch g o f injektiv.
(i1) Falls f und g surjektiv sind, dann ist auch g o f surjektiv.
(iii) Falls f und g bijektiv sind, dann ist auch go f bijektiv und es gilt (go f)™' = f~Log™L.

Beweis. (i): Angenommen f und g sind injektiv und g o f(x1) = g o f(x2) fiir zwei Elemente
21,25 € X. Wegen go f(1) = g(f(a1)) und g f(z2) = g(f(22)) muss f(z1) = [(z2) gelten,
da g injektiv ist. Da f injektiv ist, gilt x1 = xo. Dies zeigt, dass g o f injektiv ist.

(ii): Angenommen f und g sind surjektiv und z € Z ist ein beliebiges Element. Da g
surjektiv ist, konnen wir ein y € Y mit g(y) = z wihlen. Da auch f surjektiv ist, gibt es ein
x € X mit f(x) =y und damit go f(x) = g(f(z)) = g(y) = 2. Also existiert fiir jedes Element
z € Z ein Element € X mit g o f(z) = z und daher ist g o f surjektiv.

(iii): Angenommen f und g sind bijektiv. Der erste Teil von (iii) folgt direkt, denn nach (i)
ist go f injektiv und nach (ii) surjektiv. Wir verifizieren nun die behauptete Formel. Sei z € Z.
Wir miissen zeigen, dass f~1(¢g7!(2)) ein Punkt (und damit der Punkt) ist, der unter g o f
auf z abgebildet wird. Tatséichlich gilt wegen f(f~!(y)) = y fiir alle y € Y und g(g~'(2)) = 2
fiir alle z € Z auch

go f(f g (=) = g(f (S g™ () = 997" (2)) = 2
und (iii) ist bewiesen. O

In der folgenden Ubung kombinieren wir die Begriffe aus den Definitionen 1.31 und 1.35

ein weiteres Mal:

Wichtige Ubung 1.43 (Weitere Eigenschaften von Verkniipfungen). Seien f : X — Y und
g:Y — Z Funktionen.
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(i) Zeigen Sie, dass g surjektiv ist, falls g o f surjektiv ist. Uberzeugen Sie sich davon, dass
in diesem Fall f nicht unbedingt surjektiv sein muss.

(ii) Zeigen Sie, dass f surjektiv ist, falls g o f surjektiv und g injektiv ist.

(iii) Zeigen Sie, dass f injektiv ist, falls go f injektiv ist. Uberzeugen Sie sich davon, dass in
diesem Fall g nicht unbedingt injektiv sein muss.

(iv) Zeigen Sie, dass g injektiv ist, falls g o f injektiv ist und f surjektiv ist.

Wichtige Ubung 1.44 (Bijektivitdt und Existenz einer Umkehrabbildung). Sei f : X — Y
eine Funktion. Wenn f bijektiv ist, dann gelten f~' o f =idx und f o f~' = idy, wie schon
bemerkt wurde. Wir zeigen hier die ,, Umkehrung®: Angenommen es existiert eine Funktion g :
Y — X, so dass go f = idx und fog = idy. Zeigen Sie unter Verwendung der letzten Ubung,
dass f bijektiv ist und dass g = f~' gilt. Des Weiteren, diberpriifen Sie, dass f~' 1Y — X
ebenfalls bijektiv ist. Was ist die Umkehrabbildung von f=12

Folgende Definition ist auch fiir nicht bijektive Funktionen niitzlich:

Definition 1.45 (Urbilder einer Funktion). Fiir eine Funktion f : X — Y und eine Teilmenge
B CY definieren wir das Urbild f~!(B) von B unter f als

fH(B)={ze X | f(z) € B}.

Beispielsweise gilt fiir eine Funktion f : X — Y, dass f~'({}) = {} und f~}(Y) = X. In

der nichsten Ubung priifen wir einige Eigenschaften der Definition des Urbilds.

Wichtige Ubung 1.46 (Verhalten von Bildern und Urbildern unter Mengenoperationen).
Gegeben sei eine Funktion f: X — Y und Teilmengen A, A’ C X und B,B' CY.

(i) Zeigen Sie, dass f(f~1(B)) C B gilt. Unter welcher Bedingung an f gilt auf jeden Fall
Gleichheit?

(i) Zeigen Sie, dass f~1(f(A)) D A gilt. Unter welcher Bedingung an f gilt auf jeden Fall
Gleichheit?

(11i) Zeigen Sie die Gleichungen
FLAAVA) = (AU fA), FTH(BUB)=f(B)Uf (B
(iv) Zeigen Sie, dass f(ANA") C f(A)N f(A") und dass Gleichheit gilt, wenn f injektiv ist.
Verifzieren Sie, dass in diesem Fall auch f(A\ A") = f(A)\ f(A") gilt.
(v) Zeigen Sie, dass f~1(BNB') = f~Y(B)Nf~YB’) und f~1(Y\ B) = X\ f~Y(B) gelten.

(vi) Verallgemeinern Sie die Regeln f~*(BU B') = f~Y(B)U f~Y(B’) und f~* (BN B’) =
fY(B) N f=YB") fiir beliebige Vereinigungen resp. Schnitte.
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Zusammenfassend sollten Sie sich merken, dass die Urbildoperation mit allen von uns be-
sprochenen mengentheoretischen Operationen (unter anderem Vereinigung, Durchschnitt und
Komplement) vertraglich ist, wihrend dies die Bildoperation nur fiir die Vereinigung oder unter

gewissen Bedingungen erfillt.

Mit Hilfe des folgenden Begriffs ldsst sich der Funktionsbegriff, der oben in Worten einge-

fithrt wurde, formalisieren:
Definition 1.47 (Graph einer Funktion). Sei f : X — Y eine Funktion. Der Graph von f
ist

graph(f) = {(z,y) € X xY |y = f(x)} € X x Y,

Der Graph einer Funktion enthilt viel Information iiber die Funktion selbst. Unter anderem
lasst sich aus dem Graphen bereits erkennen, ob die Funktion wohldefiniert ist (das heisst in
der Tat eine Funktion ist) oder nicht. Beispielsweise kann folgende Teilmenge von X x Y nicht

der Graph einer Funktion von X nach Y sein:

-

| =

T/

_—

Figur 1.7: Die hier dargestellte Teilmenge von X X Y ist nicht der Graph einer Funktion von
X nach Y. Denn man miisste dem griin markierten Punkt 21 in X vier verschiedene Punkte
in Y zuweisen, was der Definition einer Funktion widerspricht. Genauso problematisch ist der
Punkt zo € X, dem gar kein Punkt zugewiesen wird. Standardméssig nimmt man bei der
Darstellung des Graphen einer Funktion den Definitionbereich als die Horizontale und den
Wertebereich als die Vertikale.

Welche Teilmengen von X x Y Graphen einer Funktion sein kénnen und welche nicht,
wollen wir im Folgenden erkldren. Wir beginnen damit, das in Figur 1.7 aufgetauchte Problem

formal zu interpretieren:
Ubung 1.48 (Graphen und Projektion auf den Definitionsbereich).

(i) Sei f: X =Y eine Funktion. Wie in Beispiel 1.30 bezeichnen wir mit mp : X XY — X
die Projektion auf X, die durch (x,y) — x definiert ist und mit mo : X XY =Y die
Projektion auf Y. Zeigen Sie, dass m1|graph(s) : graph(f) — X bijektiv ist und finden Sie
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die Umkehrabbildung. Beweisen Sie des Weiteren die Identitdt

T2 0 (Wl‘graph(f))_l = fa

welche erkldart, wie man aus dem Graphen einer Funktion, die Funktion zuriickerhalten

kann.

(i) Zeigen Sie, dass eine Teilmenge T' C X X Y genau dann ein Graph einer Funktion
f:X =Y ist, wenn mi|p : T' = X bijektiv ist. Verifizieren Sie auch, dass in diesem Fall

f eindeutig bestimmit ist.

Auch die Eigenschaften aus Definition 1.31 lassen sich im Graphen erkennen. Unter anderem

ist ersichtlich, ob eine Funktion injektiv ist oder nicht:

Y

Figur 1.8: Dies ist der Graph einer nicht injektiven Funktion. Der griin markierte Punkt y in
Y wird unter der Funktion von vier verschiedenen Elementen in X angenommen.

Y

Figur 1.9: Dies ist der Graph einer injektiven Funktion. Der griin markierte Punkt y € Y ist
das Bild von nur einem Punkt in X. Dies ist immer noch der Fall, wenn y verschoben wird
(bis auf die Tatsache, dass y dann vielleicht gar nicht mehr im Bild liegt). In anderen Worten:
jede horizontale Linie schneidet den Graphen in héchstens einem Punkt.

Genauso lasst sich beurteilen, ob eine Funktion surjektiv ist oder nicht - siehe Figuren 1.10

und 1.11. Wir formalisieren dies in Ubung 1.50.
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Figur 1.10: Dies ist der Graph einer nicht-surjektiven Funktion. Der griin markierte Punkt y
in Y wird unter der Funktion von keinem Element in X angenommen.

Y

Y1

A"

Figur 1.11: Dies ist der Graph einer surjektiven Funktion. Jede horizontale Linie (wie zum
Beispiel jene durch y; oder ys) schneidet den Graphen in mindestens einem Punkt.

Applet 1.49 (Einschrankungen einer Funktion). Wir betrachten eine Funktion f : I — R, die
auf einem Intervall I in R definiert ist. Durch Einschrinken der Funktion auf Teilintervalle
[a,b] C I des Definitionsbereichs oder durch Einschrinken des Wertebereichs auf ein Intervall
[e,d] € R konnen wir mitunter Injektivitat, Surjektivitat, oder auch Bijektivitat der neuen

Funktion erreichen.

Wichtige Ubung 1.50 (Eigenschaften des Graphen unter Projektion auf den Wertebereich).
Sei f: X =Y eine Funktion.

e Zeigen Sie, dass f injektiv ist genau dann, wenn ma|gapn(s) injektiv ist.

e Zeigen Sie, dass f surjektiv ist genau dann, wenn To|grapn(f) Surjektiv ist. Intuitiv bedeu-

tet letzteres, dass die Projektion des Graphen graph(f) aufY jedes Element erreicht.

o Angenommen f ist bijektiv. Wie findet man den Graphen von f~'?
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Sei f : X — Y eine Funktion. Wir verwenden manchmal auch die Notation {f(z) | z € X}

fiir die Bildmenge f(X). Allgemeiner schreiben wir auch
{f@) |z e XNA@@)}={y|lyeY ATz e X: (f(z)=yAAx))},

wobei A(z) irgend eine Aussage iiber Elemente x von X ist. In dieser Gleichung haben
wir rechts genau nach dem Schema in der dritten Annahme an die Mengenlehre (siche Ab-
schnitt 1.4.1) eine Menge definiert und verwenden dies, um den kiirzeren Ausdruck links zu

definieren.

Applet 1.51 (Bilder und Urbilder). Wir betrachten eine Funktion f : I — R, die auf einem
Intervall I in R definiert ist. Je nach Einstellung des Applets wird entweder das Bild f(A)
eines Teilintervalls A = [x1,22) C I oder das Urbild f=([y1,ye]) eines Intervalls [y1,y2] C R
dargestellt.

Gewisse Objekte bezeichnet man als kanonisch oder natiirlich, wenn sie unabhéngig von
jeglicher Wahl sind. Dieser Begriff dringt sich insbesondere in der Linearen Algebra auf. Wir

mochten dies an einem Beispiel erlautern.

Beispiel 1.52 (Kanonische Abbildungen). Sei X eine Menge und A C X eine Teilmenge.
Wir betrachten injektive Abbildungen A — X und versuchen darunter eine kanonische aus-
zumachen. Da A C X eine Teilmenge ist, ist die injektive Abbildung A — X, die man am

schnellsten hinschreiben kann, die Inklusionsabbildung
1 A—> X, x—x

am natirlichsten. Denn wir mussten dazu weder spezifische Elemente von A noch von X wdh-
len. Es gibt nun aber ganz viele andere injektive Abbildungen von A nach X . Diese involvieren
jedoch alle eine (recht zufillige) Regel.

Wir untersuchen das konkrete Beispiel A = {a} und X = {a,b,c}. Dann gibt es 3 ver-
schiedene injektive Abbildungen A — X. Nebst der Inklusionsabbildung (die a auf a abbildet)

sind dies

o die Funktion A — X mit a — b und

o die Funktion A — X mit a — c.

Fiir diese beiden Abbildungen mussten wir jedoch die Menge X kennen und spezifische Ele-
mente von X (das wdren b,c) auswéihlen, was bei der Inklusionsabbildung nicht der Fall war.
In diesem Sinne ist die Inklusionsabbildung unter den injektiven Abbildungen A — X die
natirliche, die kanonische.

Ein weiteres interessanteres Beispiel bilden die in Beispiel 1.80 definierten kanonischen

Projektionen w1 : X1 X Xo = X1 und my : X1 X Xo — Xo fiir zwei Mengen X1, Xs.
Fiir zwei Mengen X,Y wird die Menge aller Abbildungen von X nach Y als YX geschrie-

ben, formaler

YX ={f|f:X =Y ist eine Funktion} .
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Grund fiir die Notation ist unter anderem die folgende Behauptung, die man mittels Induk-
tion beweisen kann: Falls X und Y endliche Mengen sind mit m resp. n Elementen fiir zwei

natiirliche Zahlen m,n € N, so hat Y genau n™ Elemente.

1.4.3 Relationen

Definition 1.53 (Relationen). Seien X und Y Mengen. Eine Relation auf X x Y ist eine
Teilmenge R C X x Y. Wir schreiben auch Ry falls (z,y) € R und verwenden oft Symbole
wie <, < ,<, 2 =, ~ fiir Relationen. Falls X = Y ist, dann sprechen wir auch von einer

Relation auf X. Wenn ~ (resp. =2, ...) eine Relation ist, dann schreiben wir auch ,z ¢ y*

(resp. ,x 2 y“, ...) fir ,—(x ~ y)“ (resp. ,~(x Zy)“, ...).

Ubung 1.54 (Eine bekannte Relation). In einem gewissen Sinne haben wir schon Relationen
betrachtet. Seien X,Y Mengen und sei G eine Relation auf X XY, die die folgende Figenschaft
erfillt:

Vee X dly e Y : zGy

Wie nennen wir eine solche Relation gemeinsam mit X und Y ?

Wir werden noch weitere Beispiele von Relationen sehen, doch beschreibt die folgende

Definition eine wichtige Klasse von Relationen:

Definition 1.55 (Aquivalenzrelationen). Eine Relation ~ auf X ist eine Aquivalenzrelati-

on, falls folgende drei Eigenschaften erfiillt sind:
o Reflexivitat: Vo € X : z ~ .
e Symmetrie: Vz,y € X tx ~y = y ~ x.
e Transitivitit: Vz,y,z € X : (z ~y)A(y ~2)) = =~ z.

Aquivalenzrelationen sind oft durch eine Gleichheit in gewissen Aspekten definiert und
sollten als eine Form von einer Gleichheit angesehen werden. In der Tat bezieht sich der
Ausdruck ,,das Gleiche* in der deutschen Sprache auf eine Art ,Aquivalenzrelation® (die je
nach Zusammenhang verschieden sein kann), wohingegen der Ausdruck ,dasselbe nur fir

»ein und dasselbe” Objekt verwendet werden sollte.
Beispiel 1.56 (Beispiele von Aquivalenzrelationen).

(i) Das einfachste Beispiel einer Aquivalenzrelation auf einer beliebigen Menge X st die
Gleichheit, also die Relation R = {(z,y) € X* |z =y}.

(i) Ein weiteres allgemeines Beispiel ist die sogenannte triviale Relation R = X2, beziiglich

der je zwei Elemente in X dquivalent sind.
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(11i) Wir betrachten ein Beispiel in der ebenen (euklidschen) Geometrie. Sei X die Menge der

Geraden in der Ebene. Zu zwei Geraden G1,Go schreiben wir
G1 ~ Gy <= G1 und Go sind parallel.

Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf X (wieso?).

(iv) Aquivalenzrelationen werden in anderen Wissenschaften oder auch im Alltag héufig ver-
wendet. Beispielsweise kann man auf der Menge aller Lebewesen eine Aquivalenzrelation
definieren, in dem man zwei Lebewesen fir dquivalent erkldrt, wenn sie zur selben Art

(oder Gattung oder Familie) gehéren.

Ubung 1.57 (Zwei weitere Beispiele). In dieser Ubungen mdéchten wir weitere, allgemeine

Beispiele von Aquivalenzrelationen besprechen. Sei X eine Menge.

(i) (Zerquetschen einer Teilmenge) Sei A C X eine Teilmenge. Zeigen Sie, dass die Relation
gegeben durch

xrpgy:<—= (r,y€e AV (x=y)

fiir x,y € X eine Aquivalenzrelation auf X definiert.

(ii) (Aquivalenz diber eine Abbildung) Sei f : X — Y eine Abbildung in eine weitere MengeY .
Wir definieren eine Relation auf X durch

Tl ~f T f(x1) = f(z2)

fiir alle 1, x9 € X. Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf X definiert.

Ubung 1.58 (Ein falscher Beweis). In dieser Aufgabe behaupten wir filschlicherweise, dass
jede symmetrische und transitive Relation ~ auf einer Menge X auch reflexiv ist (d.h. eine

Aquivalenzrelation ist). Finden Sie den Fehler in folgendem ,, Beweis“:

Sei x € X ein Element. Seiy € X, so dass x ~ y. Wegen Symmetrie der Relation
gilt also auch y ~ x. Folglich gilt unter Verwendung der Transitivitat der Relation

(x~y)A(y~x) = x~x, was zu zeigen war.
Finden Sie ein Beispiel einer Relation, die symmetrisch und transitiv, aber nicht reflexiv ist.

Ubung 1.59 (Beispiele allgemeiner Relationen). Finden Sie eine Relation auf den natiirlichen

Zahlen N, die von den Eigenschaften einer Aquivalenzrelation
e nur die Symmetrie,
o nur die Transitivitdt,
o die Reflexivitit und die Transitivitdt, aber nicht die Symmetrie

erfillt.
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Wie schon erwéhnt ist eine Aquivalenzrelation gewissermassen eine Form von Gleichheit.

Dies lasst sich auch formalisieren:

Definition 1.60 (Aquivalenzklassen und die Quotientenmenge). Sei ~ eine Aquivalenzrela-

tion auf einer Menge X. Dann wird fir x € X die Menge
[zl ={ye X |y ~a}

die Aquivalenzklasse von z genannt. Weiters ist
X/n={ls] |z € X}

der Quotient (oder die Quotientenmenge) von X modulo ~. Ein Element x € X wird auch

Reprisentant seiner Aquivalenzklasse [2].. genannt.

Anschaulich gesprochen geben wir dquivalente Elemente von X in ein und denselben Topf
und nicht dquivalente Elemente in verschiedene Topfe. In diesem Bild besteht die Aquivalenz-
klasse eines Elements aus allen Elementen, die im gleichen Topf sind. Der Quotient modulo ~

wiederum ist die Menge der Topfe. Ein alternativer Begriff ist in folgender Definition enthalten.

Definition 1.61 (Partition). Sei X eine Menge und P eine Familie von nicht-leeren, paarweise
disjunkten Teilmengen von X, so dass X = | |pcp P. Dann wird P eine Partition von X

genannt.

Figur 1.12: Schemenhafte Darstellung einer Partition P = {P},..., Ps} einer Menge X.

Proposition 1.62 (Korrespondenz zwischen Aquivalenzrelationen und Partitionen). Sei X
eine Menge. Dann entsprechen Aquivalenzrelationen auf X und Partitionen von X einander

im folgenden Sinne: Fir eine gegebene Aquivalenzrelation ~ auf X ist die Menge
P =A{lz]~ [z € X}
eine Partition von X. Umgekehrt definiert fiir eine Partition P von X

r~py < JPeP:zePAyeP
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fiir x,y € X eine Aquivalenzrelation auf X. Des Weiteren sind die Konstruktion der Partiti-
on aus der Aquivalenzrelation und die Konstruktion der Aquivalenzrelation aus der Partition
zueinander invers: Fir jede Partition P von X gilt P~, = P und fiir jede Aquivalenzrelation

~ auf X gilt ~p_=r.

Sei X eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und P. wie in Proposition 1.62 defi-
niert. Selbstverstandlich gilt nach den Definitionen P., = X /~. Wir mdchten jedoch zwei ver-
schiedene Symbole mitfithren, da wir P und X/~ jeweils verschieden interpretieren mochten.
P.. werden wir stets als eine Kollektion von Teilmengen von X auffassen; X/~ hingegen werden
wir als einen neuen Raum erachten, wo die Punkte durch Identifikation (,,Aneinanderkleben®)
von gewissen Punkten in X entstanden sind. (Die Punkte in X/~ sind die Teilmengen von X,
die in P~ enthalten sind).

Applet 1.63 (Eine Aquivalenzrelation). Links wird eine Menge X partitioniert, was einer
Aquivalenzrelation ~ auf X entspricht. Rechts betrachten wir die Menge der Aquivalenzklassen,
also den Quotienten von X bziiglich ~. Die Menge links kénnte eine abstrakte Menge darstellen
oder den Finheitskreis. Im letzteren Fall muss klar definiert sein, zu welcher Menge die Punkte
der Kanten, bei denen der Kreis unterteilt wird, gehéren. Wir haben dies im Beispiel mit

Farben angedeutet.

Ubung 1.64 (Zerquetschen einer Teilmenge). Charakterisieren Sie die Aquivalenzklassen der
in Ubung 1.57 (i1) definierten Aquivalenzrelation ~. Zeigen Sie, dass P- (wie in obiger Pro-
position definiert) eine Partition ist (ohne auf die noch nicht-bewiesene Proposition zurickzu-

greifen) und beschreiben Sie X/~ intuitiv.
Fiir den Beweis der Proposition 1.62 ziehen wir folgende Behauptung vor:

Behauptung. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Dann sind folgende drei Aussagen fir

alle z,y € X (paarweise) dquivalent:
(i) z~y

(ii) [z]~ = [y]~

(iii) [x]~ Oyl # {}

Beweis der Behauptung. Wir beweisen die Implikationen (i) = (it) = (i) = (i),
woraus folgt, dass alle drei Aussagen dquivalent sind. Seien z,y € X.

Wir nehmen also zuerst an, dass x ~ y gilt wie in (7). Sei z € [z]~. Dann ist z ~ = ~ y
und also z ~ y und z € [y]. wegen der Transitivitat. Die andere Inklusion folgt analog (durch
Vertauschen von z und y) und es gilt [z]. = [y]. wie in (7).

Gilt [z]~ = [y]~ wie in (i7), so folgt [z]~ N [y]~ # {} wie in (iii) wegen Reflexivitét.

Gilt [z]~N[y]~ # {} wie in (ii7), so existiert ein z € X mit z ~ z und z ~ y. Aus Symmetrie

und Transitivitat folgt daher x ~ y wie in (7). O

Beweis von Proposition 1.62. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Dann gilt Upep. P =
Uzexlzl~e = X, da z € [z]. fiir jedes © € X. Paarweise Disjunktheit der Elemente von P.
gilt dank der Behauptung und es folgt, dass P~ eine Partition ist.
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Sei nun P eine Partition von X und sei die Relation ~p wie in der Proposition definiert.
Es ist fiir jedes © € X auch x ~p x, da es wegen |Jpcp P = X ein P € P gibt mit z € P;
dies zeigt Reflexivitdt. Falls x ~p y fiir z,y € X, dann folgt y ~p x direkt aus der Definition,
das heisst ~p ist symmetrisch. Angenommen es gilt £ ~p y und y ~p z. Dann gibt es ein
Partitionselement P; € P mit z,y € Py und P, € P mit y, z € P». Insbesondere ist PNP, # {}
und daher P; = P, nach den Eigenschaften der Partition. Es folgt x,z € P;, x ~p z und die
Transitivitdt der Relation ~p. Daher ist ~p eine Aquivalenzrelation.

Fiir € X ist die Aquivalenzklasse beziiglich ~p gegeben durch

@lop ={yeX|y~pay= |J P
PePAxeP

Da aber die Elemente von P paarweise disjunkt sind, kann x nur in einem Element enthalten
sein. Insbesondere folgt, dass [z]~, € P das eindeutig bestimmte Element der Partition P ist,
das x enthélt, und P, CP. Ist P € P und z € P, so gilt [z]., = P, also P, = P.

Ist umgekehrt ~ eine Aquivalenzrelation auf X und P.. die entsprechende Partition, dann

gilt fir alle z,y € X
rp Yy = [glo=[ylv = z~y

nach der Definition von ~p_ und der Behauptung. O

Man verwendet Quotienten modulo Aquivalenzrelationen in der Mathematik oft fiir die
Konstruktion von gewissen Rdumen und auch von neuen Zahlenmengen. Wir betrachten zu
letzterem ein einfaches und grundlegendes Beispiel: Wir konstruieren die rationalen Zahlen

aus den ganzen Zahlen.

Beispiel 1.65 (Konstruktion der rationalen Zahlen). Wir nehmen an, dass wir bereits die
ganzen Zahlen Z und die Addition und Multiplikation auf Z mit allen iblichen Eigenschaften
kennen und wollen damit die rationalen Zahlen Q definieren. Zu diesem Zwecke betrachten wir

die Relation ~ auf Z x (Z \ {0}) definiert durch
(m1,ma) ~ (n1,n2) <= ming = nyms

fir (m1,ma), (n1,n2) € Z x (Z\ {0}). Diese Definition rihrt daher, dass wir rationale Zahlen
als Briiche von ganzen Zahlen auffassen mdchten. Dabei miissen wir allerdings solche identi-
fizieren, die ,nach Kirzen* gleich sind; zum Beispiel sollte gelten % = g Allerdings wollen
wir hier davon ausgehen, dass wir die rationalen Zahlen moch nicht kennen, weswegen wir
anstatt Gleichungen der Form % = Z—; Gleichungen der Form mine = nims mit Ausdriicken
innerhalb von Z betrachten (im Beispiel 10-3 =5-6).

Nun verifzieren wir, dass obige Relation tatsichlich eine Aquivalenzrelation ist. Seien dazu

(m1,ma), (n1,n2), (q1,q2) € Z x (Z\ {0}).

o Reflexivitat: (mi,mz) ~ (my,ma), denn mimg = myma.
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o Symmetrie: Angenommen es gilt (mi,m2) ~ (ni,ng). Dann ist per Definition also

ming = nime, was nimg = ming und daher auch (ni,ng) ~ (my, ma) impliziert.

o Transitivitit: (my,ma) ~ (n1,n2) und (ni,n2) ~ (q1,q2) ergibt ming = nimg und
niqe = qine. Durch Multiplikation der ersten Gleichungen mit go und der zweiten Glei-

chung mit mo erhalten wir
min2q2 = N1Mmaqz = qin2ms.

Da ny nicht Null ist, konnen wir in obiger Gleichung ny Wegstreichen (was eine der

Figenschaften von 7 ist und Q nicht verwendet), womit sich miqa = qimo und damit

(m1,m2) ~ (q1, q2) ergibt.

Der Quotient (Z x (Z\{0}))/~ kann nun als Definition der rationalen Zahlen Q angesehen
werden. Fiir eine Aquivalenzklasse [(m1,ma)]~ € Q schreibt man wie iiblich . Damat gilt
nun die Gleichung

gmy _ my

qma mo

fiir mi € Z und q,my € Z\ {0}. In der Tat bezeichnen nach Definition beide Seiten Aquiva-

lenzklassen und die Gleichung gilt genau wenn
(gm1, gmz) ~ (m1, m2)

oder dquivalenterweise gmimeo = miqme erfillt ist. Da letzteres gilt, erfiillen damit die so
definierten rationalen Zahlen die iiblichen Erweiterungs- und Kirzungsregeln.

Des Weiteren ldsst sich Z, als Teilmenge von Q auffassen. In der Tat ist die Abbildung

Z — Q, mH?

ist fiir m,m € Z per Definition genau dann erfillt, wenn

injektiv, denn die Gleichung f* = 7

m = n ist. Wir identifizieren Z mit dem Bild obiger Abbildung und schreiben insbesondere

T =m firm € Z.

Wir wollen kurz zu allgemeinen Quotienten zuriickkehren, also sei X eine Menge und ~
eine Aquivalenzrelation auf X . Hdufig will man eine Funktion auf X /~ unter Verwendung der
Elemente von X (also der Reprisentanten der Aquivalenzklassen) definieren. Zum Beispiel
mochten wir in obigem Beispiel in der Lage sein, zusétzliche Abbildungen auf QQ zu definieren
(unter anderem die Addition und die Multiplikation).

Konkreter, wenn Y eine weitere Menge ist und f : X — Y eine Funktion ist, wollen wir

moglicherweise durch
frX/n =Y, (2] f(2)

eine Funktion definieren. Dies ist aber nur dann moglich, wenn x; ~ xg fiir 21,22 € X (also

[1]~ = [z2]~) auch f(z1) = f(x2) impliziert. In diesem Fall ist f([x]~) unabhiingig von
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der Wahl des Repriisentanten o der Aquivalenzklasse [z]~. Also definiert dies in der Tat eine
Funktion f, die jedem Element [z]. des Definitionsbereichs X/~ ein eindeutig bestimmtes
Element f([z]~) zuordnet. Zur Betonung dieser (fiir Funktionen notwendiger) Eigenschaft

sagen wir in diesem Fall, dass f wohldefiniert ist.

Ubung 1.66 (Addition und Multiplikation auf den rationalen Zahlen). Wir definieren nun
zusétzliche Strukturen auf Q. Zeigen Sie, dass die Abbildungen

+:0xQ—>Q, (:’j,p)w’:ﬂ—

und

firm,n,b € Z\ {0} und a € Z. Sie dirfen in dieser Aufgabe zwar alle iblichen Rechenregeln
und Eigenschaften von 7 verwenden, aber nicht jene von Q (da wir letztere ja definieren

wollen).

Folgendes Lemma beschreibt, unter welchen Bedingungen man eine Funktion aus Funktio-

nen auf Teilmengen ,,zusammensetzen kann:

Lemma 1.67 (Funktionen durch Fallunterscheidungen). Seien X und Y Mengen und sei P
eine Partition von X. Angenommen es ist fir jedes P € P eine Funktion fp : P — 'Y gegeben.
Dann ezistiert eine eindeutige Funktion f: X —'Y, so dass f|p = fp fir jedes P € P gilt.

Beweis. Wir definieren die gewiinschte Funktion f : X — Y wie folgt: Sei x € X. Dann
existiert genau ein P € P mit x € P, da P eine Partition ist. Wir setzen nun f(x) = fp(x)
und haben also eine Funktion f : X — Y definiert. Diese erfiillt f|p = fp nach Konstruktion.
Zur Eindeutigkeit von f: Sei g : X — Y eine weitere Funktion mit g|p = fp. Sei z € X ein
beliebiges Element und P € P das Partitionselement mit x € P. Dann gilt

9(x) = glp(z) = fr(z) = f(z).
O

Ubung 1.68 (Funktionen durch Fallunterscheidungen). Zeigen Sie, dass die Bedingung in

Lemma 1.67, dass P eine Partition ist, notwendig ist, durch Auffinden geeigneter Beispiele:

o Finden Sie Mengen X,Y , eine Kollektion P nicht paarweise disjunkter Teilmengen mit
X = Upep P und Funktionen fp : P =Y fir jedes P € P, so dass keine Funktion
f:X =Y mit flp = fp fir jedes P € P existiert.
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o Seien X und Y Mengen, P eine Kollektion paarweise disjunkter Teilmengen mit X
Upep P und Funktionen fp: P =Y fiir jedes P € P gegeben. Zeigen Sie, dass mehrere
Funktionen f : X =Y mit f|p = fp fiir jedes P € P existieren, falls Y mehr als ein
Element enthdlt.

1.4.4 Machtigkeit

Wir besprechen nun einen fundamentalen Begriff der Mengenlehre, den man sich intuitiv

auch als Grossenvergleich vorstellen sollte:

Definition 1.69 (Gleichméchtigkeit). Zwei Mengen X,Y sind gleichméchtig, geschrieben
X ~ Y, falls es eine Bijektion f: X — Y gibt.

Der Begriff (die Relation) der Gleichméchtigkeit erfiillt auf der Klasse aller Mengen

e die Reflexivitat, denn fiir jede Menge X ist die Identitatsabbildungidx : X — X, x —

eine Bijektion,

e die Symmetrie, da fiir eine Bijektion f: X — Y die Umkehrabbildung f~! ebenso eine
Bijektion ist (siehe auch Ubung 1.44) und

e die Transitivitat, da fiir zwei Bijektionen f: X — Y und g : Y — Z auch die Verkniip-
fung go f : X — Z eine Bijektion ist (nach Lemma 1.42).

Also definiert die Gleichméchtigkeit eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller Mengen.

Diese entspricht eigentlich unserer alltidglichen Definition der Zahlen (genauer Kardinalzah-
len im Gegensatz zu Ordinalzahlen). Beispielsweise gibt es in der Entwicklung eines Kindes
einen Zeitpunkt, wo es erkennt, dass ,zwei Brote*, ,zwei Autos* und ,,zwei Bélle“ etwas ge-
meinsam haben, was bei ,,drei Erwachsenen anders ist. Fiir grossere Zahlen verwenden wir
anstatt dem Abzéhlen oft auch eine andere Methode um festzustellen, ob gleich viele Objek-
te einer Sorte wie Objekte einer anderen Sorte vorhanden sind. Zum Beispiel ist es einfach
herauszufinden, ob man die richtige Anzahl Stiihle bei einer Party bereitgestellt hat, in dem
man die Géste bittet, sich kurz alle gleichzeitig hinzusetzen. Die Bijektion in Definition 1.69
entspricht dem gleichen Zweck wie diese Bitte.

Fiir endliche Mengen A = {1, ..., } und B = {y1,...,yn} bestehend aus m beziehungs-
weise n verschiedenen Elementen (also soll z; # x; fiir alle 1 < ¢ < j < m und y; # y, fiir alle
1 <k </ <ngelten) ist A ~ B genau dann, wenn m = n gilt. Diese Tatsache werden wir im

Folgenden noch genauer besprechen.

Definition 1.70 (Endliche Mengen). Wir sagen, dass die Kardinalitidt der leeren Menge ()
Null ist und schreiben || = #0 = 0. Sei nun X eine beliebige Menge und n > 1 eine natiirliche
Zahl. Die Menge X hat Kardinalitit n, falls X gleichméchtig zu {1,...,n} ist. In diesem
Fall schreiben wir |X| = #X = n. Des Weiteren ist X eine endliche Menge, falls | X| =n
fiir eine nicht-negative ganze Zahl n € Ng = {0,1,2,...}. In diesem Fall sagen wir auch, dass
X endliche Kardinalitét hat und wir schreiben |X| < co. Ist X eine nicht-endliche Menge,
so nennen wir X eine unendliche Menge (oder sagen, dass X unendliche Kardinalitit
hat) und schreiben | X| = occ.
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Proposition 1.71 (Schubfachprinzip). Seien m > n > 1 natirliche Zahlen. Dann gibt es
keine injektive Abbildung von {1,...,m} nach {1,...,n}. Insbesondere sind zwei endliche

Mengen X undY genau dann gleichmdchtig, wenn | X| = |Y| ist.

Wir bemerken, dass die Aussage des Schubfachprinzips sehr anschaulich ist. Angenommen
man hat n > 1 Kérbe und m > n Apfel, welche man in die Korbe legen will. Dann besagt
das Schubfachprinzip, dass es immer einen Korb geben wird, in dem sich mindestens 2 Apfel
befinden werden und dies unabhiingig davon, mit welcher Methode man die Apfel in die
Korbe verteilt. Ein Beispiel, wo man das Schubfachprinzips als Beweismethode verwenden
kann, werden wir in Abschnitt 1.6.4 behandeln. Auch wenn die Aussage von Proposition 1.71

intuitiv klar ist, werden wir fiir einen rigorosen Beweis auf das Induktionsprinzip zuriickgreifen.

Beweis. Wir beweisen zuerst mittels Induktion nach n, dass es keine injektive Abbildung von
{1,...,n+ 1} nach {1,...,n} geben kann. Fiir n = 1 gibt es nur die (konstante) Abbildung
f:{1,2} — {1} gegeben durch f(1) =1 und f(2) = 1, welche nicht injektiv ist. Dies beweist
den Induktionsanfang.

Angenommen wir wissen bereits, dass es keine injektive Abbildung von {1,...,n + 1} nach
{1,...,n} gibt. Sei nun f: {1,...,n+2} — {1,...,n+ 1} eine beliebige Abbildung und sei
k= f(n+2). Fallses ein j € {1,...,n+ 1} mit f(j) = k = f(n + 2) gibt, so ist f nicht
injektiv. Wir nehmen nun an, dass es ein derartiges j nicht gibt.

Falls K = n + 1 ist, so betrachten wir die eingeschrinkte Funktion

g:{1,...,n+1} = {1,...,n}, i f()).

Nach obiger Annahme, dass es kein j € {1,...,n+ 1} mit f(j) = n+1 gibt, ist die Abbildung
g wohldefiniert. Nun zeigt aber die Induktionsvoraussetzung, dass g nicht injektiv sein kann,
also existieren i # j in {1,...,n+ 1} mit f(i) = g(i) = g(j) = f(j), wodurch auch f nicht
injektiv ist.

Falls £ < n 4+ 1 ist, so verkniipfen wir f mit der Vertauschung

n+1 falls j =k,
o:{l,....n+1} = {l,....n+ 1}, j— kE fallsj=n+1,
i fallsj#£kund j £+ 1.

und erhalten eine neue Funktion F' = o o f, welche nun F(n + 2) = o(k) = n + 1 erfiillt. Auf
Grund des oben behandelten Falles ist F' nicht injektiv. Da aber ¢ bijektiv und f = o o F' ist,
ist auch f nicht injektiv.

Dies schliesst den Induktionsschritt und damit den Induktionsbeweis ab. Wir haben also
fiir eine natiirliche Zahl n > 1 bewiesen, dass es keine injektive Abbildung von {1,...,n+ 1}
nach {1,...,n} geben kann. Fiir m > n > 1 erhalten wir daraus, dass es keine injektive
Abbildung von {1,...,m} nach {1,...,n} geben kann. (Wieso?)

Seien nun X und Y zwei endliche Mengen. Falls es eine bijektive Abbildung von X nach
Y gibt, so existiert per Definition der Kardinalitdt endlicher Mengen auch eine bijektive Ab-
bildung f: {1,...,|X|} — {1,...,|Y|}. Auf Grund der Injektivitdat von f gilt | X| < |Y| und
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auf Grund der Injektivitit von =1 gilt [Y| < |X|. Also ist |X| = |Y|. Nimmt man umgekehrt
an, dass |X| = |Y] gilt, so folgt Gleichméchtigkeit von X und Y aus der Transitivitidt und der
Definition der Kardinalitét. O

Ubung 1.72 (Schubfachprinzip mittels surjektiven Funktionen). Seien m > n > 1 natiirliche
Zahlen. Zeigen Sie, dass es keine surjektive Abbildung von {1,...,n} nach {1,...,m} geben

kann.

Ubung 1.73. Sei X eine endliche Menge und f : X — X eine Abbildung.
(i) Beweisen Sie, dass Injektivitit, Surjektivitit und Bijektivitat von f dquivalent sind.
(i1) Sei nun f bijektiv. Zeigen Sie, dass es eine natirliche Zahl n > 1 gibt mit f°™ = idx.

Der Begriff der Méachtigkeit ist aber vor allem fiir Mengen mit unendlich vielen Elementen
interessant. Grund dafiir ist, dass es ,verschieden grosse“ unendliche Mengen gibt, wie das
folgende Theorem von Cantor bestétigt. Ein Theorem ist eine mathematische Aussage grosser
Wichtigkeit.

Theorem 1.74 (Cantors Diagonalargument). Sei X eine Menge. Dann ist X nicht zu seiner
Potenzmenge P(X) gleichmdachtig. Insbesondere ist die Menge N = {1,2,3, ...} der natirlichen
Zahlen nicht gleichmdchtig zu P(N).

Ubung 1.75 (Potenzmengen endlicher Mengen). Sei n eine natirliche Zahl und sei X eine
Menge mit genau n verschiedenen Elementen. Zeigen Sie, dass |P(X)| = 2™ gilt. Verwenden
Sie dazu vollstindige Induktion und schliessen Sie daraus Theorem 1.74 fir den Fall, dass X

eine endliche Menge ist.

Ubung 1.76. Sei X eine Menge und sei Y die Menge der Funktionen X — {0,1}. Zeigen
Sie, dass Y und P(X) gleichmdchtig sind.

Beweis von Theorem 1.7/ (per Widerspruch). Wir nehmen an, dass es doch eine Bijektion
f+ X — P(X) gibt und fithren dies zu einem Widerspruch. Um diesen Widerspruch zu

finden, definieren wir die Menge

A={re X |z ¢ f(x)}

aller Elemente x in X, fir die « kein Element der Teilmenge f(z) C X ist. Da nach Annahme
f: X — P(X) eine Bijektion ist und per Definition A € P(X) ist, muss es ein a € X geben,

so dass A = f(a). Daraus folgt gemeinsam mit der Definition von A, dass
a€A <= adfla) < a¢ A

Dies ist aber absurd und daher existiert kein @ € X mit f(a) = A. Dies ist ein Widerspruch
zur Surjektivitdt von f; also kann es keine Bijektion f: X — P(X) geben. O

Um zu sehen, inwiefern Theorem 1.74 ein Diagonalargument beinhaltet, laden wir Sie ein,

folgende Ubung zu 16sen.
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Ubung 1.77 (Die Diagonale in Cantors Diagonalargument). Betrachten Sie den Spezialfall
X = N in Theorem 1.7/ und nehmen Sie an, dass P(N) ~ N, also P(N) = {A1, As, A3, ...}
fir Teilmengen A, C N fir jede natiirliche Zahl n. Fir jedes solche n ldsst sich die Menge
Ay, als die Folge in 0,1 auffassen, fiir welche die m-te Zahl genau dann 1 ist, wenn m € A,
(vergleiche auch Ubung 1.76 und Beispiel 1.30). Wir schreiben nun die Folgen in eine Tabelle
der Art

Ay < 0 1 0 1
Ay < 1 0 0 0
A; < 0 1 1 1
Ay < 1 0 1 1

wobei die n-te Zeile der Menge A,, entspricht. Dann ldsst sich mit Hilfe der (in rot markierten)
Diagonalen eine Folge konstruieren, deren zugehorige Menge nicht in der Liste A1, Ag, As, ...

ist. Wie? Was hat das mit dem Beweis von Theorem 1.7 zu tun?

Ubung 1.78 (Verscharfung von Cantors Diagonalargument). Formulieren Sie den Beweis
von Theorem 1.74 so um, dass keine indirekte Annahme notwendig ist und zeigen Sie, dass
eine Abbildung f : X — P(X) nicht surjektiv sein kann.

Da es aber fiir jede Menge X eine injektive Abbildung f : X — P(X) wie zum Beispiel
f:X = P(X), x> {x} gibt, dréngt sich der Eindruck auf, dass X gewissermassen , kleiner*
als P(X) ist.

Definition 1.79 (Schméchtiger). Seien X und Y zwei Mengen. Dann sagen wir, dass X
schmichtiger als (oder genau formuliert h6chstens so méchtig wie) Y ist und schreiben
X <Y, falls es eine Injektion f: X — Y gibt. Wir sagen, dass X echt schméchtiger (oder
weniger méichtig) als YV ist, falls X schméchtiger als Y ist und Y nicht schméchtiger als X
ist (X <Y und Y £ X).

FEine Menge X ist schméchtiger als eine Menge Y genau dann, wenn X gleichméchtig zu

einer Teilmenge von Y ist. Dies begriindet die Terminologie.

Ubung 1.80 (Schméchtiger als Relation). Untersuchen Sie die Relation < auf der Klasse
aller Mengen auf thre Eigenschaften (siehe auch Definition 1.55).

Der oben eingefiihrte Begriff hat einen interessanten Zusammenhang zur Gleichméchtigkeit:

Theorem 1.81 (Cantor, Schroder, Bernstein). Seien X und Y Mengen, so dass X <Y und
Y < X. Dann gilt X ~Y.

Das Theorem wurde 1887 von Cantor formuliert und von Dedekind unter Verwendung eines
zusétzlichen Axioms im selben Jahr bewiesen. Dem 19-jahrigen Studenten Bernstein gelang
es schliesslich einen Beweis der Aussage zu liefern ohne jenes Axiom (das Auswahlaxiom) zu

benutzen.
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Beweis von Theorem 1.81. Seien X,Y zwei Mengen mit X <Y und Y < X wie in Theo-
rem 1.81. Dann gibt es injektive Funktionen f: X — Y und ¢g: Y — X. Wir definieren

X=X, Y1=4(), Xy=gof(X).

Dann gelten die Inklusionen X7 2 Y] O Xo und die Funktion h: x € X; — go f(x) € X5 ist
eine Bijektion (mit Definitionsbereich X; und Wertebereich Xy, was fiir g o f nicht zutrifft).
Wir behaupten nun, dass es eine Bijektion F' : X; — Y; gibt. Fiir unsere Mengen X,Y
impliziert dies das Theorem, denn es gilt dann X = X; ~ Y] = g(Y) ~ Y, wobei die zweite
Gleichméchtigkeit wegen der Bijektivitéit der Funktion g(y) € g(Y) — y € YV gilt.

Zum Beweis der Behauptung nehmen wir also an, dass X, Y1, Xo drei Mengen sind mit
X1 D Y1 O Xy und dass es eine Bijektion h : X7 — Xs gibt. Wir wollen daraus schliessen,
dass X7 ~ Y7 gilt.

Figur 1.13: Obwohl logisch gesehen unnétig, ist es hilfreich, sich den Beweis von Theorem 1.81
mit Hilfe dieses Bildes zu veranschaulichen und Parallelen zu Hilberts Hotel zu suchen.

Wir definieren Yo = h(Y7), X3 = h(X2) = h°2(X;) und allgemeiner fiir eine natiirliche
Zahl n

Yoy1 =h°" (Y1), Xns1 =h°"(X1).
Wir zeigen nun mittels vollstandiger Induktion, dass

X12Yi2X2Y, 2. (1.6)
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gilt. Fiir X1 O Y] O X, ist dies Voraussetzung; der Induktionsanfang ist also erledigt. Fiir den
Induktionsschritt nehmen wir an, dass X1 D Y; D ... DY, 1 D X, fiir n > 2 schon bewiesen
ist. Wenden wir auf X,,_1 D Y, O X,, die Abbildung h an, so erhalten wir

h(Xn—l) =Xn2 h(Yn—l) =Y, 2 h<Xn) = Xn+1

womit Gleichung (1.6) mittels vollstandiger Induktion gezeigt ist.
Wir definieren des Weiteren die Mengen

Bn:Xn\Yna Kn:Yn\Xn+1

fiir jede natiirliche Zahl n, wobei ,,B“ fiir , bewegt und ,,K* fiir , konstant” steht. Fiir zwei

natiirliche Zahlen m,n mit 1 < m < n gilt wegen (1.6), dass
Xm 2 Ym 2 Xm+1 2 Xn 2 Yn-

Daher ist B, = X, \ Y,, disjunkt zu X,, und insbesondere auch disjunkt zu B,, = X, \ Y,
und K, =Y, \ X;,+1. Genauso zeigt man, dass K,, = Y, \ X;n+1 disjunkt zu B,, und K, ist.
Da h injektiv ist, gilt

h(Bp) = h(Xn \ Yn) = h(Xp) \ h(Yn) = Xnt1 \ Y1 = Bnya (1.7)

fiir alle natiirlichen Zahlen n nach Ubung 1.46. (Stellen Sie sicher, dass Sie verstehen, wo und

wie die Injektivitat von h hier verwendet wurde.)

F
T @
@) F/];g

K
F B

K
B,

Figur 1.14: Illustration der Abbildung F' und der Mengen By, fiir k € N.
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Schlussendlich definieren wir

Koo = X1\ G(BnuKn),

n=1

womit By, Bs,... und Ki, Ks,... gemeinsam mit K., eine Partition P von Xj definieren.

Mittels Fallunterscheidung definieren wir nun eine Funktion

o o0 o0 D
F:XlzKool_l|_|Kn|_||_|Bn—>Y1:KOO|_||_|KnI_||_|Bn
n=1 n=2

n=1 n=1

durch

Fx) h(z) falls x € B, fir ein n € N,
€Tr) =
r fallsz € K, fir ein n € N oder z € K

fiir alle z € X;. Es bleibt noch zu zeigen, dass F' bijektiv ist.

Zur Surjektivitét: Per Definition ist Ko = F(Ks) € F(X1) und K, = F(K,) C F(X;)
fiir alle n. Weiter gilt nach Gleichung (1.7) auch B,+; = h(By,) = F(B,) C F(X;) fir alle n
und damit ist ebenso Y7 = K1 UKyU...UKyUByUB3UB4U... C F(X;). Wir sehen also,
dass F' surjektiv ist.

Zur Injektivitit: Seien z,y € X; mit F(z) = F(y). Da in der Liste F(K,), F(K3), ...,
F(Ky), F(B1), F(B>), ...die Mengen paarweise disjunkt sind, miissen 2 und y in der gleichen
Menge der Partition P liegen. Falls jene Menge K., oder K, fir ein n ist, so gilt x = y.
Ansonsten ist h(z) = F(x) = F(y) = h(y) und die Gleichheit x = y folgt aus der Injektivitét
von h. O

Ubung 1.82 (Verbindung zu Hilberts Hotel). Erkliren Sie intuitiv, wo die Parallelen in
obigem Beweis von Theorem 1.81 zu Hilberts Hotel sind. Fassen Sie dazu den Beweis in einigen

wenigen Satzen anhand des Bildes 1.14 oder dem folgenden Applet zusammen.

Applet 1.83 (Beweis des Satzes von Cantor-Schroder-Bernstein). Im Beweis von Theo-
rem 1.81 wird die Menge X in zwei Typen von Teilmengen zerlegt. Die konstruierte Funktion
wird angedeutet, indem Bild (und Urbilder) von einem bewegbaren Punkt x € X eingezeichnet

werden.

Wie schon erwihnt wurde, ist der Begriff der Gleichmichtigkeit eine Aquivalenzrelation

auf der Klasse der Mengen.

Definition 1.84 (Kardinalitit einer Menge). Die zu einer Menge X gehorenden Aquivalenz-
klasse beziiglich Gleichméchtigkeit wird die Kardinalitidt der Menge X genannt und als | X|
geschrieben. Falls X endlich ist und genau n verschiedene Elemente hat, dann schreiben wir
|X| = n. Eine Menge heisst abzéhlbar unendlich, falls sie die Kardinalitdt |[N| hat oder
in anderen Worten gleichméchtig zu N ist. Die Kardinalitdat von N wird auch Ny, gesprochen

Aleph-0, genannt.
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Ubung 1.85 (Gitterpunkte in der Ebene). Zeigen Sie, dass N x N abzihlbar unendlich ist.
Sie konnen hierzu Theorem 1.81 verwenden: FEine Injektion N x N — N finden Sie unter
Verwendung der Tatsache, dass unendlich viele Primzahlen existieren. Alternativ ldsst sich
mit Hilfe eines Bildes tatsdchlich eine explizite Bijektion N — N X N finden, wie? Zeigen Sie
auch, dass das Produkt 7. x 7, abzdihlbar unendlich ist.

Wie bereits erwahnt, kann man mit Hilfe des Begriffes der Schméchtigkeit Grossenvergleiche
zwischen Kardinalitdten anstellen. Fiir uns ist aber abgesehen vom endlichen und abzahlbar

unendlichen Fall nur folgender Spezialfall interessant:

Definition 1.86 (Das Kontinuum). Eine Menge X heisst iiberabzéhlbar, falls N schméchti-
ger ist als X, aber N nicht gleichméchtig zu X ist. Nach Theorem 1.74 ist P(N) iiberabzahlbar.

Die Kardinalitét von P(N) wird auch mit ¢ bezeichnet und das Kontinuum genannt.
Ubung 1.87 (Trichotomie der Kardinalitéiten).

(i) Zeigen Sie, dass jede Menge entweder endlich, abzdhlbar unendlich oder tberabzihlbar

ist. Gehen Sie dazu davon aus, dass X eine nicht-endliche Menge ist und finden Sie eine

injektive Abbildung N — X.
(11) Zeigen Sie, dass es unendlich viele iberabzdhlbare Kardinalititen gibt.

Bemerkung. Im Beweis von Ubung 1.87 werden Sie wahrscheinlich abzihlbar oft eine Wahl
treffen miissen. Formal verwendet dies das sogenannte Auswahlaxiom der Mengenlehre (Axiom

of Choice), welches wir implizit erlauben werden.
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1.5 Zahlenmengen

,Die natiirlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,
alles andere i1st Menschenwerk.“
leicht adaptiert nach Kronecker (1823-1891)

In diesem Abschnitt diskutieren wir wahrscheinlich schon bekannte Zahlenmengen. Wir
gehen zuerst auf die natiirlichen Zahlen ein. Formal sind die natiirlichen Zahlen durch folgendes

(wirklich minimales) Axiomensystem definiert.

Peano Axiome. Die natirlichen Zahlen N sind (in einem gewissen Sinne eindeutig) durch

die folgenden FEigenschaften charakterisiert:

(i) Es existiert ein ausgezeichnetes Element 1 € N und eine injektive Abbildung v : N — N,
auch Nachfolgerfunktion genannt, so dass 1 ¢ v(N).

(1) N erfillt das Induktionsaziom: Ist A eine Teilmenge von N, die 1 enthdlt und fir alle
n € N die Figenschaft , n € A = v(n) € A“ erfillt, dann gilt A = N.

Die Nachfolgerfunktion v sollte man sich als die Abbildung n € N+ n 4+ 1 € N vorstellen,
nur kennt man die Addition auf N noch nicht. Neben der Addition zweier natiirlichen Zah-
len kann man sich bei allen anderen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen, die man intuitiv
kennt, fragen, wie sie zu definieren oder zu beweisen sind. Fiir eine detailliertere Diskussion
dieser Frage verweisen wir auf [AE06]; wir mochten jedoch an einem elementaren Beispiel

demonstrieren, wie man das Induktionsaxiom verwenden kann.

Behauptung (Nachfolgerzahlen). Sei n € N eine natirliche Zahl verschieden von 1. Dann
ist n € v(N).

Beweis. Wir betrachten die Menge A = v(N) U {1}. Dann gilt 1 € A per Definition und fiir
n € A C Ngilt v(n) € A wieder per Definition von A. Nach dem Induktionsaxiom ist also
A = N und die Behauptung folgt. O

Man kann ausgehend von den Peano-Axiomen sowohl Addition und Multiplikation mittels
vollstandiger Induktion (oder dquivalenterweise mittels Rekursion) definieren. Wir werden im
Folgenden wieder von diesem Abstraktionslevel Abstand nehmen und davon ausgehen, dass
wir die iiblichen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen inklusive Addition und Multiplikati-
on kennen und dass N = {1,2,3,4,...} (unter Verwendung der Axiome definiert man 2 als
v(1), 3 als v(2) und so weiter). Dass die natiirlichen Zahlen wirklich ,natiirlich“ sind, kann
man sicherlich auf viele Arten belegen. Wie bereits besprochen, reprisentieren sie genau die
Kardinalitdten aller endlichen nicht-leeren Mengen, was fiir die Menschheit schon lange von
Bedeutung war.

Manchmal wollen wir vielleicht Abz&hlungen bei Null beginnen lassen und definieren des-
wegen (vergleiche Beispiel 1.88) unter Verwendung eines zusitzlichen Elements 0 die Menge

der nicht-negativen ganzen Zahlen als

No = {0,1,2,3,...} = {0} UN.
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Die Zahl 0 soll natiirlich die iiblichen Eigenschaften beziiglich Addition und Multiplikation

erfiillen.? Die ganzen Zahlen sind durch
Z=4{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} =NU{0} U {—n|n e N}
definiert. Die rationalen Zahlen sind gegeben durch
Q:{%lmEZ, nEN}

und die reellen Zahlen werden mit R bezeichnet und enthalten Q und viele weitere Zahlen wie
zum Beispiel V2, 7w, e, ....4 Héaufig stellt man sich R als die Zahlengerade vor. Wir werden in
Kapitel 2 die Menge der reellen Zahlen R axiomatisch einfiithren und dann die Zahlenmengen

N, Z,Q als Teilmengen von R nochmals ausfiihrlich definieren.

Bemerkung. Eigentlich lautet das Zitat (siehe Seite 15 in [Web92]) von Kronecker zu Beginn
dieses Abschnitts

»,Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.“

Es kann jedoch sein, dass Kronecker eigentlich die natiirlichen Zahlen gemeint hat. Auf jeden
Fall wollen wir hier den Ménch und Historiker William of Malmesbury (ca. 1095-1143), der die
ganze Zahl 0 als , dangerous Saracen magic* bezeichnet hat, als grossere Autoritdt in dieser
Frage ansehen. Scherz beiseite, die Menschheit hat in der Tat sehr lange gebraucht, um mit
der Null und den negativen Zahlen zurecht zu kommen. Fiir einen geschichtlichen Exkurs zur
»Zahl 0 verweisen wir auf diesen Podcast der BBC, und zum Thema ,,Negative Zahlen* auf

die ersten 10-20 Minuten eines weiteren Podcasts der BBC.

1.5.1 Konstruktion der ganzen Zahlen aus den natiirlichen Zahlen

In diesem Abschnitt méchten wir die ganzen Zahlen formaler mittels einer Aquivalenzrela-

tion auf Paaren von natiirlichen Zahlen konstruieren (in Analogie zu Beispiel 1.65).

Beispiel 1.88 (Konstruktion der Menge der ganzen Zahlen). Wir nehmen an, dass wir bereits
die Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen Ng = {0,1,2,3,4,...} und die Addition auf Ny
mit allen tiblichen Eigenschaften kennen und wollen daraus die ganzen Zahlen definieren. Dazu

betrachten wir eine Aquivalenzrelation auf N2: fir (my,msa), (n1,n2) € N2 definieren wir
(my,mg) ~ (n1,n2) <= mi+mna =nj +my (1.8)

Motiviert ist das ganze dadurch, dass man eine ganze Zahl als Differenz von zwei nicht-
negativen ganzen Zahlen auffassen kann. Diese sind aber nicht eindeutig gegeben; deswegen
fiihrt man auf Tupeln von natirlichen Zahlen obige Aquivalenzrelation ein. In der Tat hat
man bei Definition (1.8) eigentlich (m1, ma) ~ (n1,n2) <= mi —mg = ny — ng im Hinter-

kopf, darf dies aber formal nicht verwenden, da die Subtraktion (noch) nicht erlaubt ist. Wenn

3Dies stellt eine Definition dar und muss nicht bewiesen werden.
“Wir werden im Laufe des ersten Semesters all diese Zahlen definieren.
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wir dber [(my, ma)]|~ sprechen, werden wir leicht schizophren an my — mgy denken, dies aber
nicht verwenden.

Informell kénnen wir uns das Tupel (mq, mso) als einen Vektor mit Anfangspunkt mi € Ny
und Endpunkt ms € Ny wvorstellen, womit die Aquivalenzklassen allen Vektoren mit glei-
cher Linge und Richtung entspricht. Alternativ kénnte my der Kontostand vor und ms der
Kontostand nach einer Transaktion darstellen und die Aquivalenzklasse entspricht dann dem
Nettogewinn /-verlust.

Wir verifizieren nun, dass es sich bei ~ effektiv um eine Aquivalenzrelation handelt. Es gilt

fir alle (m1, ma), (n1,n2), (q1,92) € N%
o Reflexivitit: (myi,ma2) ~ (my,ma), denn my + mg = mj + ma.

o Symmetrie: (my,ma) ~ (n1,n2) denn my + ng = ny + mg impliziert ny +ma = my + no

und daher auch (ni,n2) ~ (my, ma).
o Transitivitdt: (my,ma) ~ (n1,n2) und (n1,n2) ~ (q1,q2) impliziert my + na = ny + me
und n1 + g2 = q1 + na. Durch Summieren dieser Gleichungen ergibt sich

mp+ng+ny+q=n1+mz+q+ne

und durch Wegstreichen von ni + ng (was eine der Eigenschaften von Ny ist und nicht

die Subtraktion verwendet) erhalten wir my + g2 = q1 + ma, also (mi,ma) ~ (q1, q2)

Der Quotient N%/N kann als Definition von Z angesehen werden, wobei wir die Aquivalenz-
klasse auch als [(my,ma)]~ = mao — mq schreiben. Insbesondere identifizieren wir n € Ny mit
[(n,0)]~ und schreiben [(0,n)]~ auch als 0 —n = —n fir n € N. Dies macht nach folgender
Ubung Sinn.

Genau wie in Beispiel 1.65 und der nachfolgenden Ubung 1.66 lisst sich auf Z mit Hilfe

der gegebenen Eigenschaften von Ny weitere Strukturen definieren.
Ubung 1.89 (Eine Partition der ganzen Zahlen).
(i) Zeigen Sie, dass die Abbildungen

ty:n €Ny~ [(n,0)] €Z
t—:neNm—-—n=[0,n)].€Z

injektiv sind und disjunkte Bilder 11 (Ng), t—(N) haben, welche wir mit Ny = ¢4 (No) und
—N = 1_(N) bezeichnen werden.
(ii) Zeigen Sie, dass 7 = N/~ = 14 (Ng) U ¢t (N) gilt.
Ubung 1.90 (Addition von ganzen Zahlen).

(i) Zeigen Sie, dass die Funktion fneg: Z = N3/~ — Z definiert durch

Freg([(m1,m2)]~) = [(m2, m1)]~
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fiir (m1,ms) € N& wohldefiniert und bijektiv ist. Was ist das Bild von 1 (No) und von
t—(N) unter dieser Abbildung?

(ii) Zeigen Sie, dass die Funktion
fada : 2% = T, ([(m1,ma)]~, [(n1,m2)]) = [(ma + 11, ma + no))e

wohldefiniert ist. Verifizieren Sie, dass fir jedes z € Z gilt foad(2, freg(2)) = [(0,0)]~.
(i4i) Finden und definieren Sie weitere natiirliche Abbildungen Z — 7 oder 7> — Z.

Wir haben also die Menge der ganzen Zahlen Z aus den natiirlichen Zahlen N und die Menge
der rationalen Zahlen Q aus den ganzen Zahlen konstruiert, auf der wiederum die iiblichen
Rechenregeln gelten. Des Weiteren kann man aus Q die reellen Zahlen R konstruieren. Wir
wollen dies jedoch erst im zweiten Semester durchfithren und stattdessen die reellen Zahlen

mittels ihren Axiomen im néchsten Kapitel einfiihren.

1.5.2 Teilbarkeit und Kongruenzen

Nachdem wir oben die Zahlenmengen N, Ny, Z, Q, R eingefiihrt haben, méchten wir in die-

sem Abschnitt die etwas verschiedene, ,endlichen Zahlenmengen* Z/qZ zu q € N einfiihren.

Definition 1.91 (Teilbarkeit und Kongruenz). Seien a,b € Z. Wir sagen, dass b durch a
teilbar ist, und schreiben alb, falls ein k € Z existiert mit ak = b. Des Weiteren sind a und b

kongruent modulo ¢ € N, falls b — a durch ¢ teilbar ist. In diesem Fall schreiben wir
a=b mod gq.

Tatséchlich definiert Kongruenz modulo ¢ eine Aquivalenzrelation = (siehe Ubung 1.93).
Den Quotienten Z/= bezeichnet man meist als Z/qZ und die Aquivalenzklasse [a]~ € Z/qZ ist
flir a € Z durch a + qZ gegeben. Genau wie die Zahlenmengen, die wir bereits kennen, verfiigt
die Menge Z/qZ tiber zusétzliche Struktur wie Addition und Multiplikation.

Applet 1.92 (Darstellung des Quotienten modulo Kongruenz). Wir stellen in diesem Applet
den Quotienten Z /qZ (fiir verschiedene Werte von q) dar. Es macht Sinn sich die Punkte Z/qZ

entlang eines Kreises vorzustellen, doch hat dies formal (vorerst) keine Bedeutung.
Ubung 1.93 (Eigenschaften der Kongruenz).
(i) Zeigen Sie, dass Kongruenz modulo q eine Aquivalenzrelation = auf Z darstellt.

(i1) Zeigen Sie, dass die Abbildungen

(a+qZ,b+qZ) € (Z/qZ)2 — (a+b)+qZ € Z/qZ
(a+qZ,b+qZ) € (L)g7)" — (a-b) +qZ € L/ gz,

wohldefiniert sind (man vergleiche auch mit Ubung 1.90).
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Wie wir spéter sehen werden, ist Z/qZ tatsichlich eine endliche Menge (mit Kardinali-
tat ¢), auf der man ebenso gut rechnen kann, wie beispielsweise auf Z. Grund dafiir ist die
Division mit Rest, die wir in Kapitel 2 im Detail besprechen werden. Unter anderem wegen
dieser Endlichkeit ist Z/gZ in vielen Gebieten der Mathematik, aber auch beispielsweise in der

Informatik von grosser Niitzlichkeit.

52



Kapitel 1.6 Beweise

1.6 Beweise

Die Mathematik hat als eine von wenigen Wissenschaften die Eigenschaft, dass alle Resul-
tate der Vergangenheit (abgesehen von menschlichen Fehlern und gewissen Perioden, in denen
wieder nach der korrekten Methode gesucht wurde) nach wie vor richtig sind (und nicht bloss
in erster Naherung). Das Erfolgsrezept dafiir liegt im Aufbau der Mathematik. Das Fundament
bilden die Axiome (beispielsweise jene der Mengenlehre oder die Peano-Axiome), die als be-
kannt und richtig angenommen werden. Mittels Definitionen werden neue Begriffe eingefiihrt
und mittels Lemmata und Propositionen untersucht und in Verbindung zueinander gebracht,
bis aus diesen Sdtze und Theoreme bewiesen werden konnen. Selbstverstdndlich kann man
bezweifeln, ob die so entstandenen Theorien interessant oder relevant sind. Uber Interessen
lésst sich natiirlich streiten. Dennoch ist die Relevanz der heutigen mathematischen Theori-
en in vielen anderen Bereichen schwer zu bestreiten und dies obwohl wir in der Mathematik
beispielsweise die 0 und die Zahl 10-10% (mit so vielen Nullen nach dem Komma wie nach
derzeitigen Schitzungen Atome im Weltall) strikt unterscheiden. Zu diesem Thema méchten
wir dieses Video, basierend auf dem lesenswerten Artikel ,, The unreasonable effectiveness of
mathematics in the natural sciences” von Eugene Wigner, empfehlen. In eine &hnliche Rich-
tung geht das fiir ein allgemeines Publikum gedachte Video, das die (teilweise tiberraschende)
Niitzlichkeit der Mathematik in anderen Naturwissenschaften besonders hervorhebt.

Wir mochten an dieser Stelle einige Bemerkungen zu Beweisen machen. Ein Beweis, wie
der Name schon sagt, soll die behauptete Aussage unter Verwendung von einfachen logischen
Schritten aus vorher Bekanntem (zum Beispiel Axiomen) ableiten. Es gibt dafiir einige Metho-
den, die wir zum Teil schon angewendet haben und die unter anderem auch verkniipft werden
koénnen.

Manche von Thnen werden sich fragen, warum wir in dieser Vorlesung immer ,,diese Beweise'
besprechen miissen. Diese Frage lasst sich vielleicht mit der Frage an einen Physik-Professor
vergleichen, wieso denn immer so viele Experimente durchgefiihrt werden miissen. Beweise sind
im Aufbau der Mathematik unersetzlich. Selbst wenn Sie die hier entwickelte Theorie spater
moglicherweise nicht in der hier verwendeten Exaktheit und Genauigkeit bendtigen, werden
Sie bei aktiver Mitarbeit abstraktes Denken erlernen, welches fiir die Mathematik aber auch

fir andere Wissenschaften und in der Praxis ausserst niitzlich sein wird.

1.6.1 Widerspruchsbeweise

Angenommen wir wollen eine Aussage A beweisen. Dann ist es manchmal einfacher zu
zeigen, dass —A nicht sein kann, also zu einem Widerspruch fiihrt, als direkt A zu zeigen.
Wir haben dafiir schon ein Beispiel im Beweis von Theorem 1.74 gesehen, wo wir die Nicht-
Existenz eines gewissen Objekts (dort einer Abbildung) behauptet haben. Wir nennen —A
die indirekte Annahme und den Beweis einen Widerspruchsbeweis. Man spricht auch vom

»Satz vom ausgeschlossenen Dritten”, da entweder A oder = A gelten muss und es keine dritte

93


https://m.youtube.com/watch?v=dK_narib4do
http://www.maths.ed.ac.uk/~aar/papers/wigner.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=8mve0UoSxTo&app=desktop

Kapitel 1.6 Beweise

Moglichkeit gibt.?

1.6.2 Kontraposition

Sind A, B zwei Aussagen, dann sind die Aussagen A = B und B = —A &quivalent.
Die Aussage B = —A wird die Kontraposition der Aussage A = B genannt. Wie man

sich dies in einem Beweis zunutze machen kann, wollen wir in einem Beispiel illustrieren.

Beispiel 1.94 (Uberdeckungen mit Dreiecken — aus [Bla03|, Kapitel 1, Seite 6). Sei D das
gleichseitige Dreieck mit Kantenlinge 2 und sei a eine Zahl kleiner als 2. Wir betrachten

folgende Aussagen:

A(a): D ldsst sich mit 4 gleichseitigen Dreiecken der Kantenlinge a tberdecken.

B(a): D lasst sich mit 5 gleichseitigen Dreiecken der Kantenlinge a tiberdecken.

Bei einer Uberdeckung durch Dreiecke sind auch Uberlappungen erlaubt. Wir behaupten nun,
dassVa > 0: A(a) <= B(a) gilt. Auf Grund deren Definitionen impliziert die Aussage A(a)
die Aussage B(a); in Symbolen A(a) = B(a). Wir fizieren a > 0 und beweisen nun die
Implikation B(a) = A(a), in dem wir die Kontraposition =A(a) = —B(a) beweisen.
Wir nehmen —A(a) an, also dass sich D nicht mit 4 gleichseitigen Dreiecken iiberdecken ldasst.
Dann muss a < 1 gelten, denn sonst kénnte man D wie folgt mit Dreiecken der Kantenlinge

1 (und also auch der Kantenlinge a) tiberdecken:

Gegeben eine Uberdeckung von D durch Dreiecke der Seitenlinge a, dann miissen die in

obiger Grafik erhaltenen 6 Punkte (unten in rot markiert)

in jeweils verschiedenen gleichseitigen Dreiecken der Kantenlinge a enthalten sein, da wir
bereits erkannt haben, dass die Kantenldnge a kleiner als 1 ist. Insbesondere sind mindestens

6 solche Dreiecke notwendig, um D zu tiberdecken; also gilt ~B(a).

®Man sollte dabei darauf achten, dass die Aussage A nicht von einer freien Variablen z abhéngt, denn wenn
die Aussage eigentlich Vz € X : A(x) ist, dann ist die Negation 3z € X : =A(z) und nicht Vz € X : -A(z).
Fiihrt man also einen Widerspruchsbeweis, so sollte klar sein, was genau die getroffenen Annahmen sind.
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1.6.3 Induktionsbeweise

Wir haben die Beweismethode der vollstandigen Induktion schon im Beweis von Lemma 1.3
gesehen (und wissen jetzt, dass diese Methode genau einem definierenden Axiom von N ent-
spricht). Diese wird verwendet, um eine Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n zu zeigen.

Der Induktionsbeweis hat zwei wichtige Teilschritte:

e Induktionsanfang (oder Induktionsverankerung): Man zeigt die Aussage A(1).

e Induktionsschritt: Man zeigt, dass A(n) = A(n + 1) fiir alle natiirlichen Zahlen n
gilt.

Man kann einen Beweis mit vollstindiger Induktion mit einem rekursiven Algorithmus ver-
gleichen, der die Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen beweist: Wenn man wissen will, warum
die Aussage fiir n = 10 stimmt, dann zeigt der Induktionsschritt, dass die Aussage stimmt,
weil sie schon fiir n = 9 richtig ist. Die Aussage fiir n = 9 stimmt wiederum, weil sie fiir
n = 8 stimmt und so weiter bis man bei n = 1 angelangt ist. Der Fall n = 1 verankert (daher
,Induktionsverankerung“) die Rekursion und den Beweis, da wir diesen Fall direkt und ohne
Annahme einer anderen, noch zu verifizierenden Aussage iiberpriifen. Im néchsten Kapitel

werden wir weitere Varianten des Induktionsbeweises kennenlernen.

Ubung 1.95 (Gauss’sche Summationsformel). Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass
fur jede natirliche Zahl n > 1 gilt

n(n—+1
1—|—2+-~+(n—1)+n:(2>
Wir mochten auch etwas ,,geometrischere” Probleme behandeln.

Beispiel 1.96 (Eine geometrische Induktion). Sei n eine natirliche Zahl. Wir betrachten das

Quadrat mit Kantenlinge 2", aus dem ein kleines Quadrat der Kantenldnge 1 entfernt wurde.

2”

2”L

Bei diesen beiden Quadraten und auch bei allen noch zu erscheinenden Konstrukten mochten
wir nur Ecken an ganzzahligen Stellen (d.h. in 72) zulassen. Wir behaupten nun, dass sich
das obige ,, Quadrat mit Loch* durch Objekte der Art (rotieren ist erlaubt)

abdecken lisst und beweisen dies per Induktion tber n. Zum Induktionsanfang n = 1: Das

grossere Quadrat hat Kantenlinge 2, also ist das Bild
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und die Aussage stimmt. Angenommen wir wissen, dass die Behauptung fiir n korrekt ist. Wir
zerlegen das Quadrat mit Kantenlinge 2"+ in 4 Quadrate der Kantenlinge 2™ und entfernen
aus einem dieser Quadrate ein kleines Quadrat der Kantenlinge 1. Zusdtzlich entfernen wir

aus den anderen Quadraten je ein kleines Quadrat wie in folgendem Bild

+

Die 4 so entstandenen Objekte (Quadrate mit Loch) lassen sich aber jeweils abdecken nach

dem Induktionsschritt, also folgt die Behauptung.

Vollstandige Induktion ist ein unentbehrliches Hilfsmittel fiir Beweise in der Mathematik,
genauso wie die Rekursion als Programmiermethode in der Informatik. Manchmal hat man
jedoch das Gefiihl, dass Induktion zwar den Zweck erfiillt (also das Lemma, die Proposition
oder den Satz beweist), aber trotzdem nicht erkldrt, warum eine Aussage richtig sein soll. Ein
Beispiel dazu liefert Lemma 1.3, da wir aus dem Beweis beispielsweise nicht erkennen kénnen,
wie wir das Lemma fiir 14 + 2% 4+ 3% + ... + n? verallgemeinern konnten. Vielleicht wiirden Sie
vermuten, dass diese Summe gleich einem Ausdruck der Form %5 +an* +bn? 4+ +dn+e fir
gewisse rationale Zahlen a, b, ¢, d, e ist. Es fragt sich jedoch, wie wir diese Konstanten finden
konnten. Die Induktionsmethode ist dabei nicht sehr hilfreich, da sie verwendet werden kann
um die Wahrheit zu bestétigen, wenn man sie woanders bereits gefunden hat. Wir werden

einen zweiten allgemeineren Beweis von Lemma 1.3 im Abschnitt 3.3 besprechen.

1.6.4 Das Schubfachprinzip

Mancher Existenzbeweis kann auf das Schubfachprinzip (Proposition 1.71) zuriickgefiihrt
werden. Ein Beispiel aus dem Alltag haben wir gleich nach Proposition 1.71 erklért. Hier

mochten wir das Schubfachprinzip an einem mathematischen Beispiel illustrieren.

Beispiel 1.97. Wir betrachten die Abfolge von Zahlen
1, 11, 111, 1111, 11111, ...

und behaupten, dass es eine davon geben muss, welche durch 17 teilbar ist. Dazu definieren

wir die Menge R = {0,...,16} (die Reste mod 17) und die Schubficher

Sy ={n € N|n —r ist durch 17 teilbar}
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fir r € R. Nach Division mit Rest muss jede der Zahlen 1, 11, 111, 1111, 11111, ... in
einem der Schubficher S, enthalten sein und es gibt jeweils genau ein solches Schubfach.
Da wir aber genau 17 Schubficher haben und unendlich viele Zahlen darin verstauen wollen,

missen sicherlich zwei dieser Zahlen im gleichen Schubfach liegen. Formaler betrachtet man

die Abbildung
{1, 11, 111, 1111, 11111, ...} > R, =7y

wobei r, € R die eindeutig bestimmte Zahl mit x € S, ist. Wie erwdhnt kann diese Abbildung
aber nicht injektiv sein. Es gibt also einen Rest r € R und zwei Zahlen x,y € N von der Form

111...1 mit x,y € S, und y > x. Die Differenz von x und y ist von der Form

y—x=11...100...0 =a- 10",
SN———

=a n Nullen

wobei a in unserer Liste vorkommt und n € N. Des Weiteren ist y — x wegen

y—z=(y—r)—(&—7)

durch 17 teilbar. Da aber 17 eine Primzahl ist und weder 10 noch 10™ durch 17 teilbar ist, ist
a durch 17 teilbar.

Das Schubfachprinzip ist gemeinsam mit vielen Weiterentwicklungen eine sehr verbreitete
Beweismethode in der Mathematik. Die allgemeine Einsetzbarkeit hat aber gewissermassen
auch einen Preis, denn wenn das Schubfachprinzip fiir einen Existenzbeweis verwendet wird,
so gibt der Beweis meist keinerlei Aufschliisse wie man denn das Objekt (im Beispiel die

konkrete, durch 17 teilbare Zahl) effektiv (also abgesehen von ausprobieren) finden konnte.

1.6.5 Weitere Methoden

Wir werden noch vielen weiteren Methoden begegnen, die wir hier nicht auflisten méchten.
Beispielsweise gibt es Aussagen, die in verschiedenen Féllen einfache (aber verschiedene) Be-
weise haben. Falls diese Félle alle Moglichkeiten abdecken, haben wir den Beweis der Aussage
mittels Fallunterscheidung erhalten.

Ein anderes Beispiel einer Beweismethode (vor allem aus der Kombinatorik) ist die folgende:
Angenommen wir wollen die endliche Kardinalitdt einer Menge bestimmen. Mit Hilfe einer
geschickt gewahlten Bijektion von dieser Menge in eine andere kann man dieses Zahlproblem
an einen Ort transportieren, wo man die Antwort bereits kennt.

Wie oben bereits angedeutet, gibt es mehrere Wiinsche, die man an einen Beweis stellen
konnte. In erster Linie muss dieser natiirlich einen Beweis darstellen, doch kénnte man sich
auch folgende Punkte wiinschen: Der Beweis konnte eine gute Erkldrung fiir die Aussage
liefert, kdnnte Verallgemeinerungen zulassen oder kdnnte bereits als Anleitung gelesen werden,
wie man aus dem Existenzbeweis einen Algorithmus zum Auffinden des gesuchten Objektes
erstellen kann. Fiir all diese Aussagen werden wir viele Beispiele sehen. Das Auffinden eines

zweiten Beweises einer Aussage ist zwar logisch gesehen unnotig (und fiir uns aus Zeitgriinden
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oft nicht moglich), kann aber mitunter diese weiteren Wiinsche besser abdecken und insgesamt

das Verstandnis der Theorie starken.

1.6.6 Beweise finden

Sie fragen sich vielleicht bereits, wie man Beweise (wie zum Beispiel fiir die Ubungen)
finden kann. Die Antwort ist mit Ubung, Hartnéickigkeit und Gliick. Des Weiteren empfehlen
wir Thnen, Beweise aus der Vorlesung, diesem Skript oder anderer Literatur aus dem Gedéacht-
nis zu wiederholen. Dadurch bekommen Sie Ubung und ein gewisses Gespiir fiir die inneren
Mechanismen von Beweisen. Zusétzlich erkennen Sie vielleicht, dass viele Beweise dhnliche
Bauformen aufweisen und mancher Beweis, sozusagen durch die Definitionen der involvierten
Objekte erzwungen werden. Letzteres kdnnen Sie aber nur bemerken, wenn Sie die bereits

besprochenen Beweise und Definitionen im Gedéchnis haben.

1.6.7 Beweise aufschreiben

Nachdem Sie die Idee fiir den Beweis gefunden haben, wollen Sie diesen kommunizieren und
aufschreiben. Auch dazu ist (viel) Ubung nétig und Sie miissen den Beweis vielleicht umstellen
oder komplett neu formulieren, bevor er fiir andere verstédndlich wird (was das Ziel sein sollte).
Mitunter ist die Reihenfolge der Argumente, wie man sie gefunden hat, moglicherweise kom-
plett anders als die Reihenfolge der Argumente, wie man sie prisentieren sollte. Weiters darf
ein Beweis nicht nur aus Formeln bestehen, sondern muss dieser auch die Gedanken enthalten,
die diesen Formeln Sinn und Zusammenhang geben. Wir verweisen auf [SS12] und das Buch
»Das ist 0.B.d.A. trivial* (|[Beu09]) von Beutelspacher fiir weitere Tipps in diese Richtung.

An dieser Stelle m6chten wir noch die Worter ,,0.B.d.A.“ und ,,trivial* im obigen Buchtitel
kommentieren. Die Abkiirzung ,,0.B.d.A.“steht fiir ,ohne Beschriankung der Allgemeinheit®.
Wir verwenden diese, wenn wir den Beweis einer Aussage auf den Beweis eines Spezialfalls

reduzieren. Folgendes Beispiel illustriert dies:

Beispiel 1.98 (0.B.d.A). Sei A(n) die Aussage 2" > n? iiber ganze Zahlen n, die die Eigen-
schaft A(n) <= A(—n) fir jede ganze Zahl n erfillt. Wollen wir die Wahrheit der Aussage
A(n) nachweisen, so reicht es anzunehmen, dassn > 0 ist, denn ein mogliches Vorzeichen von

n wird von der Funktion n € Z — n? € Z absorbiert. Wir schreiben zu Beginn des Beweises
also ,,Sei 0.B.d.A. n > 0%

Das Wort ,trivial® (abgeleitet von lat. ,trivium“) bedeutet ,bekannt* oder ,allgemein
bekannt und sollte entgegen dem iiblichen Gebrauch nicht mit dem Wort ,offensichtlich®
verwechselt werden. Wenn also ,,...ist trivial* geschrieben wird, so sollte man dies als Auf-
forderung verstehen, zu verifizieren, wieso genau die Aussage ,bekannt sein sollte. Dennoch
werden wir und sollten Sie auf den Gebrauch dieses Wortes komplett verzichten. Selbiges
betrifft Worter wie

,,offensichtlich®, , evident®, , einfach und ,leicht*

oder Phrasen wie
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4

,,. .. 1ist klar” und ,,Es ist leicht zu sehen, dass ...“.

Grund dafiir ist, dass diese Ausdriicke aus Sicht des Lesers als Affront aufgefasst werden
kénnen; es liegt nicht an der Verfasserin oder dem Verfasser, die Schwierigkeit einer Aussage zu
beurteilen, die sie oder er selbst hingeschrieben hat. Des Weiteren kann man eine (vermeintlich)

einfache Aussage oft auch in wenigen Worten erklaren.

1.6.8 Beweise lesen

Ein wichtiger erster Schritt ist die zu beweisende Aussage zu lesen, zu verstehen und zu
erkennen, was iiberhaupt zu beweisen ist. Wenn Sie dann den Beweis lesen, dann sollten Sie
jeden Schritt hinterfragen und dabei fast so stur wie ein Computer beim Abarbeiten eines

Programms vorgehen. Man kann dazu auch das Motto der Royal Society zitieren:
» Nullus in verba® oder ,, Take nobody’s word for it“.

Sollten Sie einen Schritt nicht verstehen oder nicht einsehen, wieso dieser moglich sein soll,
dann fragen Sie bei Mitstudenten, bei Assistenten oder beim Professor nach, bis Sie eine
zufriedenstellende Antwort bekommen haben. Bemiihen Sie sich jetzt, wo die Themen noch
nicht so verflochten sind, ein vollstdndiges Verstdndnis der besprochenen Begriffe und Sétze
zu entwickeln, und warten Sie nicht darauf bis die Themen ,,interessanter werden. Denn dann
werden diese auch schwieriger und es wird zunehmend schwieriger werden, den Einstieg zu
finden.

Umgekehrt sollten Thre Beweise auch so aufgeschrieben sein, dass auch ein sturer Leser
nicht umhin kommt, die von Ihnen bewiesene Aussage zu akzeptieren. Es hilft, wenn Sie Ihren
Beweis einen oder zwei Tage spéter nochmals lesen, da es fiir Sie dann wahrscheinlich leichter
ist, bewusst zu vergessen, was Sie sich beim Niederschreiben gedacht haben und dann vielmehr

lesen, was Sie tatséchlich niedergeschrieben haben.

1.6.9 Pradikatenlogik vs Umgangssprache

Wir werden unsere Beweise in der Umgangssprache (also in Deutsch anstatt in formalen
Symbolen) formulieren, doch empfehlen wir Thnen, die Ubersetzung zwischen Umgangsspra-
che und Prédikatenlogik zu iiben. Wenn wir die Analogie zur Informatik etwas weiter ziehen,
dann sollten Sie die Pradikatenlogik als Maschinensprache der Beweise verstehen und die Um-
gangssprache als die héhere Programmiersprache, die es uns Menschen leichter machen wird,
Zusammenhénge zu sehen, eine Intuition fiir die Theorie zu entwickeln und Konversationen
iiber den Beweis zu fiihren. Der Autor eines Beweises muss also ,,als Programmierer sicherstel-
len, dass die umgangssprachliche Formulierung ohne Zweideutigkeiten in die Pradikatenlogik
iibersetzt werden kann. Genauso sollte der Leser die Rolle des ,;sturen Computers® spielen und
iiberpriifen, ob der Beweis ,,ohne Fehler ablauft®.

Wir werden anfangs unsere Diskussionen ndher an der Prédikatenlogik halten und mitunter
(entgegen iiblichen mathematischen Konventionen) auch die Quantoren V, 3, 3! in Symbolen
verwenden. Doch werden wir sehen, dass weder die Lineare Algebra noch die Analysis sinnlose
Formelsammlungen in Buchstaben und den Symbolen -, A, V, =, <= ,V, 3, 3!, = €,
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C, ...bilden. Vielmehr stellen sie zwei sehr massive Gebdude mit vielen Stockwerken, inter-
essanten Verzierungen und Erkern sowie mehreren Briicken zwischen einander und anderen
Gebéduden dar. Wenn Sie das ,,Gebdude” der Linearen Algebra oder das ,,Gebdude” der Analy-
sis verstehen wollen, dann miissen Sie zwar die einzelnen Bausteine (in Form von Definitionen,
Lemmata und Sétzen), aber eben auch den Lageplan des Gebaudes (das wéren die Zusammen-
hénge) kennen. Es sind diese Zusammenhénge, die in umgangsprachlich formulierten Beweisen
klarer werden.

Wir wollen Thnen am Ende des Hauptteiles dieses Kapitels noch einen Podcast der BBC
empfehlen, der neben geschichtlichen Informationen auch noch eine Zusammenfassung vieler

Themen dieses Kapitels bietet.

Bemerkung. Eigentlich beschéaftigt sich obiger Podcast mit Godel’s Unvollstandigkeitssatz,
welcher Teil der mathematischen Logik ist. Dieses Teilgebiet der Mathematik beschéftigt sich
mit der Theorie des Beweisens und Fragen wie ,;ist die Aussage ... aus den Axiomen ... be-
weisbar? “. Interessanterweise gibt es in dieser Theorie nicht bloss einen Unvollstdndigkeitssatz,
sondern auch einen Vollstandigkeitssatz. Die Auflésung dieses scheinbaren Paradox wiirde uns

jedoch zu weit vom Thema abbringen.
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1.7 Weitere Lernmaterialien

Wir wollen hier versuchen, Ihnen einen Uberblick iiber dieses Kapitel zu geben und auch

weitere Ubungsaufgaben zu den Themen des Kapitels zu sammeln.

1.7.1 Verwendung des Kapitels

Wir haben in diesem Kapitel viele Themen und unter anderem Tipps, Motivationen, eini-
ge Theorie und auch noch etwas Geschichte der Mathematik besprochen. Auf Grund dieser
Vielfalt wollen wir kurz noch betonen, was Sie aus diesem Kapitel eigentlich fiir das Folgende
mitnehmen miissen: Die Themen aus den Abschnitten 1.3 und 1.4 sind grundlegend und wir
werden ohne Wiederholungen alle unsere weiteren Diskussionen auf diese Abschnitte aufbau-
en. Vor allem sollten Sie die folgenden Begriffe so lange iiben, bis Sie diese ohne Zweifel im
Gedéchnis haben.

e Logische Operationen, insbesondere sollten Sie alle Félle fiir das Oder, die Implikation

und ihre Negation ohne das Nachblattern der Wahrheitstabellen wissen.
e Quantoren und deren Verhalten bei Kombination und Negation.
e Mengenoperationen, de Morgan Gesetze.

e Begriff der Funktion und elementare Eigenschaften wie Injektivitéat, Surjektivitdt und

Bijektivitat, aber auch die ungenaueren Begriffe ,, wohldefiniert und ,, kanonisch*.
e Verhalten dieser Eigenschaften unter Verkniipfungen.
e Aquivalenzrelationen, Partitionen, Quotientenraum

e Kardinalitdten, vorldufig nur mit der Unterscheidung endlich, abz&hlbar unendlich oder

uberabzahlbar.

Bei logischen Aussagen werden wir, wie Sie vielleicht schon in Abschnitt 1.6 gemerkt haben,
die Notation in Zukunft etwas leichter halten. Unter anderem werden wir die Anfiihrungszei-
chen ,...“ bei logischen Ausdriicken weglassen und teilweise die Klammerung unterschlagen,

2 — n =1 nur fiir den

wenn diese implizit klar ist. Zum Beispiel kann dn € N : n = n
Ausdruck 3n € N: (n = n? = n = 1) stehen, da ansonsten die Zahl n auf der rechten Seite
von (3n € N:n =n?) = n = 1 nicht definiert ist.

Der Abschnitt 1.5 ist als Ubersicht gedacht und Sie sollten eigentlich (vor allem fiir die
ersten zwei Abschnitte des néchsten Kapitels) diese erste Einfiihrung der Zahlenmengen wieder
vergessen. Denn wir werden im néchsten Kapitel logischen Begriffe, Mengen und Funktionen
verwenden um die reellen Zahlen axiomatisch einzufiihren.

Abschnitt 1.6 und die Ubungsaufgaben dieses Abschnitts sollen Thnen helfen Ihren eigenen
Zugang zu Beweisen zu finden. Schwierige Fragen, die immer wieder auftauchen, sind, ,, Was
muss ich denn bei diesem Satz oder bei dieser Aufgabe eigentlich beweisen?* und ,, Welche Aus-

sage kann ich als gegeben annehmen?‘. Dies ist in diesem Kapitel mitunter wirklich schwer
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zu beantworten (und wir haben hierzu im Laufe des Kapitels auch mehrmals unsere Mei-
nung gedndert). Nach Einfithrung der Axiome im néichsten Kapitel wird deutlich klarer sein,
was wir beweisen miissen: ndmlich ausser den Axiomen alles Weitere, wobei wir aber auf be-
reits bewiesene Aussagen zuriickgreifen diirfen. Insbesondere diirfen Sie in den wochentlichen
Ubungsaufgaben die Aussagen der Vorlesung und ebenso die Aussagen des Skripts verwenden,
aber keine Ubungsaufgaben des Skripts und auch nur jene Seiten des Skripts, die bereits in
der Vorlesung behandelt wurden. Obwohl die Axiome sehr einfach sein werden, werden wir im
Laufe der Vorlesung viele komplizierte und auch tiberraschende Aussagen beweisen konnen.

1.7.2 Flacheninhalt

Ubung (Allgemeinere Bereiche unter der Parabel). Berechnen Sie in Analogie zu obigem die

Fldche unter der Parabel
Pa,b:{(x,y)eR?\agxgb,ogyggﬁ},

wobet a,b € R zwei gegebene reelle Zahlen mit a < b sind.

Ubung. In dieser Ubung mdochten wir eine Variante illustrieren, wie man auf Lemma 1.3
schliessen kann ohne zuerst im Besitz der richtigen Formel zu sein. Wir schreiben dazu fiir
neN

n+1P=14+224+334+.. . +n+1)®) - (1P +22+3+...+n%
=B+ 2B -1)+B -2+ +((n+1)7>-nd).
Gehen Sie nun wie folgt vor.
e Zeigen Sie fir a,b € R
(a+b)® =a® + 3a%b + 3ab? +V°

und erklaren Sie, welche Rechenregeln Sie dabei verwenden.

o Verifizieren Sie die Gleichung
(n+1P=mn+1)+3(12+22+...+n*) +31+2+... +n).
e Schliessen Sie auf Lemma 1.3.

1.7.3 Logik

Ubung (Draculas Biicher — aus [AE06]). In der Bibliothek des Grafen Dracula gibt es keine
zwei Biicher, deren Inhalt aus gleich vielen Wértern besteht. Die Anzahl der Biicher ist die
Summe der Anzahl der Wérter jedes einzelnen Buches. Des Weiteren gentigen diese Aussagen,
um den Inhalt mindestens eines Buches aus Draculas Bibliothek genau zu beschreiben. Was

steht in diesem Buch?
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Ubung (Vier Aussagen in Pradikatenlogik). Wir sagen m € N teilt n € N falls es ein d € N
gibt mit n = dm. Beschreiben Sie die Bedeutung folgender Aussagen und bestimmen Sie, ob

diese zutreffen.
e Vne Ndm e N: m teilt n.
e dImeNVneN: m teilt n.
e VYmeNdIneN: m telt n.
e IneNVmeN: m teilt n.

Ubung (Allgemeinere Existenzquantoren). Sei X eine Menge. In dieser Ubung wollen wir
Quantoren fir die Aussage, dass mehrere Elemente mit einer Eigenschaft A(x) in X existieren,

definieren.

(i) Definieren Sie unter Verwendung des Emistenzquantors einen neuen Quantor 322, so
dass die Aussage ,37%x € X : A(x)“ bedeutet, dass es mindestens zwei Elemente x in X
gibt, die die Eigenschaft A(z) haben.

(ii) Verallgemeinern Sie (i) zu dem Quantor 32" fiir eine natiirliche Zahl n, und verwen-
den Sie diese um auch den Quantor 3=" zu definieren, der besagen soll, dass es genau
n Elemente in X gibt, die die Figenschaft A(x) besitzen. (Sie dirfen entweder infor-
mell Punkte verwenden, oder formal korrekter den Funktionsbegriff, Figenschaften von
Funktionen, und die Menge {k € N | k <n}, die genau n Elemente hat.)

(iii) Definieren Sie unter Verwendung des Ezistenzquantors, des Funktionsbegriffes, einer Fi-
genschaft von Funktionen und der natirlichen Zahlen N einen neuen Quantor 3°°, der

besagt, dass es unendlich viele Elemente in X gibt, die die Eigenschaft A(x) besitzen.

1.7.4 Funktionen und Relationen

Ubung (Injektive Funktionen durch Fallunterscheidungen). Zeigen Sie folgende Behauptung:
Seien X und Y Mengen und sei P eine Partition von X. Angenommen es ist fiir jedes P € P
eine injektive Funktion fp : P — Y gegeben und sei f : X — Y die eindeutige Funktion mit
flp = fp fir jedes P € P nach Lemma 1.67. Zeigen Sie, dass f genau dann injektiv ist, falls
die Mengen f(P) fir P € P paarweise disjunkt sind.

Ubung (Eine Aquivalenzrelation auf dem kartesischen Produkt — aus [AE06]). Seien X,Y
zwet nicht-leere Mengen, sei ~x eine Relation auf X und set ~y eine Relation auf Y. Wir

definieren damit eine Relation ~ auf X XY durch
((z,9) ~ (2y) = ((&~x )\ (Y ~vY))

fiir (z,y), (2',y') € X x Y. Zeigen Sie, dass ~ genau dann eine Aquivalenzrelation auf X xY
ist, wenn ~x eine Aquivalenzrelation auf X ist und ~y eine Aquivalenzrelation auf Y ist. Gilt

dies auch, wenn eine der beiden Mengen X,Y leer ist?
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Applet (Nichtvertauschbarkeit der Verkniipfung). Wir betrachten zwei Funktionen f,g: R —
R, wobei f nur durch den Graphen beschrieben ist und g : x € R +— g(x) = ax + b eine affine
Funktion ist, die durch zwei Konstanten a,b € R definiert wird. Durch Bewegen zweier Punkte
am Graph von g lassen sich a und b definieren. Experimentieren Sie damit um sich an die
geometrische Bedeutung von den Zahlen a und b zu errinnern, und beobachten Sie, wie sich die
beiden Funktionen go f und fog im rechten Fenster unterschiedlich verindern. Es ist nitzlich
sich diese Phdnomene vollstdndig zu erkldren, denn wir werden dhnlichen Verkniipfungen in

unseren weiteren Uberlequngen begegnen.

1.7.5 Beweismethoden

Ubung. Sei n eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie, dass die Implikation
n? 4+ 17n — 13 ist gerade = n ist ungerade

gilt.

Ubung (Ttrme von Hanoi). Es seien 3 Ablageflichen gegeben. Angenommen auf der linken
Ablagefiiche seien n Blécke fiir eine natirliche Zahl n aufgetirmt, wobei nie ein kleinerer

Block unter einem gréosseren Block liegt.

s T

Zeigen Sie, dass Sie den Turm von links nach rechts umschichten kénnen, ohne dass je ein

kleinerer Block unter einem grosseren Block zu liegen kommit.

Ubung. Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion, dass fir alle natirliche Zahlen n > 5 gilt
dn < 2™

Ubung. Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion, dass die Ungleichung n* < 3" fir alle
natiirlichen Zahlen n gilt. Beschreiben Sie die Variante des Induktionsbeweises, die sie hier

verwenden.

Ubung. Wir firben jeden Punkt im Gitter 72 mit einer von 17 verschiedenen Farben ein.
Zeigen Sie, dass es ein achsenparalleles Rechteck R in diesem Gitter gibt, dessen Ecken alle

dieselbe Farbe besitzen.

Ubung. Sein € N und sei S eine Teilmenge von {1,...,2n} mit Kardinalitit n + 1. Zeigen
Sie, dass es Elemente a,b € S gibt mit alb.

Ubung. Sei T eine endliche Menge und seien Sy, ..., S, Teilmengen von T mit

|S1]+ -+ +|Sn| > K|T).
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Zeigen Sie, dass es ein Elementt € T gibt, welches in mindestens k+1 der Mengen S1,...,5,
liegt.

1.7.6 Geometrische Probleme

Ubung (Satz von Pythagoras). In dieser Ubung mdéchten wir (auf Ihnen wvielleicht bereits
bekannte Weise den Satz von Pythagoras) beweisen. Wir betrachten ein rechtwinkliges Dreieck

mit Katheten der Linge a und b und Hypotenuse der Ldnge c. Zeigen Sie, dass

& =ad’+ 17
Hinweis: Betrachten Sie folgende Bilder
b a a b
a
b b b
b
a a a
a b a b

und gehen Sie dabei davon aus, dass gewisse geometrische Begriffe wie Winkel, Linge und
Fliche fir elementare Bereiche und intuitiv anschauliche Eigenschaften wie Invarianz der

Fliche unter Verschiebung und Drehung bekannt sind.

1.7.7 Ubungen zu Primzahlen

Eine natiirliche Zahl p grosser als 1 ist irreduzibel, falls sie nicht als Produkt von zwei
kleineren natiirlichen Zahlen geschrieben werden kann. Eine natiirliche Zahl p grosser als 1
heisst eine Primzahl, falls ein Produkt ab zweier natiirlicher Zahlen a,b € N nur dann durch

p teilbar ist, falls eine der beiden Zahlen durch p teilbar ist.

Ubung (Primzahlen sind irreduzibel). Zeigen Sie, dass jede Primzahl in N auch irreduzibel

1st.

Diese beiden Begriffe sind in der Tat fiir die natiirlichen Zahlen dquivalent (wir werden dies
nochmals etwas genauer in Abschnitt 2.2.4 besprechen) und wir werden in diesem Abschnitt
irreduzible Zahlen ebenso als Primzahlen bezeichnen. Es ist eine gute Ubung im Folgenden

genau zu erkldren welche der beiden Begriffe eigentlich verwendet wird.

Ubung (Primfaktorzerlegung). Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion, dass jede natiirli-

che Zahl grosser als 1 als Produkt von Primzahlen geschrieben werden kann.
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Ubung (Unendlich viele Primzahlen). Zeigen Sie, dass es unendliche viele Primzahlen gibt.

Ubung (Summen von Quadraten). In dieser Ubung mdéchten wir (mit einer detaillierten
Anleitung) zeigen, dass fir jede ungerade Primzahl p € N mit p =1 mod 4 Zahlen x,y € N
mit z2 4+ y®> = p existieren. Dabei folgen wir dem Artikel ,A one-sentence proof that every

prime p =1 mod 4 is a sum of two squares.“ von Don Zagier [Zag90]. Wir zitieren:

,» The involution on the finite set S = {(ac, y,2) € N? | 22 +4yz = p} defined by

(r+2z,z,y—x—2) fallsz<y-—z
(xy,2) =< Qu—x,y,x—y+2) falsy—z<z<2y (1.9)
(x —2y,x —y+2z,y) fallsz>2y

has exactly one fixed point, so |S| is odd and the involution defined by (x,y,z) —
(z,2z,y) also has a fixed point. O¢

Im Folgenden mdchten wir die Details in obigem kryptischen aber auch eleganten Beweis aus-
arbeiten. Aber zuerst méchten wir einen Grund lieferen, wieso man obige Aussage iiberhaupt

glauben sollte.

(i) Sei also p € N eine ungerade Zahl, fiir die x,y € N mit 22 + y? = p existieren. Zeigen

Sie, dass dann p =1 mod 4 ist.

(i) Versuchen Sie 5, 9, 13, 17, 21 als Summe x? + y* von zwei Quadraten natiirlicher Zah-
len z,y € N zu schreiben und bemerken sie, dass unter diesen Zahlen dies nur fir die

Primzahlen maoglich ist.

(iii) Zeigen Sie nun, dass die obige Menge S endlich ist und dass die Abbildung
T:8 =8, (z,y,2) = (2,2,9)

wohldefiniert ist.

(iv) Beweisen Sie, dass p als Summe von zwei Quadraten geschrieben werden kann, wenn es
fiir die Abbildung T einen Punkt a = (x,y,z) € S mit 7(a) = a gibt. Ein solcher Punkt

a € S nennt sich ein Fizpunkt von 7.
Die Abbildung T ist eine Involution, was bedeutet, dass T7°2 = idg ist.

(iv) Zeigen Sie, dass eine Involution auf S einen Fizpunkt besitzt, wenn |S| ungerade ist.
Verifizieren Sie auch, dass |S| ungerade ist, wenn es eine Involution S — S mit einem

eindeutig bestimmten Fizpunkt gibt.
(v) Betrachten Sie die Abbildung o aus (1.9) und verifizieren Sie folgende Behauptungen:

e Die Abbildung o ist wohldefiniert: Einerseits gilt fir (z,y,z) € S, dass die Fille
r =1y —z und x = 2y nicht eintreten konnen, womit o fir jedes Element in S
definiert ist. Andererseits ist fir jedes (x,y,z) € S das Bild o((z,y, 2)) (wie oben

definiert) tatsdchlich ein Element von S.
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e 0:S — S ist eine Involution.

(vi) Zeigen Sie, dass der einzige Fixpunkt von o durch (1,1,k) gegeben ist, wobei k € Ny die
Gleichung p = 4k + 1 erfillt.

(vii) Kombinieren Sie obige Argumente, um die gewinschte Aussage zu zeigen.

Wo haben Sie verwendet, dass p eine Primzahl (oder irreduzibel) ist?

1.7.8 Lernkarten

Wir bieten im eSkript am Ende des Kapitels ein Tool an, das Ihnen helfen kénnte, die

Themen des Kapitels zu wiederholen.
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Kapitel 2

Die reellen Zahlen

Wie bereits erwihnt wurde, werden wir uns in diesem und in allen folgenden Kapiteln an
den iiblichen Aufbau mathematischer Theorien halten und alle Aussagen aus den gegebenen
Axiomen ableiten. In unserem Fall sind letztere die Axiome der reellen Zahlen, die wir gemein-
sam mit der naiven Mengenlehre (inklusive Funktionen und Relationen) verwenden werden,
um die Analysis aufzubauen. Wir werden diesen Aufbau in Etappen erledigen und nach jeder

Etappe klarstellen, was wir erreicht haben und in Zukunft verwenden diirfen.

2.1 Die Axiome der reellen Zahlen

2.1.1 Korperaxiome

Definition 2.1. Eine Menge R gemeinsam mit einer Abbildung
+:RxR—=R, (z,y) = z+y,
die wir Addition nennen, einer Abbildung
G RXxR=R, (z,y) —z-y,

die wir Multiplikation nennen, und einer Relation < auf R, die wir kleiner gleich nennen,
wird als Menge der reellen Zahlen bezeichnet, falls die in diesem Abschnitt 2.1 aufgelisteten
16 Axiome erfiillt sind.

Axiome (Addition). Die Addition erfillt folgende Eigenschaften:
(1) (Nullelement) 0 e RVz eR:24+0=0+2z =z.

(2) (Additives Inverses)Vx € R I(—z) e R:x+ (—x) =(—x)+2 =0
(3) (Assoziativgesetz) Vr,y,z € R: (x +y) +z =2+ (y + 2)

(4) (Kommutativgesetz) Ve,y e R:z+y=y+=x

An dieser Stelle kann man sich einige Fragen stellen. Beispielsweise ist nicht klar, wieso

die Notation (—z) fiir die additive Inverse eines Elements x € R gerechtfertigt ist; a priori
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konnte es ja mehrere additive Inverse eines Elements geben. Deswegen sollte (—x) vorerst als
der Name eines Elements in R gesehen werden und nicht als ein eindeutig bestimmtes, zu x

gehorendes Element. Fragen wie diese mochten wir in Kiirze beantworten.

Bemerkung. Um formal korrekt zu sein, miisste man schreiben
(I") ZzeRVzeR:x+2z=2+2 =2z und
2)VzeRFyeRVweR: (z+y)fw=w+(z+y)=@W+2)+tw=w+ (y+2) =w.

Dies sind die formal korrekten Version der Axiome (1) und (2): In (1’) haben wir nicht ein
»unbekanntes Symbol 0“ verwendet, sondern die Existenz eines Elements mit einer bestimmten
Eigenschaft gefordert. Dadurch wird es klarer, dass bei der gefordeten Existenz a priori nicht
klar ist, ob es nur ein oder mehrere derartige Elemente gibt. Analog haben wir in (2’) die
Verwendung dieses unbekannten Symbols und auch der verfrithten Notation (—x) vermieden.

Wir haben bei der Formulierung der obigen Axiome versucht einen Kompromiss zwischen
Lesbarkeit und formaler Korrektheit zu treffen, damit die Axiome auf den ersten Blick intuitiv
Sinn machen und iiber jeden Zweifel erhaben sind. Formal sollten Sie die Symbole 0 und (—x),
wie bereits angedeutet, vorerst als seltsame aussehende Variablen interpretieren.

Alternativ héatten wir in der Formulierung der Axiome gleich zu Beginn fordern koénnen,
dass es neben der Addition auch noch ein ausgezeichnetes Element 0 € R und eine weite-
re Abbildung — : R — R gibt, und in den ersten beiden Axiomen die Eigenschaften dieser
zusétzlichen Objekte beschreiben kénnen. Dies widerspricht aber dem Wunsch an einem Axio-
mensystem minimal zu sein und nur die nétigsten Objekte, die sich nicht unter Verwendung

anderer Objekte definieren lassen, einzufiihren.
Erste Folgerungen.

(a) Das Nullelement 0 (auch die Null genannt) ist durch das Aziom (1) eindeutig bestimmdt.
Insbesondere ergibt der Begriff ,das Nullelement® Sinn und es ist akzeptabel, dass 0 in
Aziom (2) vorkommt, ohne dass man vorher eine Null widhlen musste. In der Tat, sind

01,02 € R zwei Elemente, die die Eigenschaft in Axiom (1) erfiillen, dann gilt also
01 = 01 4+ 09 = 09.

(Fir welche z € R wurde die Eigenschaft in Axiom (1) verwendet und wie? )

(b) Das Negative —x € R ist fir jedes x € R durch die Eigenschaft x + (—x) = 0 eindeutig
bestimmt. Insbesondere kénnen wir von der additiven Inversen eines Elements sprechen
und die Abbildung — : x € R — —x € R ist wohldefiniert. In der Tat, falls y,z € R zu
x € R die Identitdten x + y = x + z = 0 erfiillen, dann gilt

y=y+0=y+(x+2)
=y+z)+z=(x4+y)+2=0+z2=2,
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nach der Eigenschaft der Null in Axiom (1), der Annahme fiir z, dem Assoziativgesetz in
Axiom (3), dem Kommutativgesetz in Axiom (4), der Annahme fiir y und wiederum die
Eigenschaft der Null in Axiom (1).

(c) Wegen der Eindeutigkeit der additiven Inversen gilt —(—z) = x fir jedes x € R. Denn fiir
z € R gilt (—z) + = 0 nach der Definition der additiven Inversen von z in Axiom (2)

und damit ist nach (b) schliesslich —(—xz) = x.

(d) ,, Additives Kiirzen* ist erlaubt: Sind x,y,z € R mit x+y = x+ z, so darf man x wegstrei-
chen. (Das heisst, die Aussage Vx,y,z € R:x+y=x+2 = y = z gilt.) In der Tat
gilt

= (o) + (@t 2)=((-2) +2)+ 2=z

wobei die Eigenschaft der Null in Axiom (1), Eigenschaft der additiven Inversen in Axi-
om (2), das Assoziativgesetz in Axiom (3), die Annahme z+y = z+z, das Assoziativgesetz

in Axiom (3) und nochmals die Eigenschaft in den Axiomen (2) und (1) verwendet wurden.

Nach dem Assoziativgesetz in Axiom (3) konnen wir fiir x,y, z € R anstelle von (z+y) + 2
oder z + (y + z) einfach x +y + 2 schreiben, da diese nach Axiom (3) gleich sind. Anstelle von
x+ (—y) fur x,y € R schreiben wir oft auch die Subtraktion xz —y und anstelle von (—z)+y
auch —x +y.

Wichtige Ubung 2.2. Zeigen Sie die folgenden Regeln (unter Verwendung der Aziome (1)-
(4) und der Folgerungen (a)-(d)).

(i) Es gilt —0 = 0.

(11) Fir alle z,y € R gilt —(z +y) = (—x) + (—y) (wobei wir fir letzteres auch = —x —y

schreiben).
(111) Fir alle z,y € R gilt —(x —y) = —x + y.

Bemerkung. Wir sagen auch, dass die reellen Zahlen R gemeinsam mit der Abbildung (Ver-
kniipfung) + : R xR — R eine kommutative oder abelsche Gruppe bilden, da die Axiome

(1)-(4) gerade die Axiome einer kommutativen Gruppe bilden.

Axiome (Multiplikation). Die Multiplikation erfillt folgende Eigenschaften:
(5) (Einselement) 31 e R\ {0} Ve e R:z-1=1 -z =x.

(6) (Multiplikative Inverse) Vo € R\ {0} Iz H eR:z-(z7 ) =@ -2=1
(7) (Assoziativgesetz) Vx,y,z € Rz - (y-2) = (z-y) - 2.

(8) (Kommutativgesetz) Ve,y e R:x-y=1y- x.

Des Weiteren muss bei Kombination der Addition und der Multiplikation folgendes Gesetz
gelten.
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Axiome (Kompatibilitdt von + und ). Wir verlangen
(9) (Distributivgesetz) Vx,y,z e R: (z+y) -z =(z-2)+ (y - 2)

Wir werden sehen, dass die Axiome (5)-(9) implizieren, dass R* = R\ {0} mit der Multi-
plikation eine abelsche Gruppe bildet, die auch die Einheitengruppe von R genannt wird.
Dies wird uns insbesondere erlauben, die Folgerungen aus den Axiomen (1)-(4) auf die Mul-

tiplikation analog anzuwenden.
Folgerungen.

(e) Es gilt 0-x=x-0=0 fir alle x € R. Denn fiir ein z € R gilt
0-24+0-2=(0+4+0)-2=0-2=0-2+0

nach dem Distributivgesetz in Axiom (9) und der Eigenschaft der Null. Durch Wegstrei-
chen von 0 - x (siche Folgerung (d)) erhalten wir 0 - z = 0. Nach dem Kommutativgesetz

in Axiom (8) folgt auch x - 0 = 0 und die Behauptung ist gezeigt.
(f) Es gilt (—1) -2 = —=z fir alle € R. Denn fiir ein x € R ist
x+(-1)-z=1-z24(-1) -z
=1+ (-1)-z=0-2=0,
was wegen Folgerung (b) die gewiinschte Aussage impliziert.

(g) Es gilt, dass fiir jedes x € R* auch jedes Element (z~') wie in Aziom (6) in R* liegt.
Denn wiire € R* mit (z71) = 0, so wiirde 1 = z- (z7!) = 2-0 = 0 gelten, was in Axiom

(5) ausgeschlossen wurde.

(h) ,, Multiplikatives Kirzen* ist erlaubt: Sei x € R* und eine Gleichung der Form x-y =x-z

fir y, z € R gegeben. Dann darf man x wegstreichen und es gilt y = z. In der Tat ist

I
—

8
L
N~—
)

<
N—

y=1l-y=(@")-z)y

(i) Es gibt keine ,Keine Nullteiler: Falls x -y = 0 fiir zwei Elemente x,y € R gilt, dann
ist £ = 0 oder y = 0. Denn nimmt man an, dass x # 0 ist, so folgt aus der Gleichung
x -y =0=x-0, die nach Folgerung (e) und der Voraussetzung gilt, dass y = 0 ist nach
Folgerung (h).

Wegen dem Assoziativgesetz in Axiom (7) schreiben wir anstelle von - (y-z) oder (z-y) -z
auch x-y-z fiir z,y, z € R. Wir verwenden im Weiteren die Regel ,,Punkt- vor Strichrechnung*
und lassen den Punkt in der Multiplikation oft auch weg. Insbesondere werden wir das Distri-

butivgesetz in Axiom (9) auch in der Form (x + y)z = xz + yz fir alle z,y, z € R schreiben.
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Bemerkung. Die Axiome (5)-(8) (gemeinsam mit den Folgerungen (g) und (i)) machen R*
ausgestattet mit (der Einschrinkung) der Multiplikation - : (R*)? — R* zu einer kommutati-
ven Gruppe: Nach Folgerung (i) ist die Multiplikation wohldefiniert, nach Axiom (5) existiert
ein sogenanntes neutrales Element (hier die Eins, bei der Addition war es die Null), nach
Axiom (6) und Folgerung (g) hat jedes Element ein multiplikatives Inverses in R\ {0}. Das
Assoziativgesetz (resp. das Kommutativgesetz) ist wegen Axiom (7) (resp. Axiom (8)) erfiillt.

Insbesondere kénnen wir die Folgerungen (a)-(c) iibernehmen.
Folgerungen.
(j) Das FEinselement ist durch die Eigenschaft in Aziom (5) eindeutig bestimmdt.

(k) Das (multiplikatives) Inverse =1 € R* st fiir jedes Element x € R* eindeutig durch

x-x71 =1 bestimmt.
(1) Fiir alle z € R* gilt (z7 )7t = 2.
Wichtige Ubung 2.3.

(i) Analysieren Sie das Argument in Bemerkung 2.1.1, das Folgerungen (j), (k) und (1)

beweist.

(ii) Leiten Sie die Folgerungen (j),(k) und (1) direkt aus den Axiomen (5)-(7) ab, was in
diesem Fall nicht viel langsamer als die Argumentation im ersten Teil der Ubung ist,

aber eine klare Wiederholung der Argumente in Folgerungen (a)-(c) darstellt.
Wichtige Ubung 2.4. Seien z,y,z € R.

(i) Zeigen Sie, dass die Identitit (—x)(—y) = xy. Uberpriifen Sie auch, dass —x € R* und
(*x)_l = *(33_1) gilt, falls x € R* ist.

(i1) Zeigen Sie, dass das Distributivgesetz fir die Subtraktion
x(y—z2) =xy —xz

gilt.

Wir verwenden oft die Schreibweise des Quotienten % = xy~! fiir alle Zdhler x € R und

1

Nenner y € R*. Die Inverse % =y~ von y € R* nennen wir auch den reziproken Wert

oder den Kehrwert von .

Wichtige Ubung 2.5 (Rechenregeln fiir Quotienten).
(i) Fiir alle x,z € R und y,w € R* gilt % = = genau dann, wenn Tw = yz.
(ii) Fiir alle x,z € R und y,w € R* gilt

xTr z Trz

yw  yw
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1) Fir allex € R und y,z,w € R* gilt
(1i1) y g

X
Ly Tw
w v
w) Fir alle x,z € R und y,w € R* gilt
(iv)
x z TWw + Yz
vz _wwiyr
y w yw

Wichtige Ubung 2.6. Wir definieren a®> = a - a fir alle a € R. Zeigen Sie die Gleichungen
(a+b)? =a?+2ab+b%, (a—b)? = a®—2ab+ b2, und (a+b)(a—b) = a® —b? fiir alle a,b € R.

Die Axiome (1)-(9) werden auch die Kérperaxiome genannt und machen also R zu einem
Korper. Diese definieren die iiblichen Rechenregeln und sind damit gut als Axiome geeignet.
Die Folgerungen (a)-(1), Ubung 2.2 und Ubungen 2.4-2.6 gelten fiir beliebige Kérper und nicht

nur fur die reellen Zahlen.

Beispiel 2.7. Bevor wir zu den weiteren Axiomen der reellen Zahlen kommen, wollen wir

noch weiterere Beispiele von Kdrpern und ein Gegenbeispiel geben:

(i) Die rationalen Zahlen Q, welche man aus den axiomatisch definierten natirlichen Zahlen

N konstruieren kann (siehe Abschnitt 1.5), bilden einen Kdérper.
(i) Die ganzen Zahlen Z (siehe Abschnitt 1.5) bilden keinen Korper. (Warum nicht?)

(1ii) Aus den rationalen Zahlen lassen sich viele weitere Korper bilden, zum Beispiel
Q(V2) := {a+b\/§ la,be @}

mit den natiirlichen Rechenoperationen, wobei /2 eine Losung der Gleichung x* = 2 ist.

(Wir werden dies nochmals genauer besprechen, siche Abschnitt 2.1.4.)

(iv) Der kleinst maogliche Korper Fy besteht aus der Menge {0,1} gemeinsam mit den Re-

chenoperationen der Addition
0+, 1=1+,0=1, 0+ 0=1+_1=0

und der Multiplikation

Hier sind 0,1 nicht die gewdhnlichen Zahlen (Elemente von R), sondern zwei Elemente
der neuen Menge Fo. Die Operationen +e, und &y sind zwet neue Operationen, so dass

Fy mit diesen beiden Operationen die Korperaxiome erfillt (siehe Abschnitt 2.8.2).
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(v) Der Korper Fo kann auch als Quotient von Z beziiglich der Aquivalenzrelation =, definiert

durch
m=n <= n—m ist gerade

fiir m,n € Z, konstruiert werden. Diese Definition kann man fir jede Primzahl p € N

erweitern, um damit den Korper F,, zu definieren (siehe wiederum Abschnitt 2.8.2).

Obige Beispiele zeigen, dass die ,,iiblichen Rechenoperationen® (das wéren die Axiome (1)-
(9)) von vielen Zahlensystemen erfiillt werden, oder préaziser formuliert, dass es viele verschie-
dene Korper gibt. Wir sind an diesen Korpern hier(!) nicht weiter interessiert und schliessen

sie aus, indem wir weitere Axiome einfiihren.

2.1.2 Angeordnete Korper

Axiome (Anordnung). Die Relation < auf R erfillt die folgenden vier Aziome
(10) (Reflexivitit) Ve € R:x <z
(11) (Antisymmetrie) Vo, y e R: ((z <yAy<z) = z=y)

(12) (Transitivitit) Ve, y,z € R: (e <yAy<z) = 2 < 2)

(13) (Linearitit) Yo,y € R: (z <y Vy < z)

Die Axiome (10)-(12) sind die Axiome einer Ordnung und zusammen mit Axiom (13)
bilden sie die Axiome einer linearen (oder auch totalen) Ordnung. Damit die Relation <
auf dem Korper R niitzlich ist, benétigen wir die folgenden Axiome, die die Relation mit der

Korperstruktur koppeln:

Axiome (Kompatibilitdt von <). Wir verlangen

(14) (< und +) Vx,y,z € R: (mgy — m—l—z§y+z).
(15) (< und-)Vo,ycR: (0<2A0<y) = 0<z-y).

Wie bereits erwdahnt wurde, sprechen wir x < y als ,x ist kleiner gleich y* aus. Wir
definieren fiir z,y € R auch y > x durch x < y und sprechen dies als ,;y ist grosser gleich

4

x* aus. Weiter definieren wir z < y (ausgesprochen als ,,x ist kleiner als y* oder ,x ist echt
kleiner als y*) durch z < y A x # y. Natiirlich definieren wir z > y durch y < z und sagen
& ist grosser als ¢ oder ,x ist echt grosser als y“. Wir verwenden diese Symbole oft auch
in ,,gleich gerichteten Ketten“; beispielsweise steht r <y < z=afirx <yAy <z Az =a.
Ein Element z € R ist positiv, falls x > 0 gilt, und negativ, falls x < 0 gilt. Des Weiteren
sagen wir ein Element x € R ist nichtnegativ falls x > 0, beziehungsweise nichtpositiv falls

x <0.

Folgerungen. Das Hinzufiigen der Aziome (10)-(15) hat folgende Konsequenzen:
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(m)

(Trichotomie) Fir alle z,y € R gilt entweder x < y, * =y oder x > y. Seien z,y € R.
Nach der Linearitéat in Axiom (13) gilt < y oder y < z. Falls = y, dann kénnen x > y
und x < y nicht gelten (siehe obige Definitionen). Falls umgekehrt x # y, dann kann nach
der Antisymmetrie in Axiom (11) nur eine der beiden Aussagen x < y und y < x gelten,

wodurch wiederum genau eine der beiden Aussagen z < y und y < z gilt.

Seien x,y,z € R. Fulls x <y und y < z ist, dann gilt auch x < z. Denn wir haben x < z
nach der Transitivitdt in Axiom (12) und falls z = z wére, dann wére y < z und daher
x = y nach der Antisymmetrie in Axiom (11) und der Voraussetzung x < y, was aber
der Annahme widerspricht. Analog sieht man, dass x < y und y < z fir x,y,z € R auch

x < z impliziert.

Man darf Ungleichungen folgendermassen addieren: Seien x,y,z,w € R mit x < y und
z < w. Dann gilt auch x + z < y+ w. In der Tat, x < y impliziert x + 2z < y + z nach der
additiven Kompatibilitit in Axiom (14) und z < w impliziert y + z < y + w ebenso nach
Axiom (14), was gemeinsam =+ z < y+w nach der Transitivitat in Axiom (12) impliziert.
Analog sieht man (unter Verwendung von Folgerung (n)), dass fir x,y,z,w € R mitz <y

und z <w auch x + z <y +w gilt.

Seien y,z € R. Dann gilt y < z genau dann, wenn 0 < z —y gilt. Dies folgt wiederum aus

der additiven Kompatibilitidt in Axiom (14) durch Subtraktion resp. Addition von .

Sei z € R. Dann gilt x > 0 <= —x < 0. Dies folgt aus (p) mit y = —z und z = 0

gemeinsam mit Folgerung (c).

Des Weiteren ist fiir jedes x € R das Element 2*> = z-x > 0 und 2% > 0, falls © # 0. Falls
x > 0 ist, so folgt die erste Aussage aus der multiplikativen Kompatibilitdt in Axiom (15).
Falls # < 0 ist, dann ist —z > 0 nach Folgerung (q) und damit zz = (—z)(—xz) > 0 nach
Ubung 2.4. Falls 22 = 0 ist, dann gilt = 0 nach Folgerung (i) und die zweite Aussage
folgt.

Es gilt 0 < 1. Denn 1 = 12 > 0 nach Folgerung (r) und 1 # 0 nach Axiom (5).

Seien x,y,z € R. Falls x > 0 und y < z, dann gilt vy < xz. Denn unter Verwendung von
Folgerung (p), wonach z —y > 0, und der multiplikativen Kompatibilitdt in Axiom (15)
gilt xz — xy = x(z — y) > 0 und damit folgt die Aussage wiederum aus Folgerung (p).

Seien x,y,z € R. Falls ¢ < 0 und y < z, dann gilt vy > xz. In der Tat ist —x > 0 nach
Folgerung (q), z —y > 0 nach Folgerung (p) und somit

zy—xz =y —2)=(—2)(=(y—2)) = (—z)(z —y) 2 0
nach der multiplikativen Kompatibilitdt in Axiom (15) und Ubungen 2.4 und 2.4.

Fiir z,y € R impliziert 0 < < vy, dass 0 < y~' < x~!. Wir behaupten zuerst, dass
7t > 0 (y~!' > 0 folgt analog). Denn falls nicht, dann wire wegen der Trichotomie

in Folgerung (m) und Folgerung (g) 2~ ! < 0. Demnach wiirde 1 = xz~! < 0 nach
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Folgerung (t) gelten, was Folgerung (s) widerspricht. Insbesondere ist z71y~! > 0 und es
gilt
gy = ar Tt < yaly T = oL

(w) Falls 0 < x <y und 0 < z < w fir z,y,z,w € R, dann gilt auch 0 < zz < yw (siehe
Ubung 2.8).

(x) In einer Ungleichung der Form x +vy < z + z fir x,y,z € R darf man z streichen, das
heisst, y < z folgern (siche Ubung 2.8).

(y) In einer Ungleichung der Form xy < xz fir z,y,z € R darf man x streichen, das heisst,

y < z folgern, wenn x > 0 ist (siche Ubung 2.8).

Ubung 2.8. (i) Beweisen Sie die Folgerungen (w),(x),(y). Was geschieht in (y), wenn man
die Bedingung x > 0 fallen ldsst, das heisst, wenn x < 0 oder x =09

(ii) Formulieren Sie fir einige der obigen Folgerungen dhnliche Versionen fir die strikte

Relation ,<“ und beweisen Sie diese.

Obige Axiome, Folgerungen und Aussagen in den Ubungen stellen die iiblichen Eigenschaf-
ten fiir Ungleichungen dar. Mit Hilfe dieser konnen wir auch Aufgaben wie in folgender Ubung

16sen.

Ubung 2.9. Zeigen Sie, dass
3
{xER\{O}|$+x+4ZO}:{zER\{O}|—3§x§—1\/x>O}

Falls ein Korper (der ja per Definition die Axiome (1)-(9) erfiillt) eine Relation < besitzt,
die auch die Axiome (10)-(15) erfiillt, dann nennen wir den Korper mit der Relation einen

angeordneten (oder geordneten) Korper.
Beispiel 2.10 (angeordnete Korper).

(i) Es gibt keine Relation < aufF9, so dass dieser einen angeordneten Kdrper bildet. Nehmen
wir per Widerspruch an, dass < eine Relation auf F9 ist, die die Axiome (10)—(15) erfiillt.
Dann folgt aus 0 < 1 und Folgerung (n) die strikte Ungleichung 0 =0+0< 1+ 1 =0,

was einen Widerspruch darstellt.

(ii) Die rationalen Zahlen Q sowie der Kérper Q(v/2) aus Beispiel 2.7 bilden mit der tiblichen

Relation < einen angeordneten Korper.

2.1.3 Das Vollstandigkeitsaxiom

Fiir die Analysis sind die Axiome (1)-(15) noch nicht ausreichend; Grund dafiir ist, dass
man vorerst noch zu viele ,,Liicken” in R haben kénnte. Wir benotigen also noch ein weiteres

Axiom. Gewissermassen hat die Suche nach diesem Axiom mit den Arbeiten der Griechen
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wie Pythagoras, Euklid und Archimedes begonnen, doch wurde sie erst im 19. Jahrhundert in
den Arbeiten zahlreicher Mathematiker, darunter Weierstrass, Heine, Cantor und Dedekind,
erfolgreich (siehe auch diesen Link).

Wie wir in Kiirze besprechen wollen, ist dieses Axiom trotzdem relativ leicht vorstellbar

und wie wir im Laufe des Jahres sehen werden, ist es Grundlage fiir die ganze Analysis.
Axiom (Vollstandigkeit). Die reellen Zahlen erfillen folgendes Aziom:

(16) Zuerst in Worten: Falls X,Y zwei nicht-leere Teilmengen von R sind und fir alle z € X
undy € Y die Ungleichung x <y gilt, dann gibt es ein ¢ € R, das zwischen X undY liegt
in dem Sinn, als dass fiir alle x € X und y € Y die Ungleichung x < ¢ <y gilt. Formal:

VX,YCR: (X£OAY #£0AVze X VyeY 2 <y)
— (GceRVze X VyeY:z<c<y))

Wenn R die Axiome (1)—(16) erfiillt, dann sprechen wir auch von einem vollstindig ange-
ordneten Korper. Wir werden uns die reellen Zahlen haufig als die Punkte auf einer Geraden
vorstellen, wobei wir deswegen die Gerade auch die Zahlengerade nennen.

<y

| | | | [ | -

—1 0 1 2=1+1

Die Relation = < y fiir z,y € R interpretieren wir als ,,auf der Geraden liegt der Punkt y
rechts von dem Punkt x“, wobei wir ,,rechts mit einem Pfeil auf der Geraden andeuten. Wir
definieren 2=141>1>0,3 =2+ 1 > 2 und so weiter - siche auch den Abschnitt 2.2.

Was bedeutet in diesem Bild das Vollstdndigkeitsaxiom? Seien X, Y nicht-leere Teilmengen
von R, so dass fiir alle x € X und alle y € Y die Ungleichung x < y gilt. Dann sind alle

Elemente von X links von allen Elementen von Y wie im nachfolgenden Bild.

WHMWWHW_,

&

Nach dem Vollstandigkeitsaxiom existiert also ein ¢, das dazwischen liegt. Die Existenz der
Zahl c ist gewissermassen eine Versicherung, dass R keine , Liicken“ hat.

Es ist gut, sich die obigen Axiome und Folgerungen, aber auch alle folgenden Lemmata,
Propositionen, Satze, Theoreme und deren Beweise auf der Zahlengeraden zu veranschaulichen.
Doch sollte die Zahlengerade als Motivation und zur Entwicklung einer guten Intuition, aber

nicht fiir die Beweisfiihrung verwendet werden.

2.1.4 Eine erste Anwendung der Vollstindigkeit

Wir schliessen diesen Abschnitt indem wir als eine Anwendung des Vollstandigkeitsaxioms
die Wurzelfunktion auf R>g = {z € R: z > 0} einfiihren.
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Wichtige Ubung 2.11 (Existenz der Wurzelfunktion). In dieser Ubung wollen wir die Exi-
stenz einer bijektiven Funktion /- : R>o — R>o, a — /a mit der Eigenschaft \/62 = a fir

alle a € R>q zeigen.
(i) Zeigen Sie fiir alle x,y € R>q, dass x <y <= x? < y?.

(ii) (Eindeutigkeit) Folgern Sie, dass es fiir jedes a € R>o hdchstens ein ¢ € Rsq mit ¢ = a
gubt.

(i1i) (Existenz) Betrachten Sie fiir eine reelle Zahl a > 0 die nicht-leeren Teilmengen
X={zeRs|2*<a}, Y={yeRs|y’>a}.

Wenden Sie nun das Vollstindigkeitsaxiom an, um einc € R mitx < ¢ <y fir allex € X
und y € Y zu finden. Verwenden Sie, dass fir alle e € R mit 0 < ¢ < 1 die Aussagen

c+ed X, c—e¢Y gelten und schliessen Sie jeweils auf c? > a beziehungsweise ¢® < a.

Wir bezeichnen fiir jedes a > 0 die durch ¢ = a und ¢ > 0 eindeutig bestimmte reelle Zahl als

¢ = v/a und sprechen von der Wurzel von a.
(iv) (Wachsend) Zeigen Sie fiir x,y € R>g mit x <y die Ungleichung \/x < \/y.
(v) (Bijektion) Zeigen Sie, dass die Wurzelfunktion von R>o nach R>q bijektiv ist.

(vi) (Multiplikativitit) Zeigen Sie unter Verwendung von (i), dass fir alle z,y € R>q gilt
VTY = T\ /Y.

(vii) (Zwei Losungen) Zeigen Sie, dass es fiir a > 0 genau zwei Lisungen der Gleichung x> = a

inx € R gibt.

2.1.5 Verwendung der reellen Zahlen und der Axiome

Zusammenfassend gilt, dass die Korperaxiome der reellen Zahlen die iiblichen Rechenregeln
und Gleichungsumformungen erlauben, wobei (wie gewohnt) Division mit Null nicht gestat-
tet ist. Des Weiteren erfiillen die Relationen < und < die iiblichen Umformungsgesetze fiir
Ungleichungen, wobei bei Multiplikation mit negativen Zahlen die Ungleichungen natiirlich
umzudrehen sind. Wir werden diese Gesetze (das wéren die Axiome (1)-(15), die Folgerun-
gen (a)-(y) und die Aussagen in den Ubungen) im Folgenden ohne Verweis verwenden. Das
Vollsténdigkeitsaxiom (Axiom (16)) war bereits notwendig fiir den Beweis der Existenz einer
Wurzelfunktion. Die wahre Bedeutung dieses Axioms werden wir hingegen erst sehen, wenn
wir es fiir weitere Aussagen verwenden. Insbesondere werden wir bis auf Weiteres stets darauf
verweisen, wenn wir es verwenden.

Wir werden héufig die Variablen a, b, ¢, s,t, x,y verwenden um damit reelle Zahlen zu be-
zeichnen, werden aber im Sinne der Transparenz trotzdem immer ,,Sei ¢ € R ...* oder &hnli-

ches schreiben.
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Bemerkung. Wir haben in obigem die Axiome der reellen Zahlen aufgelistet. Die Tatsache,
dass wir von den reellen Zahlen sprechen konnen, riithrt daher, dass es bis auf gewisse Iden-
tifikationen nur einen angeordneten Korper gibt, der auch (16) geniigt. Eine Analogie dazu
findet sich im Schachspiel: Ein Schachbrett mit Schachfiguren ist nicht gleich einem anderen
Schachbrett mit Schachfiguren. Fiir das Schachspiel ist es jedoch egal, welches Schachbrett
man benutzt. Wir werden die erwihnte Eindeutigkeit etwas spéter genauer formulieren und
auch beweisen konnen; fiir den Moment fixieren wir uns aber einen solchen Kérper und nennen
ihn den Korper der reellen Zahlen (wir einigen uns auf ein Schachbrett mit den dazugehérigen

Figuren).
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2.2 Die naturlichen Zahlen

Da wir alle unsere Diskussionen auf den Axiomen der reellen Zahlen in Abschnitt 2.1 auf-
bauen werden, wollen wir jetzt die natiirlichen, die ganzen und die rationalen Zahlen innerhalb
der reellen Zahlen finden und die wichtigsten elementaren und geometrischen Eigenschaften

dieser Zahlen beweisen.

2.2.1 Definition der natiirlichen Zahlen und vollstindige Induktion

Definition 2.12 (Induktive Teilmengen). Eine Teilmenge M C R ist induktiv, falls folgende

zweil Eigenschaften gelten:
(i)leM
(ii) Firallez e Rgiltx e M = z+1¢€ M.

Beispielsweise ist R eine induktive Menge (gewissermassen die grosste solche). Die , kleinste

induktive Menge sollen die natiirlichen Zahlen sein.

Definition 2.13 (Natiirliche Zahlen). Wir definieren die Teilmenge der natiirlichen Zahlen
N C R als Durchschnitt aller induktiven Teilmengen von R

N= (] M

MCR induktiv

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass N in jeder induktiven Teilmenge von R enthalten
ist und dass 1 € N, da jede induktive Teilmenge die Eins enthalten muss und N der Durch-
schnitt aller induktiven Teilmengen ist. Des Weiteren kénnen wir folgern, dass fiir alle n € N
die Ungleichung n > 1 gilt. In der Tat ist die Teilmenge {z € R | z > 1} induktiv ({iberpriifen
Sie dies) und enthélt somit N.

Lemma 2.14 (Kleinste induktive Menge). Die natirlichen Zahlen N bilden eine induktive

und somit die kleinste induktive Teilmenge der reellen Zahlen.

Beweis. Wir haben oben bereits gesehen, dass 1 € N ist. Falls nun n € N ist und M C R eine
beliebige induktive Teilmenge ist, dann gilt auch n € M (wegen der Definition von N). Da M
induktiv ist, gilt n+1 € M. Da M aber eine beliebige induktive Teilmenge war, liegt n+ 1 in
jeder induktiven Teilmenge und somit auch in N per Definition von N. Wir haben fiir N also

beide Eigenschaften einer induktiven Teilmenge nachgewiesen und das Lemma folgt. O

Wir kénnen nun das Prinzip der vollstdndigen Induktion als Konsequenz unserer Definition

der natiirlichen Zahlen (und der Axiome der reellen Zahlen) beweisen.

Satz 2.15 (Vollstandige Induktion). Falls fiir eine Aussage A(n) tber die natirlichen Zahlen
neN

e (Induktionsanfang) A(1) und

e (Induktionsschritt) ¥n € N: (A(n) = A(n+1))
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gelten, dann gilt A(n) fir alle n € N.
Beweis. Wir definieren E = {n € N | A(n)}, womit folgende Aussagen gelten.
e 1 € E, da A(1) auf Grund des Induktionsanfanges gilt.

e Fiir alle z € R gilt, dass £ € F nach Definition z € N und auf Grund des Induktions-
schrittes auch = + 1 € E impliziert.

Daher ist E eine induktive Menge und es folgt, dass N C F nach Definition von N. Also gilt
A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n € N. O

Ubung 2.16 (Peano-Axiome). Zeigen Sie, dass die oben definierte Teilmenge N C R die
Peano-Aziome (siehe Abschnitt 1.5) erfillt, wobei v :n € N+ n+1 € N die Nachfolgerfunk-

tion 1st.

Wir untersuchen nun weitere algebraische und geometrische Eigenschaften von N. Die Be-
deutung der folgenden Diskussionen liegt nicht so sehr in den behaupteten Aussagen, die
anschaulich klar sind. Vielmehr zeigen Sie, dass unsere Axiome von R und unsere Definiti-
on von N auch in der Lage sind, diese natiirlichsten Eigenschaften von N zu beweisen, die

wiederum Grundlage fiir die weiteren Diskussionen bilden.

Lemma 2.17 (Addition und Multiplikation auf N). Fir alle m,n € N gilt m +n € N und
m-n € N.

Beweis. Sei A(n) die Aussage Vm € N: m +n € N. Dann gilt A(1), denn falls m € N, dann
gilt auch m+1 € N, da N induktiv ist wegen Lemma 2.14. Dies ist der Induktionsanfang. Fiir
den Induktionsschritt nehmen wir also an, dass A(n) fiir n € N gilt oder in anderen Worten,
dass fiir alle m € N auch m +n € N gilt. Wegen Lemma 2.14 impliziert letzteres aber auch
m+n+1 € N fiir alle m € N und wir erhalten die Aussage A(n + 1). Vollstédndige Induktion
zeigt daher Vn € N : A(n), was gerade die Aussage Ym,n € N:m +n € N ist.

Fiir die Multiplikation definieren wir B(n) fiir n € N als die Aussage Vm € N: m-n € N.
Dann gilt B(1), da fiir alle m € N auch m -1 = m € N. Falls nun B(n) fir n € N gilt, dann

folgt aus m € N auch m - n € N und aus dem ersten Teil des Lemmas auch
m-(n+1)=m-n+méeN

Da m beliebig war, gilt also B(n) = B(n + 1) und das Lemma folgt mittels vollstandiger
Induktion. O

Nachdem wir im letzten Lemma einige algebraische Fragen beantwortet haben, wollen wir
uns nun geometrischen Fragen zuwenden. Da N induktiv ist, sind 1 und 2 = 1 + 1 in N.
Gibt es eine natiirliche Zahl zwischen 1 und 27 Die negative Antwort zu dieser Frage ist in

allgemeinerer Form in folgendem Lemma enthalten.
Lemma 2.18 (Anordnung von N).

o FiirmeN giltn=1 odern—1¢&N.
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o FirmneNmitm<n<m+1 gilt n=m oder n=m + 1.

Beweis. Fiir die erste Aussage zeigen wir, dass die Menge M = {1} U{n € N|n —1 € N} die
natiirlichen Zahlen N enthélt. In der Tat ist die Menge M induktiv, da 1 € M und da fiir
n € M auch (n +1) —1 =n € N und damit n+ 1 € M gilt. Nach Definition von N ist also
N C M wie gewtinscht.

Fiir die zweite Behauptung definieren wir fiir n € N die Aussage A(n) durch

VmeN:(m<n<m+1) = ne{mm+1}).

Dann gilt A(1), denn falls m € N die Ungleichung m < 1 < m + 1 erfiillt, dann gilt wegen
m>1auchm=1=n.

Angenommen es gilt nun A(n) fir ein n € N und wir wollen A(n + 1) zeigen. Sei also
méeN,sodassm<n+1<m+1gilt Falls m=1ist,dann gilt 1 <n+1<2=1+1
und damit n <2 —1=1. Wegen n > 1 folgt n =1 = m und somit n + 1 =m + 1. Falls aber
m # 1 ist, dann ist wegen der ersten Behauptung m —1 € Nund m — 1 < n < m. Da wir
aber A(n) angenommen haben, gilt n € {m — 1,m} und daher n+1 € {m,m + 1}.

Wir haben also den Induktionsanfang A(1) und den Induktionsschritt A(n) = A(n+1)
fiir ein beliebiges n gezeigt. Daher gilt A(n) fiir alle n € N und das Lemma folgt. O]

Wie bereits im Abschnitt 1.6.3 kurz erwdhnt haben, gibt es mehrere Versionen der voll-

standigen Induktion.

Satz 2.19 (Vollstandige Induktion). Falls fiir eine Aussage A(n) tber die natirlichen Zahlen
n € N die Aussage

o (Induktion)Vn € N : ((Vk EN:(k<n = A(k)) = A(n))
erfullt ist, dann gilt A(n) fir alle n € N

Beweis. Wir definieren eine Aussage B(n) fiir natiirliche Zahlen n € N durch
VEeN:k<n = A(k).

Mit vollsténdiger Induktion (siehe Satz 2.15) und der Anordnung von N (wie in Lemma 2.18)
mochten wir nun zeigen, dass B(n) fiir alle n € N gilt. Insbesondere folgt damit, dass A(n)
fiir alle n € N gilt (wieso?), was den Beweis des Satzes abschliessen wird.

Wir zeigen zuerst den Induktionsanfang, also dass die Aussage B(1) gilt. Da aber k = 1
die einzige natiirliche Zahl mit k < 1 ist, gentigt es, die Aussage A(1) zu verifizieren. Hierfiir

verwenden wir die Annahme im Satz fiir n = 1, also die Aussage
(VEeN: (k<1 = A(k))) = A(1).

Da es keine natiirlichen Zahlen kleiner 1 gibt, ist fiir jedes k& € N die Aussage k < 1 falsch,
womit (k <1 = A(k)) richtig ist. Also gilt die Vorraussetzung der im Satz angenommenen
Implikation fiir n = 1, und es folgt A(1) (und damit B(1) wie gewiinscht).
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Sei nun n € N gegeben. Wir wollen den Induktionsschritt B(n) = B(n + 1) beweisen.
Also nehmen wir an, dass B(n) bereits gilt. Die Aussage B(n + 1) ist durch

VEeN:k<n+1 = A(k)

gegeben. Fir k € Nist k < n+ 1 auf Grund von Lemma 2.18 dquivalent zu k < nV k = n.
Die Aussage B(n) ist damit zu

VEeN:k<n+1 = A(k)

dquivalent. Wegen der Annahme im Satz angewandt auf n+ 1 impliziert dies aber A(n+1), was
auf Grund obiger Aquivalenz gemeinsam mit B(n) die Aussage B(n + 1) zeigt. Dies schliesst

den Induktionsschritt und damit den Beweis des Satzes ab. O

Die vollstandige Induktion in der Version von Satz 2.19 erlaubt uns im Induktionsschritt
statt der Annahme, dass die Aussage bloss fiir die vorhergehende natiirliche Zahl gilt, die
starkere Annahme, dass die Aussage bereits fiir alle echt kleineren natiirlichen Zahlen gilt, zu

verwenden.

Ubung 2.20 (Versteckter Induktionsanfang). In der Version der vollstindigen Induktion in
Satz 2.19 scheint es keinen Induktionsanfang zu geben. Wie kann das sein? Wo ist der Induk-

tionsanfang versteckt?

Wir bemerken, dass man die Induktion auch verwenden kann, um zum Beispiel fiir ein
vorgebenes ng € N eine Aussage fiir alle natiirliche Zahlen n > ng zu zeigen. In diesem Fall
wiirde man als Induktionsanfang die Aussage fiir n = ng beweisen und im Induktionsschritt

fiir eine natiirliche Zahl n > ng annehmen.

Wichtige Ubung 2.21 (Varianten der vollstéandigen Induktion). Folgern Sie aus Satz 2.15
oder aus Satz 2.19 die folgenden Varianten der vollstindigen Induktion. Sei hierzu A(n) eine

beliebige Aussage tiber natirliche Zahlen n € N
(i) Angenommen die Aussagen

e (Induktionsanfang) A(1) und A(2)
o (Induktionsschritt) Yn € N: (A(n) NA(n+1) = A(n+2)),

gelten, dann gilt ebenso A(n) fir alle n € N.
(it) Falls fir ein ng € N die Aussagen

o (Induktionsanfang) A(ngp)
o (Induktionsschritt) Vn € N: ((n > no A A(n)) = A(n+1))

gelten, dann gilt auch A(n) fir alle natirliche Zahlen n > ny.

83



Kapitel 2.2 Die natiirlichen Zahlen

Satz 2.22 (Wohlordnung der natiirlichen Zahlen). Sei M C N eine nicht-leere Teilmenge.

Dann hat M ein eindeutig bestimmites kleinstes Element, das heisst
dng e M Yne M :n> ng.

Die Existenz eines kleinsten Elements zu jeder nicht-leeren Teilmenge ist etwas, was die
natiirlichen Zahlen auszeichnet und beispielsweise von den reellen Zahlen nicht erfillt ist. Die
Teilmenge der positiven Zahlen {z € R| 2 > 0} oder R selbst sind konkrete Beispiele von

Teilmengen, die kein kleinstes Element haben. (Wieso?)

Beweis. Die Eindeutigkeit eines solchen kleinsten Elements folgt direkt: Sind ng, n, € M zwei
kleinste Elemente, dann gilt nj > ng, da ng ein kleinstes Element ist und ny > nj, da ny ein
kleinstes Element ist. Also gilt ng = ny).

Um die Existenz eines kleinsten Elements zu zeigen, verwenden wir die Kontraposition.
Wir nehmen also an, dass M kein kleinstes Element hat, und wollen zeigen, dass M leer ist.
Hierzu definieren wir fiir alle n € N die Aussage A(n) durch n ¢ M.

Sei n € N. Dann bedeutet die Aussage Vk € N: k <n = A(k) genau, dass es unterhalb
von n keine Elemente in M gibt. Da wir angenommen haben, dass M kein kleinstes Element

hat, sehen wir, dass n nicht in M liegen kann. Also gilt
(VkeN:k<n = A(k)) = A(n)

fiir jedes n € N. Die vollstandige Induktion in Satz 2.19 zeigt nun, dass A(n) fiir alle n € N
gilt. Damit ist M die leere Menge. O

Lemma 2.23 (Subtraktion in N). Fir alle m,n € N mit m <n gilt n —m € N.

Beweis. Sei A(n) fir n € N die Aussage
VmeN:m<n = n—meN.

Dann gilt A(1), denn es existiert kein m € N mit m < 1. Angenommen A(n) gilt fiir einn € N
und sei m € N mit m < n 4 1. Nach Lemma 2.18 ist entweder m = n oder m < n. Im ersten
Fall gilt (n+1) —m =1 € N. Im zweiten Fall gilt (n +1) —m = (n —m) + 1 € N nach A(n).
Also gilt A(n) fiir alle n € N nach vollstandiger Induktion. O

Wir definieren die nicht-negativen ganzen Zahlen als Ny = N LI {0}. Diese stellen auf
natiirliche Weise die Kardinalitdten der endlichen Mengen dar, wobei die natiirlichen Zahlen
die Kardinalitdten der endlichen, nicht-leeren Mengen darstellen. Summen und Produkte sind

in diesem Zusammenhang auch wichtig:

Wichtige Ubung 2.24 (Kardinalitit des kartesischen Produkts von endlichen Mengen).

Seien m,n € N. Zeigen Sie per Induktion iber n, dass das kartesische Produkt

{1,....,m} x{1,...,n}
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Kardinalitdt mn hat. Der Ausdruck {1,...,m} ist dabei eine Abkiirzung fir {k € N | k < m}
und hat Kardinalitdt m.

Bemerkung. Wir werden auch des ofteren eine Funktion auf N durch Rekursion definie-
ren. Dies bedeutet, dass man die Funktion f auf 1 definiert indem man f(1) konkret an-
gibt, und dann eine Rekursionsbedingung (zum Beispiel eine Formel) festlegt wie f(n + 1)
aus f(1),..., f(n) bestimmt wird (wobei man f(1),..., f(n) als bereits definiert annimmt).
Dass es hochstens eine Funktion auf N gibt, die beide Bedingungen erfiillt, 1dsst sich durch
einen Induktionsbeweis schnell beweisen. (Nehmen Sie an, dass f und f sowohl f(1) = f(1)
als auch die Rekursionsbedingung erfiillen und beweisen sie f(n) = f(n) fiir alle n € N mittels
Satz 2.19.)

Streng formal ist die Existenz etwas aufwendiger. Dazu beweist man zuerst mittels voll-
stdndiger Induktion die Aussage: “Fiir alle n € N gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion f,
auf {k € N| k <n}, die f,(1) = f(1) und die Rekursionsbedingung erfiillt.” Insbesondere gilt
dann fiir natiirliche Zahlen m < n, dass die Einschrankung der Funktion f,, auf die Men-
ge {k € N| k <m} dieselben Gesetze wie f, erfillt und somit gilt f,(k) = fn(k) fir alle
natiirlichen Zahlen & < m < n. Wir definieren f auf N durch f(k) = f,(k) fuir k¥ € N und
ein n € N mit £ < n und sehen (wieder mittels vollstdndiger Induktion), dass diese Funktion
die Rekursionbedingungen erfiillt. Man kommt nicht umhin, diesen Beweis mit dem rekursi-
ven Algorithmus zur Berechnung von f(n) fir n € N zu vergleichen (der ja zur Berechnung

von f(n) im Allgemeinen ebenso auch f(1), f(2),..., f(n — 1) berechnen miisste).

2.2.2 Die ganzen Zahlen

Die ganzen Zahlen sind als Teilmenge von R durch
Z=Nu{0}u{-n|neN} =Nyu-—-N

definiert.

Lemma 2.25 (Addition und Multiplikation auf Z). Die ganzen Zahlen sind unter Addition
und Multiplikation abgeschlossen, das heisst, fiir alle m,n € Z gilt m +n € Z und mn € Z.

Beweis. Fiir die Multiplikation sieht man dies sehr direkt: Falls m,n € N, dann gilt offenbar
mn = (—m)(—n) € NC Z und (—m)n = m(—n) = —mn € —N C Z nach Lemma 2.17. Falls
m oder n Null ist, gilt ebenso mn =0 € Z.

Fiir die Addition verwenden wir die Eigenschaften von N in Lemma 2.17 und Lemma 2.23.
Seien m,n € Z. Falls m oder n Null sind, gibt es nichts zu zeigen. Seien also m,n € N. Dann
istm+neNCZund —m—n=—(m+n) € —-NCZ. Fallsn>m,dannist n—m e NC Z
und —n+m = —(n—m) € Z. Analoges gilt falls n < m. Falls n = m, ist n —m = 0 € Z. Dies
deckt alle Moglichkeiten ab und das Lemma folgt. O

Wichtige Ubung 2.26 (Anordnung von Z). Verallgemeinern Sie Lemma 2.18 von N auf Z.
Das heisst, zeigen Sie, dass fir m,n € Z die Ungleichung m <n < m+ 1 ebenso n = m oder

n=m+ 1 impliziert.
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2.2.3 Die rationalen Zahlen

Die rationalen Zahlen sind definiert als die Teilmenge von Quotienten
Q:{T\mez, neN}gR
n

Lemma 2.27 (Rationale Zahlen). Die rationalen Zahlen bilden einen Unterkdrper von R, das
heisst, fir alle r,s € Q gilt —r,r + s,rs € Q und auch r~ € Q, falls r # 0.

Wichtige Ubung 2.28. Beweisen Sie Lemma 2.27.

Wichtige Ubung 2.29. Zeigen Sie, dass sowohl die ganzen Zahlen als auch die rationalen

Zahlen abzdhlbar unendlich sind.

Eine reelle Zahl x € R heisst irrational, falls £ € Q. An dieser Stelle kénnte man sich
fragen, ob es {iberhaupt irrationale Zahlen gibt und wenn ja, wieviele. Um die erste Frage
zu beantworten, werden wir die Wurzelfunktion (siehe Ubungen 2.11) verwenden, mit welcher

man aus rationalen Zahlen irrationale konstruieren kann.

Lemma 2.30 (Quadratwurzel aus 2). Die reelle Zahl /2 ist irrational. Insbesondere erfillen

die rationalen Zahlen nicht das Vollstindigkeitsaziom.

Man kann Lemma 2.30 als einen Grund sehen, wieso es nicht ausreichend ist, nur rationale
Zahlen zu betrachten. Eine visuelle Veranschaulichung des folgenden Beweises des Lemmas

findet sich in diesem Video.

Beweis. Wir nehmen per Widerspruch an, dass v/2 rational ist und schreiben 2 = (%)2 fur
m € N und das kleinst mogliche n € N (dies ist nach Satz 2.22 moglich). Insbesondere gilt

also 2n? = m? und folglich
2(m —n)? = 2m? — 4mn + 2n* = 4n® — dnm +m? = (2n — m)?

Also gilt (272%7;)2 =2.Da 0 < m—n < m, erhalten wir einen kleineren Nenner, der verwendet
werden kann, um V2 darzustellen. Dies widerspricht der minimalen Wahl von n. Somit ist V2
irrational.

Fiir den Beweis der letzte Aussage bemerken wir zuerst, dass Q die Koérperaxiome auf Grund
von Lemma 2.27 erfiillt. Des Weiteren gelten fiir Q die Axiome der Anordnung und die Axiome
der Vertrédglichkeit der Anordnung und Korperoperationen, da diese fiir R gelten, womit Q
ein angeordneter Korper ist. Das einzig verbleibende Axiom ist das Vollstandigkeitsaxiom. Da
wir zum Beweis der Existenz der Quadratwurzel positiver reeller Zahlen nur die Axiome der
reellen Zahlen in Abschnitt 2.1 verwendet haben, folgt, dass Q das Vollstdndigkeitsaxiom nicht
erfiillt. O

Wir werden im Abschnitt 2.6.4 zeigen, dass die reellen Zahlen iiberabzéhlbar sind. Ver-
gleicht man diese Tatsache mit Ubung 2.29, so kommt man zum Schluss, dass es viel mehr

irrationale als rationale Zahlen gibt.
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2.2.4 Division mit Rest und Anfange der Zahlentheorie

Satz 2.31 (Division mit Rest). Fir alle n € Ng und d € N gibt es ein ¢ € Ny und ein r € Ny

mit r < d, welches wir den Rest nennen, so dass n = qd + r.

Beweis. Fir n < d stimmt die Behauptung, da wir dann ¢ = 0 und » = n wihlen kénnen.
Genauso stimmt sie fiir n = d, da wir dann ¢ = 1 und r = 0 wéhlen kénnen. Nehmen wir
nun an, dass der Satz nicht zutrifft. Dann gibt es nach der Wohlordnung von N in Satz 2.22
ein kleinstes ng € N, fiir das die Division durch ein d € Ny mit Rest nicht funktioniert. Nach
obigem muss ng > d > 1 und damit auch ng > 2 gelten.

Insbesondere ist n = ng — 1 € N und es gibt einen Rest » € Ny mit » < d, so dass
ng—1=mn = qd+ r fir ein ¢ € Ng. Damit gilt ng = qd + r + 1. Falls r < d — 1, dann ist
r+ 1 < d und ng erfiillt doch Division durch d mit Rest. Falls r =d — 1, dannist d =7+ 1
und ng = gd+r+1=qd+d = (¢+ 1)d+ 0 und ng erfillt Division durch d mit Rest 0.
Nach der Anordnung von N in Lemma 2.18 erfiillt r entweder r < d — 1 oder r = d — 1 und
daher wurden alle Moglichkeiten fiir r abgedeckt. Fiir ng ist Division durch d mit Rest daher
moglich, was einen Widerspruch darstellt. Also gilt der Satz. O

Wir wollen hier fiir Interessierte kurz andeuten, was Division mit Rest mit Begriffen wie
Primzahlen, Primfaktorzerlegung, etc. zu tun hat. Da eine ausfiihrliche Besprechung uns aber
zu weit vom Thema Analysis ablenken wiirde, begniigen wir uns mit einer Skizze anhand einer
Serie von Ubungsaufgaben. Des Weiteren verweisen wir auf die Algebra 1-Vorlesung im dritten
Semester des Mathematikstudiums und das Buch [RU0S] fiir mehr Details.

Wir sagen, dass eine Zahl d € Z eine Zahl n € Z teilt und schreiben d|n, falls es ein
q € Z gibt, so dass qd = n. Eine natiirliche Zahl p > 1 ist prim oder eine Primzahl, falls
fir alle a,b € N die Implikation plab = (p|a V p|b) zutrifft. Eine natiirliche Zahl p > 1
heisst irreduzibel, falls sie nicht als Produkt p = ab fiir a,b € Nmit a > 1 und b > 1
geschrieben werden kann (das heisst, ausser 1 und p keine Teiler hat). Wir haben bereits
in einer Ubung in Abschnitt 1.7.7 gesehen, dass wir jede Zahl n € N als ein Produkt von
irreduziblen Zahlen darstellen kénnen. (Die fiir den Beweis dieser Ubung notwendige Form der
vollstdndigen Induktion haben wir inzwischen in der Form von Satz 2.19 nachgeliefert.) Aber
wie zeigt man, dass diese Produktzerlegung (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutig

bestimmt ist?
Ubung 2.32.
(a) Zeigen Sie, dass jede Primzahl auch irreduzibel ist.

(b) Nehmen Sie kurz an, dass Sie bereits wissen, dass eine Zahl irreduzibel ist genau dann,
wenn sie prim ist. Zeigen Sie, dass die Primfaktorzerlequng bis auf Reihenfolge der Fak-

toren eindeutig bestimmdt ist.

Der grosste gemeinsame Tetler zweier natirlichen Zahlen m,n € N st die grosste
natirliche Zahl d = ged(m,n) € N mit djm und d|n. Wir wollen zeigen, dass es a,b € 7Z
gibt mit d = am + bn. Dies nennt sich auch das Lemma von Bézout oder der Fuklidsche

Algorithmus.
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(¢) Fiihren Sie fiir m > n Division von m durch n mit Rest durch. Seir € Ng der Rest. Zeigen
Sie fir r € N, dass ged(m,n) = ged(n,r) und fir r =0, dass ged(m,n) = n.

(d) Schliessen Sie per Induktion auf die Aussage, dass der grosste gemeinsame Teiler wie oben

beschrieben als Summe von Vielfachen dargestellt werden kann.
Wir zeigen nun, dass irreduzible Zahlen auch prim sind.

(e) Angenommen p € N ist irreduzibel und seien m,n € N mit plmn, aber p{m (also =(p|m)).
Zeigen Ste, dass es a,b € Z gibt mit 1 = ap+bm. Folgern Sie, dass p|bmn, dass p|(1—ap)n

und dass p|n.

Fassen Sie obige Diskussionen in der Form der eindeutigen Primfaktorzerlegung von natirlich-

en Zahlen zusammen.

Unter Verwendung der Tatsache, dass irreduzible Zahlen prim sind (und umgekehrt), lasst
es sich etwas einfacher zeigen, dass die Wurzel aus 2 (oder jeder anderen Primzahl) irrational
ist. Wir iiberlassen das wiederum als Ubung (siehe auch dieses Lied).

Wir mochten an dieser Stelle noch kurz erwéhnen, dass vielleicht iiberraschenderweise die
tiefgreifende Untersuchung von Primzahlen viele Methoden der Analysis (und auf jeden Fall
alle Methoden dieser Analysis-Vorlesung) voraussetzt. Fiir eine Andeutung dieser Tatsache

und einen historischen Exkurs verweisen wir auf den Podcast der BBC.

2.2.5 Verwendung der ganzen Zahlen und deren Eigenschaften

Die algebraischen und geometrischen Aussagen in diesem Abschnitt iiber die natiirlichen,
die ganzen und die rationalen Zahlen stellen bloss die Standardeigenschaften dieser Zahlen
dar. Deswegen werden wir die oben bewiesenen Lemmata und Sétze im Folgenden meist ohne
Referenz verwenden. Dies gilt ebenso fiir die vollstdndige Induktion in Satz 2.15.

Wir werden im Abschnitt 2.6.1 zwei weitere grundlegende Eigenschaften von Z respektive
Q beweisen, die die Geometrie von Z und Q als Teilmengen von R beschreiben.

Wir werden oft die Variablen j,k, ¢, m,n fiir natiirliche oder ganze Zahlen verwenden.

Weiters verwenden wir meist die Variable r fiir rationale Zahlen.
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2.3 Die komplexen Zahlen

Unter Verwendung der reellen Zahlen konnen wir die Menge der komplexen Zahlen als
C=R?={(z,y) | z,y € R}

definieren. Wir schreiben ein Element z = (z,y) € C viel haufiger in der Form z = z + yi,
wobei das Symbol i als die imaginire Einheit bezeichnet wird. Man beachte, dass bei dieser
Identifikation + vorerst als Ersatz fiir das Komma zu verstehen ist. Die Zahl x € R wird
als der Realteil von z bezeichnet und man schreibt x = Re(z); die Zahl y = Im(z) € R
ist der Imaginéarteil von z. Die Elemente von C mit Imaginarteil 0 bezeichnet man auch
als reell und die Elemente mit Realteil 0 als rein imaginér. Via der injektiven Abbildung
z € R+ x4 0i € C identifizieren wir R mit der Teilmenge der reellen Elemente von C (der
., o-Achse®).

=

rein imaginére 4
Punkte

T+ Yt
0+yi F---X

reelle Punkte

|

|

|

|

|

|
AV3
7€

x+ 0t

Die Menge C (inklusive deren graphische Darstellung wie oben) wird ganz im Sinne der Iden-
tifikation C = R? auch komplexe Ebene (alternativ Gausssche Zahlenebene oder auch
Argand-Ebene) genannt. In der geometrischen Denkweise wird die Menge der reellen Punkte
als die reelle Achse und die Menge der rein imagindren Punkte als die imaginire Achse
bezeichnet.

Wie Sie vielleicht schon erwartet haben, soll i eine Wurzel von —1 sein. Formal ausge-
driickt, wollen wir, dass C einen Korper darstellt, in dem die Rechenoperationen von R
,verallgemeinert werden, und dass i> = i-i = —1 gilt. Die Addition auf C definieren wir

,komponentenweise“ durch
(21 +y11) + (22 + y2l) = (21 + 22) + (Y1 + Y2)i
fiir 21, z2,y1, y2 € R. Die Multiplikation auf C definieren wir hingegen durch

(1 + i) - (w2 + yol) = (w122 — y1y2) + (T1y2 + y122)i
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fiir 21, 22, y1, y2 € R. Insbesondere gilt (04 1i)2 = —1+0i und die Addition und Multiplikation

auf C erweitern die entsprechenden Operationen auf R.

Proposition 2.33 (Komplexe Zahlen). Mit den oben definierten Verknipfungen definiert C
emnen Korper, den Korper der komplexen Zahlen. Hierbei ist die Null gleich 0 4 0i und
die Fins gleich 1 + 0i.

Fiir die Geschichte der komplexen Zahlen verweisen wir auf den Podcast der BBC (zum
Beispiel ab der 14. oder 20. Minute).

Ubung 2.34. Wire R? mit obiger Addition und mit der (komponentenweisen) Multiplikation
definiert durch (a,b) x (¢,d) = (ac,bd) fir a,b,c,d € R auch ein Kérper? Genauer: Welche

Korperaxiome gelten in diesem Fall?

Beweis von Proposition 2.33. Wir verifizieren die Kérperaxiome. Wie wir sehen werden, folgen
die Eigenschaften der Addition auf C aus den Eigenschaften der Addition auf R. Die Addition

ist kommutativ: Seien x1, z9,y1,y2 € R. Dann gilt

(1 +y1i) + (w2 + y2i) = (21 + 22) + (y1 + y2)i
= (22 +x1) + (y2 + )i
= (w2 + yoi) + (21 + y1i).

Das Element 0+ 0i ist ein (und schlussendlich also das) Nullelement der Addition, denn
(04+0i)+ (x+yi)) =0+4+2)+ (0+y)i=2z+yi
fir alle 2,y € R. Die additive Inverse eines Elements x + yi fiir z,y € R ist (—z)+ (—y)i, denn

(z +yi) + ((—2) + (=y)i) = (=) + (=y)i) + (z + yi)
=(x+ (—2))+ (y+ (—y))i= 0+ 0i

Die Addition ist assoziativ: Seien z;,y; € R fiir ¢ € {1,2,3}. Dann gilt

((z1 +yi)+(22 + y2l)) + (3 + ysi)
= ((z1 + 2) + (y1 + y2)i) + (z3 + y3i)
= (z1+ 22+ x3) + (1 + Y2 +y3)i
= ... = (z1 +uii) + ((v2 + yoi) + (23 + y3i)).

Die Eigenschaften der Multiplikation fordern etwas mehr Aufwand. Wir zeigen zuerst, dass

die Multiplikation kommutativ ist. Filir 1, 22, y1,y2 € R haben wir

(1 + i) - (22 + yol) = (2122 — Y1y2) + (T1Y2 + Y122)i
= (221 — Yy2y1) + (w2y1 + y2x1)i
= (z2 + yoi) - (z1 + w1i).
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Das Element 1 + 0i ist ein Einselement, denn 1 4 0i # 0 + 07 und fiir z,y € R gilt

(1+0i) - (z+yi) = (x+yi) - (1+0i)
=(x-1-y-0)+(z-0+y-1)i=x+yi

Wir geben nun die multiplikative Inverse eines Elements x + yi € C, wobei z,y € R und
x4+ yi # 0+ 0i (das heisst 2 # 0 oder y # 0), an. Wir bemerken zuerst, dass 22 + % > 0:
Nehmen wir vorerst an, dass « # 0, dann ist 22 > 0 und y? > 0 und damit z? + 32 > 0. Fiir
y # 0 gilt ebenso 22 > 0 und y? > 0 und damit 22 + y?> > 0. Die multiplikative Inverse ist

x -y
gegeben durch i T e denn

( i ) X 4 -y .
X 1) - 1
Y 2242 224 y2

x —y N T —y .
— €T - — . . €T - 1
22+ 2 Y 22+ 2 Y 22+ 2 2+ 2

=1+0i

Die verbleibenden beiden Axiome (Assoziativitdt der Multiplikation und Distributivitét) las-
sen sich durch abstraktere Argumente beweisen, die aber auch etwas mehr Wissen bendtigen.
Wir bestétigen diese Axiome deswegen durch zwei konkrete Rechnungen.

Die Multiplikation ist assoziativ: Seien x;,y; € R fiir ¢ € {1,2,3}. Nun berechnet man

((z1 +w1d) - (w2 + y2i)) - (w3 + ysi)
= ((z122 — y192) + (T1Y2 + y172)i) - (23 + Y3i)
= (717273 — Y1Y2T3 — T1Y2Y3 — Y172Y3)
+ (T1Y273 + Y17273 + T172y3 — Y1y2y3)i
= (21 +y1i) - ((x273 — Y2y3) + (y2x3 + T2y3)i)
= (z1 +yi) - (22 + 92i) - (z3 + y3i))

Es bleibt nur noch die Distributivitéit: Seien also x;,y; € R fir i € {1,2,3}. Dann gilt

(21 +y1i) - (w2 + y2i) + (23 + y3i))
= (w1 +wy1i) - (w2 + 23) + (y2 + y3)i)
= (z122 + 2123 — Y1y2 — Y1y3) + (Y122 + Y123 + 21Y2 + T1Y3)i
= ((z1w2 — y1y2) + (122 + 21y2)i) + (2123 — Y1y3) + (Y123 + T1Y3)1)
= (21 + y1i) - (22 + yoi) + (21 + y1d) - (z3 + y3i),

womit gezeigt wére, dass C zusammen mit der oben definierten Addition und der oben defi-

nierten Multiplikation ein Korper ist. O

Applet 2.35 (Komplexe Zahlen). Wir betrachten die Kérperoperationen (Addition, Multipli-

kation, multiplikatives Inverse) auf den komplexen Zahlen. Die wahre geometrische Bedeutung
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der Multiplikation und des multiplikativen Inversen lisst sich hier bereits erahnen, doch werden

wir diese erst spdter besprechen.
Bemerkung (Andere Konstruktionen der komplexen Zahlen).

(i) Wenn Sie die ersten Eigenschaften der Matrixmultiplikation kennen, lésst sich obiger

Beweis deutlich vereinfachen. In diesem Fall lésst sich x + yi € C mit

(1’ _y> S Matzg(]R)
y X

identfizieren. Die Multiplikation auf C entspricht dann der Multiplikation der Matrizen
in Matsg 2(R) und insbesondere folgt beispielsweise die Assoziativitét der Multiplikation
auf C aus der Assoziativitdt der Matrixmultiplikation. Gleiches gilt fiir die Distributivi-
tat. (Kommutativitat der Multiplikation und die Existenz der multiplikativen Inversen
miissen aber nach wie vor direkt tiberpriift werden, da diese beiden Eigenschaften im

Allgemeinen nicht fiir die Matrixmultiplikation gelten.)

(ii) Ebenso lasst sich C aus R konstruieren, wenn man den Ring der Polynome mit reellen
Koeffizienten kennt (siehe Abschnitt 3.2).

Wie schon zuvor angedeutet, wollen wir R als eine Teilmenge von C auffassen. Vielmehr
nennt man R C C auch einen Unterkorper, da Addition und Multiplikation auf C eingeschréankt
auf R die Addition und Multiplikation auf R ergeben. Wir werden deswegen von nun an fiir
alle z € R kiirzer x = x+0i und zi = 0+ xi schreiben. Insbesondere wollen wir auch 1 = 1+0i,
0 =0+ 0i und i = 0 + 1i schreiben. Per Definition der Multiplikation gilt nun i? = —1 wie
gewlinscht.

Wir wollen ebenso bemerken, dass die komplexen Zahlen keinen angeordneten Korper bil-
den — unabhéngig davon, welche Ordnung man auf C wéhlt. Angenommen es gébe eine Ord-
nung <c, so dass C mit <¢ ein angeordneter Korper ist. In einem angeordneten Korper sollte
—1 <¢ 0 gelten, was aber —1 = i? >¢ 0 widerspricht (siehe Abschnitt 2.1).

An dieser Stelle mochten wir uns kurz fragen, wieso die komplexen Zahlen {iberhaupt von
Interesse sind. Wéhrend eine der schénen Eigenschaften der reellen Zahlen deren vollstandige
Ordnung ist, so zeichnen sich die komplexen Zahlen unter anderem durch algebraische Schon-
heit aus. Auf C hat nicht nur die Gleichung z? +1 = 0 eine Losung, sondern auch jede andere
Gleichung der Form anx™ + ... + a1x + a9 = 0 fiir n € N und ag, a1, ...,a, € C mit a, # 0
und n > 0. Diese Tatsache (,,C ist algebraisch abgeschlossen“) ist Inhalt des sogenannten
Fundamentalsatzes der Algebra, den wir im zweiten Semester beweisen werden. Intuitiv sollte
man in Analogie zu ,R ist vollstédndig, da R keine Liicken hat“ den Fundamentalsatz der
Algebra lesen als ,,C hat algebraisch keine Liicken“.

Zum Abschluss dieses ersten Exkurses in das Reich der komplexen Zahlen wollen wir die
komplexe Konjugation definieren. Diese ist im Wesentlichen nichts anderes als eine Spiegelung
um die reelle Zahlengerade (und wird zum Beispiel in der Linearen Algebra in der Untersu-

chung von komplexen inneren Produkten unentbehrlich sein).
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Definition 2.36 (Konjugation). Die komplexe Konjugation ist die Abbildung
T:C—=C z=xc+yi—zZ=0—yi

Im Beweis von Proposition 2.33 wurde die komplexe Konjugation indirekt schon verwendet:

die multiplikative Inverse eines von Null verschiedenen Elements z 4 yi € C ist

(x—i—yi)*l: x B Y - r — yi _ x+yi.
$2+y2 l‘2+y2 $2+y2 $2+y2

Lemma 2.37 (Eigenschaften der Konjugation). Die kompleze Konjugation erfillt folgende
Eigenschaften:

(i) Fir alle z € C ist zz € R und zzZ > 0. Des Weiteren gilt fir alle z € C, dass zzZ = 0

genau dann, wenn z = 0.

(11) Fir alle z,w € C gilt z+w =Z + .

(111) Fir alle zyw € C gilt Z7-w =% - W.

Beweis. Wir iiberlassen der Leserin/dem Leser Teil (i) als Ubung. Seien z = 21 + y;i und

w = xg9 + yoi € C fiir x1,y1, x2,y2 € R. Dann gilt
ztw=(z1+z2) = (y1 +y2)i= (1 — i) + (22 —pol) =2+ W

und

Z-w = (1702 — y1y2) — (T1y2 + y122)i = (21 — y1i) - (w2 — yoi) = Z - W,
was zu zeigen war. O
Wichtige Ubung 2.38. Zeigen Sie (i) in Lemma 2.37.

Wie schon angemerkt wurde, gelten die Folgerungen (a)-(1) in Abschnitt 2.1.1 fiir alle

Korper und insbesondere auch fiir C.
Wichtige Ubung 2.39. Zeigen Sie fiir alle z,w € C die Rechenregeln
Re(z) + Re(w) = Re(z + w), Im(z)+ Im(w) = Im(z + w)
sowte
Re(zw) = Re(z) Re(w) — Im(2) Im(w), Im(zw) = Re(z) Im(w) + Re(w) Im(2).
Ubung 2.40. Zeigen Sie die Identititen
z+z z2—Z

Re(z) = 5 Im(z) =

93



Kapitel 2.3 Die komplexen Zahlen

fiir alle z € C. Schliessen Sie insbesondere, dass R = {z € C| z=7Z}. Was bedeutet diese
Gleichheit geometrisch?

Bemerkung. Wie wir gesehen haben, lasst sich auf C keine Ordnung definieren, die zur Addition
und zur Multiplikation kompatibel ist. Dennoch lésst sich auf den komplexen Zahlen Analysis
betreiben, was zum Teil in diesem Kurs aber vor allem im Kurs ,,Funktionentheorie” im zweiten
Studienjahr des Mathematik- und Physikstudiums thematisiert wird. Grund dafiir ist, dass C
eine Verallgemeinerung des Vollstandigkeitsaxiom erfiillt (welches wir erst nach etwas mehr

Theorie besprechen kénnen).

2.3.1 Verwendung der komplexen Zahlen

Unsere Konstruktion von C aus R mag etwas formal gewesen sein, doch muss man sich
eigentlich nur merken, dass i> = —1 und sonst alle gewShnlichen Eigenschaften fiir die Addition
und Multiplikation gelten. Sogar die Formel fiir das multiplikative Inverse von z € C muss
man nicht auswendig lernen wenn man sich stattdessen merkt, dass man den Bruch % mit
dem konjugierten Element z erweitert. Sie werden der komplexen Konjugation noch &fter und
insbesondere in der Linearen Algebra-Vorlesung in der Diskussion von ,inneren Produkten
auf Vektorrdumen iiber C* begegnen. Wir bemerken noch, dass wir manchmal die Variable ¢
(zum Beispiel als Indexvariable) verwenden werden. Man sollte dies allerdings vermeiden, wenn
gleichzeitig komplexen Zahlen eine wesentliche Rolle in der Diskussion spielen.

Wir verwenden haufig die Variablen z und w fiir Elemente der komplexen Zahlen.
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2.4 Intervalle und der Absolutbetrag

2.4.1 Intervalle

Wie bereits erwahnt, stellen wir R als die Zahlengerade dar. In diesem Bild entsprechen
folgende Teilmengen Strecken auf dieser Geraden, wobei wir vier Moglichkeiten haben, je

nachdem, ob man die Endpunkte in der Teilmenge haben will oder nicht.

Definition 2.41 (Intervalle). Seien a,b € R. Dann ist das abgeschlossene Intervall [a, b]
durch

[a,b] ={z € R |a <z <b},
das offene Intervall (a,b) durch

(a,b) ={z €R|a <z <b},
das (rechts) halboffene Intervall [a,b) durch

[a,b) ={zr eR|a<xz<b}
und das (links) halboffene Intervall (a,b] durch

(a,b) ={z eR|a<z<b}

definiert. Wenn das Intervall nicht-leer ist, dann wird a der linke Endpunkt, b der rechte
Endpunkt, und b — a die Lange des Intervalls genannt.

Wir méchten an dieser Stelle anmerken, dass beispielsweise die Intervalle (a, b], [a, b), (a,b)
fiir a,b € R nicht-leer sind genau dann, wenn a < b, und [a,b] nicht-leer ist genau dann,
wenn a < b. Intervalle der Art [a,b], (a,b], [a,b), (a,b) fir a,b € R werden auch endliche
oder beschrinkte Intervalle genannt, wenn wir sie von folgenden Intervallen unterscheiden

wollen.

Definition 2.42 (Unbeschriankte Intervalle). Fiir a,b € R definieren wir die unbeschrénkten

abgeschlossenen Intervalle

[a,00) =R>, ={z €R|a<a}
(—00,b] =Ry ={z € R |z < b}

und die unbeschrankten offenen Intervalle

(a,00) =Rsg={r€eR|a<z}
(—00,b) =Ry ={z €R |z < b}

(—o00,00) =R
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Statt runden Klammern werden manchmal auch umgedrehte eckige Klammern verwendet,
um offene und halboffene Intervalle zu bezeichnen. Zum Beispiel findet man anstelle von (a, b)
fiir a, b € R oft auch Ja, b] in der Literatur. Wir werden hier stets runde Klammern verwenden.

Der folgende Begriff wird fiir uns spéter sehr bedeutsam sein.

Definition 2.43 (Umgebungen eines Punktes). Sei z € R. Ein Menge, die ein offenes Intervall
enthélt, in dem x liegt, wird auch eine Umgebung von z genannt. Fir ein § > 0 wird das

offene Intervall (x — §,z + 9) die -Umgebung von x genannt.

Beispielsweise wire also Q U [—1,1] eine Umgebung von 0 € R. Falls ein y € R in einer
0-Umgebung eines Punktes z € R liegt fiir ein ,kleines* § > 0, so sagt man auch, dass y

,0-nahe” an x ist.
Ubung 2.44 (Verhalten von Intervallen unter Durchschnitt und Vereinigung).

(i) Zeigen Sie, dass ein endlicher Schnitt (,_, I von Intervallen I, ..., I, wieder ein In-
tervall ist (wobei die leere Menge auch als ein Intervall zugelassen ist). Konnen Sie die
Endpunkte eines nicht-leeren Durchschnitts mittels der Endpunkte der urspringlichen

Intervalle beschreiben?

(ii)) Wann ist eine Vereinigung von zwei Intervallen wieder ein Intervall? Was geschieht in
diesem Fall, wenn man zwei Intervalle des selben Typs (offen, abgeschlossen, links halb-

offen, rechts halboffen) vereinigt?

2.4.2 Der Absolutbetrag auf den reellen Zahlen
Definition 2.45. Der Absolutbetrag ist die Funktion

xz fallsxz >0

' R=R, zw|z=
—x fallsz <0

Wir betrachten zuerst einige Konsequenzen dieser Definition.
Folgerungen.

(a) Firz e R ist |x| > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn x = 0. Dies folgt aus der Trichotomie
von reellen Zahlen: Fiir x = 0 gilt || = 0, fir z > 0 gilt || = z > 0, und fir z < 0 folgt
|z| = —z > 0.

(b) Esist | — x| = |z| fir alle z € R.

(c) Die Absolutbetrag ist multiplikativ: |zy| = |z||y| fiir alle + € R. (Uberpriifen Sie dies in

den insgesamt vier Fillen, je nachdem, ob z, y negativ sind oder nicht.)
(d) Fir alle x € R* =R\ {0} gilt |X| = \%I Dies folgt aus (c) wegen |1||z| = 1 fiir alle z € R.

(e) Fiir alle z,y € R ist |z| <y dquivalent zu —y < x < y. Denn angenommen |z| < y. Falls
x> 0dann gilt —y <0<z =|z| <y. Falls z <0, dann ist —y < —|z| =2 < 0 < y und
damit wiederum —y < x < y. Fiir die Umkehrung bemerken wir, dass —y < z < y auch

—y < —x < y und somit in jedem Fall |z| <y impliziert.
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(f) Analog ist fir alle z,y € R die strikte Ungleichung |x| < y dquivalent zu —y < z < y.
(9) (Dreiecksungleichung) Fiir alle z,y € R gilt
|+ y| <[]+ [yl.

Diese Ungleichung wird auch die Dreiecksungleichung genannt. Sie folgt, in dem wir

—|z] < <|z| und —|y| <y < |y| wie in (e) addieren und anschliessend auf
([ +y) <z +y < |z +|y|
wiederum Eigenschaft (e) anwenden.
(h) (umgekehrte Dreiecksungleichung) Fir alle x,y € R gilt
||| = Iyl| < |z —yl.
Denn die Dreiecksungleichung in (g) zeigt
2] <z —y+yl < |z —yl+ 1yl

was zu |z| —|y| < |x —y| fithrt. Durch Vertauschen von z,y erhalten wir |y| —|z| < |z —y|.

Also ist nach Eigenschaft (e) ||z| — |y|| < |z — y| wie gewiinscht.

Ubung 2.46. Fiir welche z,y € R gilt Gleichheit in der Dreiecksungleichung oder der umge-

kehrten Dreiecksungleichung?

Fiir alle € R gilt = sgn(x)|z|, wobei sgn(z) das Vorzeichen (oder Signum) von x ist,

welches durch

1 falls z > 0
sgn:R— {-1,0,1}, z—< 0 fallsz=0
—1 fallsz <0

definiert ist. Das Vorzeichen einer Zahlen ist also genau dann 1 (respektive —1), wenn die Zahl
positiv (respektive negativ) ist. Die Zahl 0 ist weder positiv noch negativ und deswegen weist

man ihr das ,,Vorzeichen Null“ zu.

Ubung 2.47 (Absolutbetrag und Quadratwurzel). Zeigen Sie fiir alle x € R die Gleichungen
22 = |z)? und Va2 = |z|.

Wir bemerken noch, dass fiir § > 0 und « € R die 6-Umgebung von z (siche Definition 2.43)
durch {y € R ||z —y| < 0} gegeben ist. Wir werden |z — y| als den Abstand von x zu y
interpretieren. Im Sinne des Wortes ,,Abstand* kann man ein paar der obigen Folgerungen neu
intuitiver ausdriicken. Zum Beispiel besagt (b), dass fiir z,y € R die Gleichheit |z —y| = |y — x|
erfiillt ist, was also bedeutet, dass der Abstand von x zu y dem Abstand von y zu x gleich ist
(wie man sich wiinschen kénnte). Des Weiteren werden Umgebungen einer reellen Zahl x € R

auch Nachbarschaften von z genannt.
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Definition 2.48 (Offene und abgeschlossene Teilmengen). Eine Teilmenge U C R heisst offen

(in R), wenn fiir jedes € U ein € > 0 existiert mit
yeR[ly—z|<et=(r—-eate) U

Eine Teilmenge A C R heisst abgeschlossen (in R), wenn ihr Komplement R \ A offen ist.

Intuitiv ausgedriickt ist eine Teilmenge offen, wenn fiir jeden Punkt x in der Menge alle
Punkte, die nahe genug an x sind, wieder in der Menge liegen. Wir kennen bereits Beispiele

von offenen Mengen:

Ubung 2.49 (Offene Intervalle). Zeigen Sie, dass eine Teilmenge U C R genau dann offen
ist, wenn fir jeden Punkt x € U ein offenes Intervall I mit x € I und I C U existiert.
Schliessen Sie, dass die offenen (respektive abgeschlossenen) Intervalle auch im Sinne der

obigen Definition offen (respektive abgeschlossen) sind.

Ubung 2.50. Entscheiden Sie bei den folgenden Teilmengen von R jeweils, ob sie offen,

abgeschlossen oder weder noch sind.

e Die Teilmengen ), N, Z,R.

e Die Teilmengen [0,1), (0,1] und (0,1) U (2,3).

2.4.3 Der Absolutbetrag auf den komplexen Zahlen

Wir moéchten nun den Absolutbetrag auf C so definieren, so dass dieser moglichst viele
Eigenschaften des Absolutbetrags auf R hat und mit diesem kompatibel ist. Wir verwenden

dazu die Wurzelfunktion, die in Ubung 2.11 eingefithrt wurde.

Definition 2.51. Der Absolutbetrag |- | auf C ist gegeben durch

|z + yi| = Va2 + y?

fiir v +yi € C.

An dieser Stelle bemerken wir, dass fiir z = 2 + yi € C die Summe der Quadrate z2 + 32

gerade gleich 27 ist, denn
(z +yi)(z —yi) = 2° +y° + (zy —ay)i = 2® + >
Somit gilt fiir alle z € C
2| = V2z.

Des Weiteren mochten wir anmerken, dass fiir ein z € R der zu Beginn von Abschnitt 2.4.2
definierte Absolutbetrag |z| und der Absolutbetrag von x als Element von C iibereinstimmen,
da V2T = Vx2 = |z| (vergleiche Ubung 2.47). Insbesondere ist die neu eingefithrte Notation
nicht widerspriichlich und wir haben den Absolutbetrag von R auf C erweitert.

Wir fassen nun einige Eigenschaften des Absolutbetrags auf C zusammen:
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Eigenschaften des Absolutbetrags auf C.
(i) (Definitheit) Fir alle z € C gilt |z| > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0.
(11) (Multiplikativitdt) Fir alle z,w € C gilt |zw| = |z||w].

(111) (Dreiecksungleichung) Fir alle z,w € C gilt |z + w| < |z| + |w].

(iv) (Umgekehrte Dreiecksungleichung) Fiir alle z,w € C gilt ||z| — |w|| < |z — w].

Genauso wie auf R wollen wir mit Hilfe des Absolutbetrags den Abstand zweier Punkte
z,w € C als die nicht-negative Zahl |z — w| auffassen. Wir bemerken noch, dass Definition
2.51 dem Satz von Pythagoras (siche die entsprechende Ubung in Abschnitt 1.7.6) entspricht.
Doch haben wir dies als Definition des Absolutbetrages von z = x + yi gewahlt, womit es

(abgesehen von obigen Eigenschaften) nichts zu beweisen gibt.

Beweis. Zur Definitheit: Per Definition der Wurzel gilt fiir ein z € C, dass |z| > 0. Des
Weiteren gilt |z| = 0 wegen der Injektivitidt der Wurzelfunktion genau dann, wenn 2z = 0. In
Lemma 2.37 wurde jedoch gezeigt, dass zZ genau dann Null ist, wenn z selbst Null ist. Also
folgt die Definitheit des Absolutbetrags.

Fiir die Multiplikativitdt verwenden wir die Eigenschaften der Konjugation aus Lemma 2.37
und die Multiplikativitdt der Wurzel (siehe Ubung 2.11(vi)). Seien z,w € C. Dann gilt

l2w| = Vzwzw = Vzzww = VZavww = |z||w),

was zu zeigen war.
Fiir die Dreiecksungleichung betrachten wir z = x1 4+ y1i,w = z9 + yoi € C. Da die
Wurzelfunktion Ungleichungen zwischen positive Zahlen erhilt (siehe Ubung 2.11(iv)), reicht

es die Ungleichung |z + w|? < (|z| + |w|)? zu zeigen. Wir berechnen

|z +w|* = (z1 4+ 22)? + (y1 + y2)?
= x% =+ 1‘% + y% + y% + 2(z172 + Y1Y2)
= |2 + |w|? + 2(z122 + y112).

Wie wir sehen werden, reicht es aus die Ungleichung 129 4+ y1y2 < |z||w| zu zeigen, die auch

als Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf C bekannt ist. Tatséchlich gilt

(z122 + y192)% < (2122 + 1192)* + (Y172 — T1Y2)*
= 2123 + yiys + 212001y + Y123 + T5Y5 — 22132192
= zia3 + yiys + yias + xlys

= (27 + 1) (a3 + 43) = |2 |w]?,
und daher auch z1ze + y1y2 < |r122 + y1y2| < |2||w|. Zusammen ergibt sich

|2 +wl? = |2 + [w]? + 2(z122 + y1y2) < 27+ [w]* + 2|2 |w] = (2] + |w])?
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Die umgekehrte Dreiecksungleichung folgt ebenso wie im reellen Fall direkt aus der Drei-

ecksungleichung. O

Wie vorhin lasst sich mit Hilfe des Absolutbetrags ein Begriff von Offen- und Abgeschlos-
senheit einfiihren. Fiir die Definition von offenen Mengen in R wurden die symmetrisch um
einen zuvor fixierten Punkt liegenden offenen Intervalle verwendet. In Analogie dazu definieren

wir folgende Teilmengen von C.

Definition 2.52 (Offene Bille). Der offene Ball mit Radius 7 > 0 um einen Punkt z € C
ist die Menge

By(z)={weC||z—w|<r}.

Der offene Ball B,(z) zu » > 0 und z € C besteht also gerade aus jenen Punkten, die
Abstand (strikt) kleiner r von z haben. Offene Bille in C und offene Intervalle in R sind
in folgendem Sinne kompatibel: Ist z € R und r > 0, so ist der Schnitt des offenen Balles

B, (z) C C mit R gerade das offene, symmetrisch um z liegende Intervall (z —r, z+7r) (wieso?).

Wichtige Ubung 2.53 (Durchschnitt von offenen Béllen). Zeigen Sie folgende Eigenschaft
von Bdllen: Seien z1,z9 € C, r1 > 0 und ro > 0. Fir jeden Punkt z € By, (z1) N By, (22)

existiert ein Radius v > 0, so dass
By(z) C Bry(21) N Byy(22)-

Hllustrieren Sie Ihre Wahl des Radius r in einem Bild.

Definition 2.54 (Offene und abgeschlossene Teilmengen von C). Eine Teilmenge U C C
heisst offen (in C), wenn zu jedem Punkt in U ein offener Ball um diesen Punkt existiert, der
in U enthalten ist. Formaler: Fiir alle z € U existiert ein Radius r > 0, so dass B,.(z) C U.
Eine Teilmenge A C C heisst abgeschlossen (in C), falls ihr Komplement C \ A offen ist.

Nach Ubung 2.53 sind beispielsweise alle Bille offen.

Applet 2.55 (Offener Ball). Wir sehen, dass es fiir jeden Punkt w in dem offenen Ball B,(z)
um z mit Radius r wieder einen Radius € > 0 gibt, so dass der offene Ball um w mit Radius

e ganz in By(z) enthalten ist.
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Es gibt, abgesehen von den offenen Billen, noch viele weitere, offene Teilmengen von C.
Beispielsweise ist jede Vereinigung von offenen Teilmengen offen. Zum Studium der offenen
Mengen und damit verwandten Begriffen werden wir in deutlicher grosserer Allgemeinheit im
zweiten Semester zuriickkehren. Insbesondere wollen wir uns hier noch nicht auf eine ausfiihr-

liche Diskussion einlassen.
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2.5 Maximum und Supremum

2.5.1 Maximum und Minimum

Definition 2.56 (Maximum). Wir sagen, dass zop = max(X) € R das Maximum einer
Teilmenge X C R ist, falls g € X und fiir alle z € X die Ungleichung = < xg gilt.

Wir diirfen in der Tat von dem Maximum einer Teilmenge X C R sprechen, da es durch die
Definition eindeutig bestimmt ist. Denn falls zo, z(, beide die Eigenschaften eines Maximums
erfiillen, so folgt zg < zf, (weil zp € X und z{, ein Maximum ist) und zf < x¢ (weil 2, € X
und z ein Maximum ist) und damit zg = x,.

Ein abgeschlossenes Intervall [a,b] mit Endpunkten a < b in R hat b = max([a,b]) als
Maximum. Auch nicht-leere endliche Teilmengen und viele weitere Mengen besitzen ein Maxi-
mum. Es gibt jedoch auch Mengen, die kein Maximum besitzen. Beispielsweise hat das offene
Intervall (a,b) mit Endpunkten a < b in R kein Maximum (beweisen Sie dies als Ubung) - es
wiirde sich zwar der Endpunkt b anbieten, doch dieser liegt nicht in der Menge (a, b) und ist
also kein Kandidat fiir das Maximum. Wir werden in Kiirze einen Begriff einfithren, der auf b
zutrifft und gewissermassen als Ersatz fiir das Maximum angesehen werden kann.

Des Weiteren kann R (oder auch Intervalle der Form [a, c0), (a,00) fiir a € R) kein Ma-
ximum besitzen, da fiir beliebige z € R die Ungleichung x < x 4+ 1 gilt und damit x kein

Maximum sein kann.

Definition 2.57 (Minimum). Wir sagen, dass o = min(X) das Minimum einer Teilmenge
X CRist, falls xg € X und = > xg fiir alle x € X gilt.

Die obige Diskussion lésst sich auf analoge Weise fiir das Minimum anwenden. Dieses ist

also eindeutig bestimmt, muss aber nicht unbedingt existieren.

2.5.2 Supremum und Infimum

Definition 2.58 (Beschrénktheit und Schranken). Eine Teilmenge X C R heisst von oben
beschrinkt, falls es ein s € R gibt mit x < s fiir alle € X. Ein solches s € R nennt man
in diesem Fall eine obere Schranke von X. Die Begriffe ,von unten beschrinkt® und
Luntere Schranke” sind analog definiert. Eine Teilmenge X C R heisst beschrankt, falls

sie von oben und von unten beschrankt ist.

Wie wir bereits bemerkt haben, hat zum Beispiel das Intervall (0,1) kein Maximum. Es
hat aber obere Schranken, 100 ist ein Beispiel. Natiirlich ist 100 keine ,,gute“ obere Schranke;
10 oder auch 2 oder % sind kleinere also auch ,bessere” obere Schranken. Die absolut beste
obere Schranke ist aber durch 1 gegeben. Denn nach Definition von (0, 1) ist 1 sicherlich eine
obere Schranke und fiir jede obere Schranke s gilt s > 1. (Falls s < 1 eine obere Schranke
wére, dann wire s > % > 0, % € (0,1) und s < %, wonach s keine obere Schranke sein
kann.)

Diese Gedanken fithren gemeinsam mit dem Vollstdndigkeitsaxiom (Axiom (16) in Ab-

schnitt 2.1) zu folgendem grundlegenden Begriff.
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Satz 2.59 (Supremum). Sei X C R eine von oben beschrinkte, nicht-leere Teilmenge. Dann
gibt es eine kleinste obere Schranke von X, die auch das Supremum sup(X) von X

genannt wird. Formal gelten also fiir s = sup(X) folgende Eigenschaften:
(1) (so ist eine obere Schranke) Vx € X : x < 59
(2) (so ist kleiner gleich jeder oberen Schranke) Vs e R: (Vx € X :x <s) = s9 < 3)

Aquivalenterweise kann sy = sup(X) auch durch (1) und die folgende Bedingung definiert

werden:
(2°) (Kleinere Zahlen sind keine oberen Schranken) Ve >0 3z € X : x> 59 —e€.

Um diesen wichtigen Begriff noch etwas genauer zu beleuchten, wollen wir vor dem Beweis

noch ein paar Bemerkungen machen.

e Falls das Maximum z¢p = max(X) existiert, dann ist z( eine obere Schranke von X und
ist vielmehr auch die kleinste obere Schranke, also max(X) = sup(X). Denn aus zp € X

folgt x¢ < s fiir jede obere Schranke s von X.

e Wenn das Supremum sup(X) in X liegt, dann ist sup(X) = max(X), da das Supremum
eine obere Schranke ist. Also ist das Supremum eine Verallgemeinerung des Maximums

einer Menge.

e Die Formulierung , kleinste obere Schranke” ist natiirlich ein Synonym fiir das Minimum

der oberen Schranken und ist dadurch eindeutig bestimmt, falls es existiert.

Beweis von Satz 2.59. Nach Annahme ist X nicht-leer und die Menge der oberen Schranken
Y ={seR|VxeX:x<s} ist ebenfalls nicht-leer. Des Weiteren gilt fiir alle z € X,s € Y
die Ungleichung = < s. Nach dem Vollstandigkeitsaxiom (Axiom (16) in Abschnitt 2.1.3) folgt
daher, dass es ein ¢ € R gibt, fiir das x < ¢ < s fiir alle z € X und s € Y. Aus der ersten
Ungleichung folgt, dass ¢ eine obere Schranke von X ist. Aus der zweiten Ungleichung folgt,
dass ¢ die kleinste obere Schranke von X ist, und daher erfiillt ¢ sowohl (1) als auch (2).

Wir zeigen nun, dass das Supremum auch durch (1) und (2’) charakterisiert wird. Also
angenommen o = sup(X) und ¢ > 0, dann ist sp — & < sg. Daher kann sy — € keine obere
Schranke sein und es existiert ein € X mit x > sg — €. Daher erfiillt sy auch (2’).

Erfillt tp € R nun (1) und (2’), so ist ¢y eine obere Schranke und daher ist sop < ¢y nach
Definition von sy = sup(X). Falls sg < ¢y wére, dann wére sop = ty — ¢ fiir ein € > 0. Nach
der zweiten Eigenschaft von ty géibe es ein x € X mit x > sg, was der Definition von sq als
(kleinste) obere Schranke widerspricht. Deswegen muss ¢y = so gelten und s ist eindeutig
durch die Bedingungen (1) und (2’) bestimmt. O

Applet 2.60 (Supremum einer beschriankten nicht-leeren Menge). Wir betrachten eine be-
schrinkte nicht-leere Teilmenge von R und zwei dquivalente Charakterisierungen des Supre-

mums dieser Menge.
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Genauso wie auch andere Konsequenzen des Vollstdndigkeitsaxioms, die wir behandeln
werden, ist die Existenz des Supremums in der Tat dquivalent zum Vollstdndigkeitsaxiom. In
anderen Worten hétten wir anstelle von Axiom (16) einfach die Aussage von Satz 2.59 fordern
kénnen. Mehr dazu finden Sie im Abschnitt 2.8.2.

Fiir eine von unten beschrinkte, nicht-leere Teilmenge X C R wird die grosste, untere
Schranke auch das Infimum inf(X) von X genannt. Fiir das Infimum gilt eine &hnliche

Aussage wie in Satz 2.59:

Ubung 2.61 (Existenz des Infimums). Formulieren und beweisen Sie die analoge Aussage
zu Satz 2.59 fir das Infimum. Sie kénnen dazu wie im Beweis von Satz 2.59 vorgehen oder
das Supremum der Teilmenge —X = {—x | x € X} fir eine von unten beschrinkte, nicht-leere
Teilmenge X C R betrachten.

Die in obiger Ubung erschienene Notation lisst sich verallgemeinern. Sei 2 € R eine reelle

Zahl und seien A, B C R zwei Teilmengen. Wir definieren

r+A={r+a|ac A}
A+B={a+blac A, be B}
rzA={za|ac€ A}
AB ={abla€ A, be B}.

Es gelten also beispielsweise die Identititen z + A = {z} + A, zA = {z} A fiir alle x € R und
A CR. Auch gilt [a,b] + [c,d] = [a + ¢,b+d] fiir a,b,c,d € R mit a < b und ¢ < d. (Wieso?)

Proposition 2.62 (Supremum unter Streckung). Sei A C R eine nicht-leere, von oben be-

schrinkte Teilmenge und sei ¢ > 0. Dann ist cA von oben beschrinkt und es gilt
sup(cA) = csup(A).

Wir empfehlen Thnen hier, sich die Aussage dieser (genauso wie der néchsten) Proposition

zuerst am Begriff des Maximums zu veranschaulichen.

Beweis. Sei s = sup(A). Dann gilt a < s und somit auch ca < ¢s fiir alle a € A. Da aber jedes
Element von cA von der Form ca fiir ein a € A ist, erhalten wir, dass cs eine obere Schranke
von cA ist und dass cA von oben beschrinkt ist.

Sei ¢ > 0. Dann existiert nach Satz 2.59 ein a € A mit a > s—£, fiir welches die Ungleichung
ca > cs — € gilt. Dies zeigt die zweite charakterisierende Eigenschaft des Supremums und wir

erhalten sup(cA) = cs = csup(A4). O

Proposition 2.63 (Supremum unter Summen). Seien A, B C R zwei nicht-leere, von oben

beschrinkte Teilmengen von R. Dann ist A+ B von oben beschrinkt und es gilt

sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
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Beweis. Wir definieren s4 = sup(A) und sp = sup(B). Dann gilt a < s4 und b < sp fiir alle
a € Aund b € B, was a+ b < sg + sp fiir alle a € A und b € B impliziert. Da aber jedes
Element von A 4+ B von dieser Form ist, erhalten wir, dass s4 + sp eine obere Schranke von
A+ B ist und dass A + B von oben beschriankt ist.

Sei ¢ > 0. Dann existiert nach Satz 2.59 ein @ € A mit @ > s4 — § und ein b € B mit
b > sp—35, was wiederum a+b > s +sp—¢ impliziert. Dies zeigt die zweite charakterisierende
Eigenschaft von sup(A + B) in Satz 2.59 und wir erhalten

sup(A + B) = sa + sp = sup(A) + sup(B).

2.5.3 Uneigentliche Werte, Suprema und Infima

In diesem Abschnitt wollen wir die Begriffe ,,Supremum‘ und , Infimum® auf beliebige Teil-
mengen von R erweitern (ohne die in Abschnitt 2.5.2 getroffenen Annahmen). Dazu verwenden
wir die Symbole co = 400 und —oo, die keine reellen Zahlen darstellen. Wir definieren die
erweiterte Zahlengerade (die auch Zweipunktkompaktifizierung von R genannt wird)
durch

R =RU{—00,+oc}
und stellen uns diese als die Zahlengerade

vor. Hier haben wir den Punkt +oo rechts von R und den Punkt —oo links von R zu der
Gerade hinzugefiigt. Formaler formuliert: wir erweitern die Relation (Ordnung) < auf R, so
dass —oo < z < +oo fiir alle € R gilt, aber keine weiteren <-Relationen fiir die Symbole

—00, 400 erfiillt sind. Inbesondere schreiben wir auch —oo < x < oo fiir alle z € R.

Ubung 2.64 (Geometrie der Zweipunktkompaktifizierung). Zeigen Sie, dass die Abbildung

JR— llsxz>0
¢:R—(~1,1), = T+s fails @ 2
1+ 1= fallsx <0
bijektiv ist und die Ordnung erhdlt. Das heisst, fir x,y € R gilt v < y <= o¢(x) < ¢(y).
Erweitern Sie ¢ zu einer ordnungserhaltenden Bijektion ¢ : R — [—1,1] und erkliren Sie

damit das obige Bild der erweiterten Zahlengerade.

Das Maximum und das Minimum einer Teilmenge X C R ist nun wie in Abschnitt 2.5.1
definiert (falls es existiert).

Falls X C R nicht von oben beschriankt ist, dann definieren wir sup(X) = +oco. Falls X
leer ist, setzen wir sup()) = —oo (da jedes x € R eine obere Schranke von ) darstellt). Analog
definieren wir inf(f)) = +00 und inf(X) = —o0, falls X C R nicht von unten beschriankt ist.
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Folgende Ubungen stellen natiirliche Eigenschaften von Supremum und Infimum dar. Sie
sollten mindestens eine dieser Ubungen ausarbeiten. Betrachten Sie hierbei die Spezialfille, die
zu einem uneigentlichen Supremum oder Infimum fithren, getrennt und gehen Sie anschliessend
wie im Beweis von Proposition 2.63 vor.

Weiter definieren wir fiir die Ubungen die ,,Rechenregeln”

X+r=r+00 =0 —0t+r=r—00=—00
00 4+ 00 = o0 —00 — 00 = —00
fiir alle x € R und
Y00 =00y =00 (-y) - co=00-(~y)=—o0
00 - (—0) = -0 (—0) - (—00) = 00

fiir alle y > 0, wovon wir einen Teil verwenden werden. Die Ausdriicke oo — oo und 0 - oo oder

dhnliche bleiben wohlgemerkt aber undefiniert.

Ubung 2.65 (Eigenschaften von Supremum und Infimum unter Vereinigung). Seien X,Y

zwet Teilmengen von R. Zeigen Sie, dass
sup(X UY') = max {sup(X),sup(Y)}.

Formulieren und beweisen Sie eine analoge Formel fiir das Infimum von X UY .

Ubung 2.66 (Eigenschaften von Supremum und Infimum unter Summen und Produkten).

Seien A, B C R zwei nicht-leere Teilmengen. Zeigen Sie, dass
sup(A + B) = sup(A) + sup(B)
und dass, falls A C R und B C Rsy,
sup(AB) = sup(A) sup(B).

Suchen Sie des Weiteren dhnliche Identitdten fir das Infimum.

Ubung 2.67. Sei A eine nicht-leere Teilmenge von R. Zeigen Sie, dass
sup |A| = max {sup(A), —inf(A)}.
Hierbei ist |A| das Bild von A unter dem Absolutbetrag |- | (als Funktion von R nach R).

2.5.4 Verwendung des Supremums und des Infimums

Das Supremum ist eine natiirliche und notwendige Verallgemeinerung des Maximums einer

Menge, da letzteres sogar fiir beschrénkte Intervalle nicht existieren muss. Das Supremum kann
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aber auch hilfreich sein in Situationen, wo das Maximum existiert. Denn falls man beweisen
will, dass ein Maximum existiert, dann hat man mit dem Supremum den richtigen Kandidaten
und kann den Beweis mit der Existenz des Supremums beginnen. Auf die gleiche Weise ist das
Infimum einer Menge eine Verallgemeinerung des Minimums.

Es ist wichtig, dass Sie sich die charakterisierenden Eigenschaften des Supremums und In-
fimums einprégen, da diese Begriffe fundamentale Bausteine unserer zu entwickelnden Theorie
sein werden. Zum Beispiel werden wir das Integral einer Funktion durch ein Supremum defi-

nieren (siehe Figur 1.2 und Kapitel 4).
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2.6 Konsequenzen der Vollstandigkeit

Wir haben in Abschnitt 2.1 unter Verwendung des Vollstdndigkeitsaxiom die Wurzelfunk-
tion eingefiihrt und in Abschnitt 2.5 bereits das Vollstdndigkeitsaxiom verwendet um die Exi-
stenz des Supremums zu beweisen. Letzteres kann aber auch bloss als eine Umformulierung
des Vollstandigkeitsaxiom betrachtet werden. In diesem Abschnitt werden wir eine bereits be-
kannte Fragestellung und einige weitere Themen betrachten und erkennen wie niitzlich das

Vollstandigkeitsaxiom sein kann.

2.6.1 Das Archimedische Prinzip
Mit Hilfe der Existenz des Supremums kénnen wir nun das Archimedische Prinzip beweisen.
Satz 2.68 (Das Archimedische Prinzip). Es gelten folgende Aussagen:
(i) Jede nicht-leere, von oben beschrinkte Teilmenge von Z hat ein Mazimum.
(11) Fir jedes v € R existiert genau einmn € Z mit n < x <n+ 1.
(iii) Fiir jedes € > 0 ezistiert einn € N mit + < e.

Wir kénnen das Archimedische Prinzip beispielsweise verwenden, um folgende Funktionen

zu definieren.

e Der ganzzahlige Anteil |z | einer Zahl x € R ist die nach Satz 2.68 eindeutig bestimmte
ganze Zahl n € Z mit n <z < n + 1. Wir erhalten also die Funktion z € R — |z] € Z,

die auch Abrundungsfunktion genannt wird.

e Der gebrochene Anteil (oder auch Nachkommaanteil) ist {z} = =z — |z| € [0,1)
und wir erhalten eine Funktion z € R — {z} € [0,1) mit x = |x] + {z} fiir alle x € R.

Beweis von Satz 2.68. Zu (i): Sei E C Z eine nicht-leere und (als Teilmenge von R) von oben
beschriankte Teilmenge. Nach Satz 2.59 existiert das Supremum sy = sup(F). Da s die kleinste
obere Schranke von F ist, existiert ein ng € F mit sp — 1 < ng < s¢ (sonst wére sy — 1 eine
kleinere obere Schranke). Es folgt so < ng+ 1 und fiir jedes m € E gilt dann m < sy < ng+1,
woraus m < ng folgt (nach Lemma 2.18 und Ubung 2.26). Daher ist ng das Maximum von F
wie in (i) behauptet.

Zu (ii): Sei > 0 eine reelle Zahl. Dann ist £ = {n € Z | n < z} eine von oben beschrénkte,
nicht-leere Teilmenge von Z (nicht-leer, da 0 € E — hier verwenden wir x > 0). Nach obigem
hat E ein Maximum, das heisst, es gibt ein maximales n € Z mit n < z. Daraus folgt z < n+1
wie in (ii).

Falls x < 0 ist, dann kénnen wir obigen Fall auf —x anwenden und finden ein ¢ € Z mit
¢ < —x < {+1. Daraus folgt, dass es auch ein k € {¢,/+ 1} C Zmit k—1 < —z < k gibt. Fir
n = —k € Z erhalten wir schliesslich n < z < n + 1. Damit ist die Existenz in (ii) bewiesen.

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, dass ni,ns € Z die Ungleichungen
ny <z <ni+1und ne <z < ng+1 gelten. Daraus folgt ny < x < ng+1 und damit ny < no.

Analog folgt ny < ni, was niy = no impliziert.
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Zu (iii): Sei e > 0 eine reelle Zahl. Dann gilt auch 1 > 0 und es gibt nach Teil (ii) ein n € N

mit % < n. Fiir dieses n gilt aber auch 1 < e, wie in (iii) behauptet wurde. O

Ubung 2.69 (Supremum von Bildmengen). Sei A eine nicht-leere Teilmenge von R. Zeigen
Sie, dass im Allgemeinen sup(| A]) = |sup(A)] nicht gilt. Hierbei ist | A] das Bild von A unter
der Abrundungsfunktion |-] : R — R.

Mit Hilfe des Archimedischen Prinzips kénnen wir auch den geometrischen Zusammenhang
zwischen Q und R im folgenden Korollar beschreiben. (Ein Korollar ist eine Folgerung aus einer

Proposition, einem Satz oder einem Theorem.)

Korollar 2.70 (Dichtheit von Q in R). Zwischen je zwei reellen Zahlen a,b € R mit a < b
gibt es einr € Q mit a <r <b.

Beweis. Nach dem Archimedischen Prinzip (Satz 2.68 (iii)) existiert ein m € Nmit = < b—a.
Ebenso gibt es nach dem Archimedischen Prinzip (Satz 2.68 (ii)) einn € Zmit n—1 < ma < n

. . -1 . 1 o1
oder dquivalenterweise *—= < a < ->. Insbesondere gilt ;> < a+ .-, was mit ;- < b—a gerade

n 1
a< —<a+—<a+b—a=b
m m

und damit das Korollar impliziert, wobei r = - gewihlt wird. O

Anders formuliert zeigt obiges Korollar, dass Q jede Umgebung I einer reellen Zahl schnei-
det (das heisst, INQ # 0), oder auch, dass wir jede reelle Zahl beliebig genau durch rationale
Zahlen approximieren kénnen. Die Eigenschaft wird auch als Q ist dicht in R bezeichnet und

wird uns spéater in einem allgemeineren Kontext wiederbegegnen.

Ubung 2.71 (Jede reelle Zahl ist ein Supremum einer Menge von rationalen Zahlen). Zeigen

Sie, dass fir jedes x € R das Supremum von {r € Q| r < z} gerade x ist.

Ubung 2.72 (Etwas Diophantische Approximation). Sei a € R eine reelle, irrationale Zahl.
Betrachtet man den Beweis von Korollar 2.70 nochmals, so realisiert man, dass die Existenz

esner rationalen Zahl g € Q mit

gezeigt wird. Fragen zu Approximation von reellen Zahlen mit rationalen sind Fragestellungen
der Diophantischen Approximation. Wir wollen hier auf elementare Weise ein stirkeres Re-
sultat (Dirichlet’s Approximationssatz) zeigen. Sei QQ € N eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie,
dassp € Z und g € N mit 1 < q < @ ewxistieren, die

‘CL—B]<i
q

und insbesondere }a — g’ < q% erfillen.
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2.6.2 Haufungspunkte einer Menge

Wie oben bereits erwdahnt, kann jeder Punkt in R durch Punkte in Q approximiert werden.
Allgemeiner mochten wir nun zu einer Menge A C R jene Punkte betrachten, denen A ,,von

aussen beliebig nahe kommt.

Definition 2.73 (Haufungspunkte von Mengen). Sei A C R und zg € R. Wir sagen, dass
xo ein Haufungspunkt der Menge A ist, falls es fiir jedes ¢ > 0 ein a € A gibt mit
0<|a—xo <e.

In anderen Worten gibt es fiir einen Haufungspunkt z in jeder Umgebung abgesehen von
xo Punkte in A (wobei es keine Rolle spielt ob g in A liegt oder nicht). Die Menge A kommt

also ihren Haufungspunkten , von aussen* beliebig nahe.

Ubung 2.74 (Endliche Mengen haben keine Hiufungspunkte). Zeigen Sie, dass eine endli-
chen Teilmenge A C R keine Haufungspunkte besitzt.

Ebenso gibt es unendliche Mengen ohne Haufungspunkte. Zum Beispiel hat A = Z keine
Héufungspunkte. In der Tat gibt es fir zp € Z kein n € Z mit 0 < |n — zo| < 1 (auf Grund
der Anordnung in Lemma 2.18 und Ubung 2.26). Des Weiteren ist fiir jedes g € R\ Z die
Zahl € = min {xo — |zo], |o] + 1 — zo} positiv und erfiillt [n — x| > ¢ fiir alle n € Z. Fiir

beschrankte unendliche Mengen ist die Situation aber besser wie folgender Satz zeigt.

Satz 2.75 (Existenz von Haufungspunkten). Sei A C R eine beschrinkte unendliche Teil-

menge. Dann ezistiert ein Haufungspunkt von A in R.

Figur 2.1: Wir mochten in diesem Bild die Idee des Beweises von Satz 2.75 erlautern. Wir
betrachten das ,,grosste” xzo € R, fiir welches links von zy (im Bild in rot) nur endliche viele
Punkte von A (im Bild in griin) liegen. Um genau zu sein, muss ein solches z( nicht existieren,
weswegen wir xg als das Supremum {iber alle x mit dieser Eigenschaft nehmen. Schiebt man
dieses xp nun um ein kleines ¢ > 0 nach rechts auf zy + ¢, so miissen unendlich viele Elemente
von A links von xg + € liegen. Umgekehrt kann man g etwas nach links nach xg — € schieben,
womit nur endlich viele Elemente von A links von xg — € liegen kénnen. Also befinden sich
unendlich viele Elemente von A zwischen xg — ¢ und zg + €. Da aber ¢ beliebig war, muss xg
ein Haufungspunkt von A sein.

Beweis. Angenommen m, M € R erfiillen A C [m, M]. Wir definieren
X={zxeR||AN(—o0,z]| < c0}.

Dann ist m € X da |AN (—oo,m|| < 1. Des Weiteren gilt x < M fiir jedes x € X, denn fiir
x> M ist AN (—o0,z] = AN (—o0, M| = A eine unendliche Menge nach Annahme im Satz.
Daher ist X eine beschrénkte, nicht-leere Teilmenge von R, womit das Supremum xg = sup(X)
nach Satz 2.59 existiert.
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Sei nun € > 0. Dann existiert ein z € X mit x > xg — &, was zeigt, dass AN (—oo, xg — €]

eine endliche Menge ist, da
AN (—o0,x9g—€] C AN (—00,z]

gilt. Des Weiteren gilt g +¢ ¢ X auf Grund der Definition von xg. Damit ist die Kardinalitit
von AN (—o0,xo + €] unendlich. Es folgt, dass

AN(xg—e,z0+¢] = (AN (—oo,z0+¢€]) \ (AN (=00, x9 —€])

eine unendliche Menge ist und abgesehen von moglicherweise xg, zg 4+ € noch weitere Punkte
besitzen muss. Da ¢ > 0 beliebig war, sehen wir, dass xy ein Haufungspunkt der Menge A
ist. O

Insbesondere erkennen wir im Beweis eine starkere Aussage fiir den gefundenen Haufungs-
punkt xy der Menge A, namlich dass fiir alle € > 0 der Durchschnitt A N (z¢g — &,z + €)

unendlich ist. Dies stellt eine alternative Definition des Begriffs dar.

Ubung 2.76 (Alternative Charakterisierung von Haufungspunkten). Sei A C R und zo € R.
Zeigen Sie, dass xg genau dann ein Hiufungspunkt der Menge A ist, wenn fiir jedes € > 0 der

Durchschnitt von A mit der e-Umgebung (xg — €,z + €) unendlich viele Punkte enthdlt.

Die Existenz eines Haufungspunkt in Satz 2.75 kann man als ein Schubfachprinzip der
Analysis auffassen: Anstatt einer echten Ubereinstimmung wie im reguliren Schubfachprinzip
fiir endliche Mengen (wie in Abschnitt 1.6.4) erlauben wir niherungsweise Ubereinstimmun-
gen wie in der Definition eines Haufungspunktes und haben einen Punkt gefunden mit dem
unendlich viele Punkte der Menge ,,fast iibereinstimmen®. Wir werden noch andere Sétze ken-
nenlernen, bei denen ein beschréinktes, abgeschlossenes Intervall dhnliche Eigenschaften wie

eine endliche Menge haben wird.

2.6.3 Intervallschachtelungsprinzip

Der Durchschnitt von ineinander geschachtelten, nicht-leeren Intervallen, das heisst, Inter-
vallen I;1 D Is 2 I3 D --- in R, die kleiner werden, kann durchaus leer sein. Zum Beispiel

gilt

[n,00) =0,
=

@

auf Grund des Archimedischen Prinzip in Satz 2.68. Fiir abgeschlossene und beschrankte Inter-

e’}
n=1
00

n=1

valle ist die Situation aber deutlich besser. Dies ist nochmals eine Konsequenz des Vollstandig-

keitsaxioms.
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Satz 2.77 (Intervallschachtelungsprinzip). Sei fiir jedes n € N ein nicht-leeres, abgeschlosse-
nes, beschrinktes Intervall I, = [an,by] gegeben, so dass fir alle natirlichen Zahlen m < n
die Inklusion I,, 2 I, oder dquivalenterweise die Ungleichungen a,, < a, < b, < by, gelten.

Dann ist der Durchschnitt
ﬂ I, = [sup{ay | n € N} ,inf {b, | n € N} |
n=1

nicht-leer.

Sollte die Aussage verwirrend sein, iiberzeugen Sie sich doch zuerst davon, dass
[a1,b1] N [ag, ba] = [max{ai,as}, min{by, ba}]

fiir beliebige ay, as, b1,bs € R gilt.

Beweis von Satz 2.77. Nach Annahme gilt fiir natiirliche Zahlen ¢,m,n mit £ < m < n die

Ungleichung
ar < am < ap < b, <b, <by.
Insbesondere ist by, eine obere Schranke von {ay | k € N}, woraus
sup{ay | k € N} < b,

folgt. Da m € N beliebig war, sehen wir nun, dass @ = sup{ax | K € N} € R eine untere
Schranke von {b,, | m € N} ist. Daher hat letztere Menge ein Infimum b € R und wir erhalten

@ =sup{ay | k € N} <inf {b,, | m € N} =b.

Insbesondere ist der Schnitt (77, I,, nicht-leer, da er zum Beispiel @ enthélt. Fiir z € R gilt

nun die Abfolge von Aquivalenzen

T € ﬂ[an,bn] «— VYneN:q, <z<b,
n=1

<— (VnEN:angx)/\(VnEN:ben)

<~ dﬁm/\xﬁg,

womit (02, [an, bn] = [, b] gilt und der Satz folgt. O

Applet 2.78 (Intervallschachtelung). Bei Vergrosserung sehen wir, dass die Intervalle immer
wieder weitere Intervalle enthalten. Man kann sich vorstellen, wie dies unbeschrinkt weitergeht
und der Durchschnitt in dem betrachteten Fall aus der Menge mit nur einem Punkt besteht.
(Allerdings kénnen wir dies hier nicht unbeschrinkt beobachten, da geogebra nach einigen Ver-

grosserungen auf die Grenzen der Rechengenauigkeit stosst.)

Ubung 2.79 (Charakterisierung von Intervallen).
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(i) Zeigen Sie, dass eine Teilmenge I C R genau dann ein Intervall ist, wenn fir alle x,y € I

und alle z € R die Implikation (x < z <y) = z € [ gilt.

(ii) Schliessen Sie daraus, dass ein beliebiger Schnitt (\;o7 I von Intervallen I € T ein In-

tervall ist.

Ubung 2.80 (Zusammenzichende Intervalle). Seien I,, = [ay, by] fir n € N wie im Satz 2.77
und nehmen Sie zusdtzlich an, dass inf{b, — an|n € N} = 0. Intuitiv heisst dies also, dass die
betrachteten Intervalle immer kiirzer werden. Zeigen Sie, dass in diesem Fall (2, I, aus nur

einem Punkt besteht.

2.6.4 Uberabzihlbarkeit

In diesem Teilabschnitt méchten wir eine klassische Anwendung des Intervallschachtelungs-

prinzips prisentieren, ndmlich den Beweis fiir die Uberabzéhlbarkeit der reellen Zahlen.

Korollar 2.81 (Uberabziihlbarkeit von R). Die Teilmenge [0,1] C R (und daher auch R) ist

uberabzdhlbar.

Beweis. Wir wollen den Beweis in der Form eines Spiels zwischen den Spielern Alice und
Bob darstellen. Bob behauptet (filschlicherweise), dass [0, 1] abzdhlbar ist und darf in jedem
seiner Ziige (von abzihlbar vielen Spielziigen) ein weiteres Element auflisten und Alice glaubt
ihm nicht. Er hat das Ziel alle Elemente von [0, 1] am Ende aufgelistet zu haben und Alice
hat das Ziel ein Element zu finden, das Bob nicht aufgelistet hat. Als Gegenzug zur Wahl
des jeweiligen Elements von Bob, darf Alice ihr zuletzt konstruiertes Intervall (beginnend
mit [0, 1]) verkleinern. Wir beschreiben eine Gewinnstrategie fiir Alice, die bei Befolgung und
Anwendung von Satz 2.77 zu einem neuen Element in [0, 1] fiihrt, welches von Bob nicht
aufgelistet wurde. Das heisst, Alice kann das Spiel immer gewinnen, was beweist, dass Bob
nicht Recht hat.

Sei n € N +— x, € [0,1] eine beliebige Funktion, die die Ziige von Bob vollsténdig be-
schreibt. Wir beschreiben nun die Strategie von Alice, die rekursiv Intervalle I,, = [ay, by,]
definiert, so dass diese z,, ¢ I,, erfiillen und den Bedingungen in Satz 2.77 geniigen. Fiir n = 1

definiert Alice I; durch Fallunterscheidung mittels

2 1] falls 21 € [0, 3],
I = [a1,b1] = 5 1] ! [1 2
0,3] falls 21 € (5,1].

Dies stellt sicher, dass I; ein abgeschlossenes Intervall ist, dass x1 nicht enthélt. Grob gesagt
wahlt Alice also I7 als das linke Drittel von [0, 1], wenn z; in der rechten Hélfte liegt, und als
das rechte Drittel, wenn z; in der linken Halfte liegt.

Angenommen Alice hat bereits I,, = [an, by] fiir ein n € N definiert und Bob hat in seinem

darauffolgenden Spielzug das Element x,, 1 € [0, 1] gewéhlt. Alice definiert nun

I, falls 41 & I,
Int1 = [an+1,bp41] = [bn — %(bn — ay), bn] falls zp41 € [an, an + %(bn —ay)],
[an, an + %(bn - an)} falls 41 € (an + %(bn — ap), by
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das heisst, sie verwendet also das vorherige Intervall I,,, wenn es x,1 nicht enthalt und das
rechte (resp. linke) Drittel von I,,, wenn ;41 in der linken (resp. rechten) Hélfte von I,, liegt.
Per Konstruktion ist insbesondere 1,11 C I, und z,41 & I, erfiillt.

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip ist der Durchschnitt I = (2, I, € [0, 1] nicht-
leer, sagen wir € I. Dann ist « # x, fir alle n € N, da z,, ¢ I,, nach Konstruktion von I,,
und x € I C I,. Alice hat also ein neues Element von [0,1] gefunden, das von Bob nicht
aufgelistet wurde.

Formal gesehen, zeigt obiges Argument, dass eine beliebige Abbildung N — [0, 1] nicht

surjektiv sein kann und das Korollar folgt. O

2.6.5 Die Cantor-Menge

Wir definieren rekursiv Teilmengen des Intervalles [0, 1] durch

1 1 2
= 1 n = =0Up —Cn — .
Co [0, ], Cha1 30 U <3C + 3>

fiir n € Ny. Beispielsweise gilt also

1 1 2 1 1 2 1 2
—_[0,1u(=[0,1+2) =0,z Sles)=lo 2| ulin
o= g0lo (g05) = o] v [og] +5) = o] o3
Co =10 1 LJ g 1 U 0 1 L 2 1 +g
2719 1973 9]~ 19°3]) "3
P I it e A s Lt
9 9°9 9°9 9
Definition 2.82 (Cantor-Menge). Die Cantor-Menge ist der Durchschnitt C' = (2, Ch.

Ziel dieses Teilabschnitts ist es, die Cantor-Menge und ihre schénen ,fraktalen Eigenschaf-
ten auszukundschaften. Dazu wollen wir zuerst die Mengen C,, besser verstehen. Grob gesagt

wollen wir die fiir folgendes Bild notwendigen Aussagen treffen:

Co
Ch
- - Ch

_ _ _ — — (4

1

e}
Ol T
DI +
W~ T+
Wi T
ol T+
ol T

Erste Feststellungen.

(i) (Abfallende Mengen) Fir jedes n € Ny gilt Cpy1 C Cp. Dies folgt aus einem kurzen

Induktionsargument. Fiir n = 0 wurde die Aussage oben bewiesen. Angenommen, dass

114



Kapitel 2.6 Konsequenzen der Vollstandigkeit

Ch11 C C, fiir ein n € Ny. Dann gilt

1 1 1 2
3Cnt1 C gCn C Chy1, §Cn+l +-C-Ch+ 3 C Chy1

und also Cp 49 C Cpy1. Somit folgt die Aussage per vollstéindiger Induktion.

(ii) (Disjunktheit) Die Mengen %C’n und (%Cn + %) sind disjunkt fiir jedes n € Ny. Insbe-

sondere qilt Cp11 = %Cn U (%Cn + %) fiir jedes n € Ny. Bei genauerer Betrachtung sieht
, %] und (%C’n + %) in [%, 1] liegt. Dies impliziert die behauptete
Disjunktheit und folgt sofort aus C,, C [0, 1].

man sogar, dass %C’n in [0

(1ii) (Zerlegung in Intervalle) Firn € Ny besteht Cp+1 aus genau doppelt so vielen disjunkten,

abgeschlossenen Intervallen wie Cy,. Dies folgt aus (ii).

(tv) (Von der Zerlegung von Cy, zur Zerlegung von Cpi1) Sei I eines der Intervalle in der
Zerlegung von C,, und schreibe I = [a,b]. Dann sind [a,a + IFTQ] und [b — IVT‘I, b] zwet

Intervalle in der Zerlegung von Cpy1 und
[a,b] N Cry1 = [a,a+ 552 U [b— 232, b]

Insbesondere ist die Linge eines Intervalles in Cyny1 ein Drittel der Linge eines Inter-
valles in Cy,. Fiir n = 0 (und auch n = 1) haben wir dies bereits direkt nachgerechnet.
Wenn dies bereits fiir C,, und C,, 11 bekannt ist, dann gilt die Aussage auch fiir die ver-
kleinerten Versionen $Cpi1 € £Cp und (3Cn41 + 2) € (3C,, + 2), was wiederum die

Aussage flir Cy,41 und Cj 49 ergibt.

Wir wenden uns nun der Cantor-Menge C' zu. Wir mochten einem Punkt in C eine Art
»Adresse” zuweisen. Dazu definieren wir rekursiv die Adresse eines Punktes x € C wie folgt.
Setze

1 falls z € [0, 1],
a1 (z) = { ; ?i]

1 falls ay(z) = 1
X I (z) = [07 3] alls a;(x) ,
r falls z € [5,1] 1

(2,1] falls a1(z) =1

Wir weisen x also die erste Adresse 1 zu, falls = im linken Drittel von [0, 1] liegt und r, falls
im rechten Drittel von [0, 1] liegt. Kennen wir die erste Adresse a;(x) von z, so ist I;(z) das
entsprechende Intervall, in dem x liegt. Wir fahren genauso fort: Die zweite Adresse von x ist
definiert durch

() 1 falls  im linken Drittel von I (z) liegt
ax(z) =
? r falls z im rechten Drittel von I (z) liegt

Des Weiteren ist I2(x) das linke Drittel von I;(x), wenn az(x) = 1, und sonst das rechte Drittel.
Genauso fahrt man fort, um fiir jedes k € Ny die k-te Adresse ag(z) von x zu erhalten. Wir

erhalten somit eine Liste von Adressen oder genauer eine Abbildung

a(x) : Ng = {l,r}, k— ai(x).
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Die Menge der Abbildung No — {1, 1} schreiben wir als {I,r}"°. Unter dem Strich haben wir

also die Funktion
fizeCm alz)e{lr}

konstruiert, die einem Element in der Cantor-Menge ihre Adressen zuweist. Folgende Beschrei-

bung der Cantor-Menge folgt aus dem Intervallschachtelungsprinzip (Satz 2.77).

Korollar 2.83 (Cantor-Menge). Die oben konstruierte Abbildung f : C — {L,r}° ist eine
Bijektion. Insbesondere ist also C ~ {1,r}" ~ {0,1}"° ~ P(Ng) und die Cantor-Menge ist

uberabzdhlbar.

Wir bemerken, dass die letzte Bijektion in obigen Satz auf Grund von Ubung 1.76 gilt und
die Uberabzihlbarkeit daher aus Cantor’s Diagonalargument (Theorem 1.74) folgt.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass f surjektiv ist. Sei also a € {l, r}NO eine Liste von Adressen.
Um Verwirrungen zu vermeiden schreiben wir a; anstelle von a(k) fiir & € No. Genau wie
oben (und &hnlich wie im Beweis von Korollar 2.81) diktieren diese Adressen eine Liste von

Intervalle 11y D I D .... Préaziser formuliert ist

0,%] fallsa; =1,
Ilz{%Qg] alls ap

3 1] fallsa; =1

und rekursiv ist I,41 das linke Teilintervall von I, N Cy41 falls a1 = 1 und ansonsten das
rechte Teilintervall. Nach dem Intervallschachtelungsprinzip (Satz 2.77) ist (g, I nicht-leer
und nach Konstruktion in der Cantor-Menge enthalten. Ist x ein Element dieses Schnittes,
dann gilt I(x) = I und insbesondere ai(x) = ay, fiir alle k& € Ny. Also ist a(xz) = a und f ist
surjektiv.

Zur Injektivitéat von f. Seien x,y € C mit a(x) = a(y). Dann gilt also auch Iy (x) = I (y) fir
alle k € Ny. Die Punkte z, y liegen beide im Schnitt (N~ Ix(z) = (N, Ix(y). Wir behaupten,
dass die Lange von einem Intervall I, in der Zerlegung von C), kleiner gleich % ist. Nach
dem Archimendischen Prinzip in Satz 2.68 und Ubung 2.80 besteht also (52, I () aus einem
Punkt und somit gilt z = y.

Die Behauptung gilt sicherlich fiir n = 0, da I; = [0,1] Lénge 1 = % hat. Angenommen sie
gilt fiir n € Ng. Dann hat ein Intervall 1,41 in der Zerlegung von C),;1 ein Drittel der Lange

eines Intervalles in der Zerlegung von C, und es gilt

1
n+1

Linge(In1) < - <

1
3n
Dies schliesst den Beweis der Behauptung ab und impliziert somit den Satz. O

Wir stellen die Cantor-Menge im folgenden Applet dar und werden sie einige Male am
Rande fiir weitere ,,fraktale Konstruktionen verwenden. Unser Hauptinteresse wird aber bei

»glatten Objekten und weniger bei derartigen ,fraktalen Objekten liegen.
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Applet 2.84 (Selbstdhnlichkeit der Cantor-Menge). Wir stellen hier die Cantor-Menge dar,
wobei Sie die Cantor-Menge vergrissern und verschieben kénnen. Sie werden bemerken, dass
die Cantor-Menge selbstiahnlich ist, da sie den Vergrisserungsfaktor nur an der Beschriftung

nicht aber an der Form der dargestellten Teilmenge feststellen kénnen.
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2.7 Modelle und Eindeutigkeit der Menge der reellen Zahlen

Wir wollen in diesem Abschnitt andeuten, warum die Axiome der reellen Zahlen die reellen
Zahlen im Wesentlichen eindeutig festlegen. Damit diirfen wir ohne Weiteres eine beliebige
Version der reellen Zahlen betrachten oder je nach Zusammenhang auch verschiedene Vorstel-
lungen von reellen Zahlen haben. Zuerst wollen wir aber einige mogliche Modelle der reellen

Zahlen ansprechen.

2.7.1 Ebene Geometrie und die Zahlengerade

Falls wir von der zweidimensionalen euklidischen Geometrie ausgehen, so kénnen wir R
definieren indem wir eine Gerade ¢ in der Ebene gemeinsam mit zwei verschiedenen ausge-
zeichneten Punkten Py, P; € g auswahlen. Addition und Multiplikation wird dann mit geo-
metrischen Konstruktionen (siehe folgendes Applet) so definiert, dass in R = g die Punkte Py

und P; die Rolle von 0 und 1 in R iibernehmen.

Applet 2.85 (Definition mittels der Zahlengerade). Wir deuten an, wie man mittels parallelen
Geraden die Addition und mittels dem Strahlensatz die Multiplikation auf der Zahlengerade

definieren kann.

2.7.2 Dezimalbriiche

Eine tibliche Vorstellung der reellen Zahlen wird durch (im Allgemeinen nicht abbrechen-
den und vorzeichenbehafteten) Dezimalbriiche gegeben. Die Addition und Multiplikation von
Dezimalbriichen sind durch die bekannten Algorithmen gegeben. Allerdings muss die forma-
le Beschreibung dieser Algorithmen auch nicht abbrechende Dezimalbriiche erlauben und die
reellen Zahlen R miissen in diesem Zusammenhang als Quotientenraum von der Menge der
Dezimalbriiche modulo einer Aquivalenzrelation definiert werden. Denn zum Beispiel stellen
1.00... und 0.99... dieselbe reelle Zahl dar, und es gibt unendlich viele reelle Zahlen mit
zwei Dezimalbruchentwicklungen. Daher muss vor Besprechung der Axiome diese Aquivalenz-
relation genau definiert werden und auch gezeigt werden, dass die Algorithmen wohldefinierte
Abbildungen auf dem Quotientenraum R definieren.

Insgesamt ist die korrekte Konstruktion mit dieser Methode iiberraschend aufwendig. Des
Weiteren gibt es keinen guten Grund nur Dezimalbriiche zu betrachten und nicht auch andere
Basen zu erlauben (zum Beispiel Bindrdarstellungen von Zahlen). Letzteres wirft aber die
Frage auf, ob denn vielleicht manche Eigenschaften der reellen Zahlen davon abhéngen, ob
man 10 Symbole oder eine andere Anzahl verwendet. Die Eindeutigkeit der reellen Zahlen
verneint diese Frage. Wir werden auf Dezimalbruchentwicklungen im Kapitel 6 nochmals zu

sprechen kommen.

2.7.3 Dedekind-Schnitte

Formal einfacher ist die Konstruktion der reellen Zahlen ausgehend von den rationalen Zah-

len durch sogenannte Dedekind-Schnitte, welche nach dem deutschen Mathematiker Dedekind
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(1831-1916) benannt sind. Hier definiert man R als die Familie aller von oben beschrankten

Teilmengen A C Q ohne Maximum, welche die Eigenschaft
Vae A:VseQ:(s<a = s€A)

erfiillen (Strahlen in Q). Der Hinweis, warum dies funktionieren sollte, ist in Ubung 2.71
enthalten. Die rationale Zahl r € Q identifiziert man mit der Teilmenge {s € Q | s < r} und
das Verhalten von Suprema unter Summenbildung in Proposition 2.63 erklirt, warum die
Definition der Summe von ,den Zahlen* A und B durch A+ B = {a+b|a€ A,be B}
gegeben ist. Die Definition der Multiplikation erfordert das Betrachten mehrerer Falle und ist

etwas aufwendiger (siehe auch Ubung 2.66).

2.7.4 Vervollstandigung der rationalen Zahlen

Es gibt eine wichtige Methode, wie man ausgehend von einem Raum mit einer Abstands-
funktion (einem sogenannten ,metrischen Raum®) einen grosseren ,vollstindigen Raum‘ de-
finieren kann. Dies erfordert etwas mehr Theorie, die wir im Laufe des ersten Semesters be-
sprechen werden, kann auch auf die Menge Q der rationalen Zahlen angewendet werden und
liefert in diesem Fall eine Konstruktion der reellen Zahlen R. Auch hier wird R als Quotien-
tenraum einer grésseren Menge modulo einer Aquivalenzrelation definiert. Wir werden diesen

Existenzbeweis spéter ausfiihrlich besprechen.

2.7.5 Definition mittels Steigungen

Der schweizer Mathematiker A’Campo (geb. 1941) hat in diesem Jahrhundert (2003) eine
weitere kuriose Konstruktion gefunden (siehe [A’C03|). Fiir dies nennen wir eine Abbildung

f:Z — 7 quasi-linear, falls sie die Eigenschaft
| {f(m+n) — f(m) = f(n) | m,n € Z}| < oo

hat. Wir bezeichnen die Menge der quasi-linearen Abbildungen mit Q@ und die Menge der
Abbildungen von Z nach Z mit endlichem Bild mit . Wir bemerken, dass X C Q und zum
Beispiel idz € Q \ K. Man kann nun R als den Quotientenraum von Q definieren, wobei

f1, f2 € Q equivalent sind, wenn die Funktion
fi—farmeZ— fi(m) — fa(m) € Z

endliches Bild besitzt, das heisst, in K liegt. Im Sinne der Algebra ist Q bereits eine Gruppe
beziiglich ,,punktweiser Addition”, IC C Q ist eine Untergruppe, und R = Q/K. Uberraschen-
derweise ist die Multiplikation der reellen Zahlen [f1],[f2] € Q/K durch [fio fo] und die 1 durch
[idz] gegeben. Eine rationale Zahl » € Q wird in diesem Modell durch die Aquivalenzklasse
[fr] der Funktion

frim€eZw— |rm|e€Z
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dargestellt. Gewissermassen wird hier eine reelle Zahl durch die ,,durchschnittliche Steigung*
einer quasi-linearen Abbildung definiert.

Sie sollten nicht zu viel Zeit dazu verwenden, diese Konstruktion vollstindig zu verste-
hen, denn wir werden im Laufe des ersten Semesters mittels einigen Ubungen ein besseres
Verstandnis fiir diesen Zugang erhalten. Vor allem aber wollten wir damit und auch mit den
anderen, obigen Modellen Thnen klarstellen, dass es nicht nur eine Art und Weise gibt, wie
man die reellen Zahlen finden kann. Dies unterstreicht die Wichtigkeit der Frage nach der
Eindeutigkeit.

2.7.6 Eindeutigkeit

Wie auch in anderen Situationen ist der Beweis der Eindeutigkeit einfacher als der Be-
weis der Existenz. Er enthélt aber trotzdem gewisse Einblicke, die weiterentwickelt auch zum

Existenzbeweis beitragen.

Satz 2.86 (Eindeutigkeit der reellen Zahlen). Die Aziome von R in Abschnitt 2.1 legen die
reellen Zahlen bis auf Isomorphie fest. Genauer formuliert gilt folgende Aussage:

Sei R’ eine weitere Menge, auf der eine Addition, eine Multiplikation und eine kleiner-
gleich-Relation definiert sind, so dass alle Aziome der reellen Zahlen erfillt sind (das heisst,
R’ ist ein weiterer vollstindiger angeordneter Kérper). Wir bezeichnen mit 0 € R’ das Null-
element in R" und mit 1" € R' das Einselement in R'. Dann existiert eine bijektive Abbildung
®: R — R/, so dass folgende Eigenschaften erfillt sind.

(i) ®(0) =0" und ®(1) =1".
(ii) (P ist additiv) Vo,y € R: ®(z 4 y) = ®(z) + ¢(y)
(iii) (@ ist multiplikativ) Yo,y € R: ®(xy) = @(z)D(y)
(iv) (® ist ordnungserhaltend) Vz,y e R: (z <y <= ®(z) < D(y))

Dieser Satz ist befriedigend, da es wegen ihm nicht darauf ankommt, welches Modell der
reellen Zahlen man untersucht oder welche Konstruktion ausgehend aus den rationalen (oder
auch aus den natiirlichen) Zahlen wir verwenden, um die reellen Zahlen zu finden. Eine Ab-
bildung ® wie in Satz 2.86 nennen wir eine Isomorphie (von angeordneten Korpern), denn
sie ist eine Bijektion, die alle Strukturen von R auf die entsprechenden Strukturen von R’
abbildet.

Wie bereits bemerkt, konnte man obigen Satz auch mit Schach vergleichen, wo es ebenso
nicht darauf ankommt, ob die Figuren aus Glas, Holz, Plastik oder Metall sind. Denn sobald
man die verschiedenen Figuren richtig erkannt hat, besteht eine klare Korrespondenz (eine
Isomorphie) zwischen den Figuren in dem Schachspiel aus Glas und dem Schachspiel aus
Holz, und weiter kann man mit den einen genau dasselbe machen wie mit den anderen (die
Isomorphie erhélt alle moglichen Schachziige).

Wir méchten im Folgenden einen Beweis zur Existenz einer solchen Abbildung ® skizzie-

ren und iiberlassen Interessierten die Verifikation einiger Details (siehe Ubung 2.88). Wie wir
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sehen werden besteht der Beweis gewissermassen aus einer Wiederholung vieler fundamenta-

ler Themen aus diesem Kapitel. Etwas tiberspitzt ldsst sich die Idee des Beweises wie folgt

darstellen:
| | ! | : |
R i i ' i fE\ i
~1 0 1 1 2
2 i V2
| | | ; |
R’ | i i : i

_ ===

_1/ 0/ 1/ T_/f E/? 2/

[N}

Figur 2.2: Wir definieren ® zuerst so auf 0,1,2,..., dass 0 auf 0/, 1 auf 1/, 2 auf 2’ und so
weiter abgebildet wird. Dann erweitern wir ® auf alle Briiche so, dass beispielsweise % auf 5—;
abgebildet wird, und schliesslich verwenden wir das Supremum von Teilmengen von Q um &
auf ganz R zu definieren. Dadurch erhalten wir, dass R’ dasselbe ist wie R, nur halt bloss in
grin.

Des Weiteren ist folgende Ubung ein hilfreicher erster Schritt fiir den Eindeutigkeitsbeweis.

Ubung 2.87. Sei ¢ : R — R eine bijektive Funktion, die x <y <= @(x) < @(y) fir alle
x,y € R erfillt. Zeigen Sie, dass ¢ genau dann die Identititsabbildung ist, wenn p(x) = x fir
alle x € Q gilt.

Beweisskizze. Angenommen R und R’ sind zwei Mengen von reellen Zahlen, die jeweils die
Axiome in Abschnitt 2.1 und damit auch deren Folgerungen in den Abschnitten 2.1, 2.2, 2.5
und 2.6.1 erfiillen. Seien N, Ny, Z, Q respektive N, Ny, Z’, Q' die in R respektive R’ konstruier-
ten natiirlichen Zahlen, ganzen Zahlen und rationalen Zahlen. Wir werden diese verwenden,
um die gewiinschte Abbildung in mehreren Schritten zu definieren.

Definition von ® auf Ng. Wir verwenden Rekursion, um eine Abbildung ®¢ : Ny — N{; mit
»guten“ Eigenschaften zu definieren. In der Tat setzen wir ®@4(0) = 0/, ®¢(1) = 1’ und mittels

Rekursion fiir alle n € N
(I>0(TL + 1) = @0(77,) + 1.

Mittels vollstandiger Induktion in N kann man nun zeigen, dass ®g dadurch eindeutig festgelegt

ist und dass die Regeln

<I>0(m+n) = @Q(m) + <I)0(n)
Oo(mn) = @o(m)Po(n)

fir alle m,n € Ny gelten. Die Verifikation dieser Regeln iiberlassen wir als Ubung und ist
sehr dhnlich dem Beweis von Lemma 2.17, nach dem N unter Addition und Multiplikation

abgeschlossen ist. Des Weiteren gilt

Oo(m) =0 <= m=20
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Insbesondere implizieren obigen Eigenschaften, dass @ injektiv ist (wieso?). Da das Bild von
@y sowohl 0" als auch 1’ enthélt und induktiv ist, ist ®g auch surjektiv und damit bijektiv.
Des Weiteren gilt (wegen Lemma 2.23) fiir m,n € Ny auch

m<n < (FkeNg:n=m+k),
was auf Grund der obigen Eigenschaften von & auch
m<n < (K e Nj: ®g(n) = ®o(m) + k') < Po(m) < Py(n)

impliziert.

Definition von ® auf Z. Fiir n € Z definieren wir

By(n) P(n) € Nj falls n € Ny
n)=
z —®y(—n) € -N'  falls n € —N

und erhalten dadurch eine Abbildung ®7 : Z — Z’, die ebenso obige Eigenschaften erfiillt.

‘g(;((%) € Q'. Somit
erhalten wir eine Abbildung ®g : Q — @', die noch immer alle gewiinschten Eigenschaften
erfiillt. Insbesondere gilt a < b <= ®g(a) < Pg(b) zuerst fir a,b € Z und dann (wegen

Pg(na) = Pg(n)Pg(a) fiir a € Q und n € N) auch fir a,b € Q.

Definition von ® auf Q. Fiir m € Z und n € N setzen wir ®g(7) =

Definition von ® auf R. Fiir jedes x € R gilt wegen dem Korollar 2.70 des Archimedischen
Prinzip (Satz 2.68) und Ubung 2.71

z=sup{reQ|r<z}.
Deswegen drangt sich die Definition
O(z) =sup' {Pg(r) |r€Q, r <z} =sup’®o({re Q| r <z}

fiir alle z € R auf, wobei sup’ das Supremum auf den in R’ von oben beschrinkten Teilmengen
bezeichnet. Dazu gehort auch die Teilmenge {®q(r) | 7 € Q, r < x}, da eine obere Schranke
durch ®g(|x] + 1) gegeben ist (wieso?). Fiir x € Q gilt nun

P(x) =sup' {Pg(r) |[reQ, r <z} =sup'{Pg(r) | r e Q, r <z} = dg(x)
da ®g die Ordnung erhalt. Fiir x <y gilt

{reQlr<z}C{reQ|r<y},
Po({reQlr<z}) CPe({reQ|r<y})

und damit

O(z) =sup’{Pg(r) |1 €Q, r <z} <sup'{Pg(r) |r€Q, r <y} = d(y).
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Fiir z < y existieren s,t € Q mit x < s < t < y nach Korollar 2.70, was
P(z) < B(s) < 2(t) < D(y)

und damit ®(z) < ®(y) impliziert. Insbesondere ist ® injektiv. Fir z,y € R gilt (siehe
Ubung 2.88d) )

{reQlr<z}+{seQ|s<yt={teQ|t<z+y}, (2.1)

was gemeinsam mit dem Verhalten des Supremums unter Summenbildung von Mengen in
Proposition 2.63 und der Additivitdt von ®g gerade ®(x + y) = ®(x) + ®(y) impliziert.
Insbesondere gilt wegen ®(0) = 0 auch ®(—z) = —®(z) fir alle z € R. Auch gilt fir alle
z,y € Ry, dass

{reQl0<r<z}-{seQ|0<s<y}={teQ|0<t<ay} (2.2)

und damit ®(z)®(y) = ®(zy) fiir alle 2,y € Ry wegen der Multiplikativitit von ®g und
Ubung 2.66. Da wir aber bereits wissen, dass ®(—z) = —®(2) fiir alle z € R, gilt ®(z)®(y) =
O (zy) fir alle z,y € R.

Wir miissen noch zeigen, dass ® bijektiv ist. Durch Vertauschen von R mit R’ erhalten wir
analog eine Funktion ¥ : R" — R, die unter anderem 2’ < ¢y <= W(a') < ¥(y/) fir alle
a',y' € R’ erfiillt. Die Verkniipfung ¥ o® : R — R geniigt x < y <= Vo®d(z) < Vo d(y) fiir
alle x,y € R. Nach Konstruktion ist ¥o® auf Q die Identitdtsabbildung und damit Wo® = idgr
nach Ubung 2.87. Analog zeigt man, dass ® o ¥ = idps gilt, womit die Abbildung ® bijektiv
sein muss.

Uberpriifen Sie nun, dass wir damit alle notwendigen Eigenschaften von ® gezeigt haben.
O

Ubung 2.88. Beweisen Sie die in obiger Beweisskizze unterlassenen Details:
(i) Zeigen Sie die in obigen Beweis behaupteten Figenschaften von ®.

(it) Stellen Stie eine Liste von Eigenschaften der Abbildung ®q auf (in Analogie zu ®g) und

beweisen Sie diese.
(iii) Zeigen Sie, dass die Einschrinkung von ® auf Q mit ®g ubereinstimmdt.
(tv) Beweisen Sie die Gleichungen (2.1) und (2.2).

(v) Zeigen Sie, dass jede additive und multiplikative Abbildung ¢ : Q — Q mit ¢(0) = 0 und
¢(1) =1 die Identititsabbildung ist.

Ubung 2.89. Zeigen Sie die Eindeutigkeit der Abbildung ® in Satz 2.86.
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2.8 Weitere Lernmaterialien

2.8.1 Verwendung des Kapitels

Die Themen dieses Kapitels stellen den Anfang unserer Entwicklung der Analysis dar und
sind aus diesem Grunde fiir das Folgende fundamental. Wie bereits erwidhnt werden wir die
iiblichen Eigenschaften der reellen, natiirlichen, ganzen, rationalen und komplexen Zahlen
(inklusive der Konjugation komplexer Zahlen) im Folgenden ohne Verweise verwenden. Es ist
auch nicht notwendig, die Beweise der elementaren Aussagen in Abschnitt 2.1 auswendig zu
lernen. Manche der Beweise in Abschnitt 2.2 sind auch etwas zu formal, als dass sie fiir das
Folgende von grosser Bedeutung sein werden. Fiir ein fundiertes Verstdndnis der Induktion
sind die besprochenen Varianten der Induktion samt Beweise wichtig und auch die Beweise
der algebraischen und geometrischen Aussagen stellen eine gute Ubung dar. In Abschnitt 2.4
haben wir einige Thnen wahrscheinlich bekannte Definition ausgesprochen, doch werden auch
die Thnen wahr