ETH Ziirich D-MATH Geometrie
Prof. Dr. Tom Ilmanen Raphael Appenzeller 11. November 2020

Losungen Serie 5

Aufgabe 1

(a) Finde zyklische Gruppen mit genau 1, 2 oder 4 unterschiedlichen Genera-
toren.

(b) Zeige, dass keine zyklische Gruppe genau 3 Generatoren hat.

Losung:

(a) Wir bemerken, dass jede zyklische Gruppe Z, = {1,0,02,...,0"7 1}
von einem Element erzeugt wird, falls n gross genug ist, gibt es aber
noch weitere Elemente, die Z,, generieren. Zy = {1,0} = (o) ist von
einem Element erzeugt. Zs = {1,0,0°} = (¢) = (¢2), da (02)? = o ist.
Zs = {1,0,0%, 0%} = (0) = (¢®) hat ebenfalls 2 Generatoren, aber o>
ist kein Generator von Z,4. In Zs sind alle nicht-trivialen Elemente
Generatoren, und somit hat es 4.

(b) Wir bemerken, dass die unendliche zyklische Gruppe Z =
{...,-1,0,1,2,...} = (1) = (-1) genau zwei Generatoren hat.

Wir nehmen also an, dass es ein n > 3 gibt, so dass Z, genau 3
Generatoren hat und méchten das zu einem Widerspruch fiihren. Wir
bemerken, dass ¢ und ¢™~! immer Generatoren sind von Z,. Es bleibt
also noch ein weiterer Generator, namlich o fiir ein k € {2,3,...,n—
2}: Zy, = {o*). Weil das Inverse eines Generators wieder ein Generator
ist, muss gelten (c%)™1 = "% = o, Also gilt n — k = k und somit
k =n/2, insbesondere ist n gerade. Aber dann (0™/?) = {1,0"/?} + Z,,,
weil n > 3. Dann generiert o” nicht Z,, was ein Widerspruch ist.

Aufgabe 2
Sei D,, die Diedergruppe der Ordnung 2n, n > 2.

(a) Zeigen Sie, dass D,, von zwei Spiegelungen erzeugt werden kann.

(b) Zeigen Sie, dass D,, von einer Spiegelung und einer Drehung erzeugt wer-
den kann.

(¢) Warum kann D,, nicht von einem einzelnen Element erzeugt werden?

Losung:
Die Diedergruppe D, besteht aus der Identitdt sowie n — 1 Drehungen
und n Spiegelungen. Wir schreiben D,, = {ry,...,7,81,...,8,}, wobei 7y

(k € {1,...,n}) die Drehung um den Schwerpunkt um den Winkel 27k/n
bezeichnet. Insbesondere ist r,, die Identitédt. Die Spiegelungen sj seien so
gewdhlt, dass fir jedes k € {1,...,n -1} die Achse von s mit der von sg41
einen positiven Winkel von 27/2n bildet.
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(a) Betrachte die aufeinanderfolgenden Spiegelungen s; und ss, deren
Achsen den positiven Winkel 27/2n einschlieffen. Dann gilt syo0s1 = ry.
Die von s; und s; erzeugte Untergruppe von D, enthélt damit alle
Drehungen 7 = r§ (ke {1,...,n}). Da auRerdem sj,o = 715,77" gilt,
erhalten wir iterativ alle Spiegelungen.

(b) Wir wéhlen r; und s;. Wie oben enthélt die von r; und s; erzeugte
Untergruppe von D,, alle Drehungen 7 = ¥ (k € {1,...,n}) sowie
die Spiegelungen mit ungeradem Index. Da auflerdem ss = s7 0 7ry_1,
erhalten wir ebenfalls alle Spiegelungen mit geradem Index.

(c¢) Es sei g ein Element von D,,. Wenn g die Identitét ist, so erzeugt g die
triviale Untergruppe. Falls g eine nicht-triviale Drehung ist, so erzeugt
g eine Untergruppe der Gruppe der Drehungen. Schlieklich, wenn g
eine Spiegelung ist, so erzeugt g die Untergruppe {id, g}. In keinem
Fall stimmt die von g erzeugte Untergruppe mit ganz D,, iiberein.

Aufgabe 3
Sei G eine Gruppe. Zeigen Sie, dass die Menge der Automorphismen
Aut(G) = {¢: G — G: ¢ ist ein Gruppenisomorphismus}

mit der Hintereinanderschaltung o eine Gruppe ist.

Losung:
Wir bezeichnen mit * die Gruppenoperation auf G (d.h. G ist die Gruppe
(G, *)) und wir zeigen, dass (Aut(G),o) eine Gruppe ist.

1) (Abgeschlossenheit) Wir zeigen, dass falls ¢ und ¢ in Aut(G) sind,
dann ist auch o1 in Aut(G). Aus der Bijektivitat von ¢ und v folgt
die Bijektivitédt von ¢ o). Ausserdem gilt fiir g, h € G, dass

(o) (g *h)=(¥(g*h)) = (¥(g) * (h))
=o(¥(9)) * p(v(h)) = (o) (9) * (wov)(h),

was zeigt, dass ¢ o1 ein Homomorphismus ist. Somit gilt @ ot €
Aut(G).
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2) (Assoziativitit) Sei p, 1,9 € Aut(G). Wir miissen zeigen, dass (po1)o
¥ = po(1odd) gilt. Zwei Abbildungen sind gleich, wenn sie ausgewertet
an allen Elementen gleich sind. In der Tat gilt fiir jedes g € G

(o) od) (g) = (wop) (9(9)) = w(¢¥(9(9)))
=e((¥od)(9)) = (o (o)),

wobei wir wiederholt die Definition von o verwendet haben, ndmlich

(po)(g) =p(¥(g))-

3) (Neutrales Element) Bemerke, dass die Identitétsabbildung idg: G —
G ein bijektiver Homomorphismus (idg(g*h) = g*h =idg(g) *idg(h)
fiir alle g,h € G) ist, also idg € Aut(G). Wir miissen zeigen, dass
idgop = poidg = ¢ fiir alle p € Aut(G). In der Tat, fiir g € G haben
wir

(idg op)(9) = ida(e(9)) = ¢(g9) = ¢(ida(g)) = (¢ oida)(g)-

4) (Inverses) Es sei ¢ € Aut(G), also ist ¢ ein bijektiver Homomorphis-
mus. Jede bijektive Abbildung hat eine Inverse 9 = ¢™1:G — G, so-
dass o = po1d =idg. Inverse sind ebenfalls bijektiv. Es bleibt noch
zu zeigen, dass ¥ ein Gruppenhomomorphismus ist. Seien g,h € G,
dann verwenden wir zuerst, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist

e(9(9) *0(h)) = p(9(9)) * p(F(h)) = (o 9)(9) * (w0 I)(h)
=idg(g) *idg(h) = g * h,
Wir wenden auf beiden Seiten 9 an, und bekommen
9(g +h) =9(p(9(g) * 0(h))) = (¥ 0 p)(I(g) +I(h))
idg (9(g) *9(h)) =0(g) = I(h)

Somit ist ¥ in Aut(G). Somit hat jedes ¢ € Aut(G) ein Inverses 9 €
Aut(G).

Aufgabe 4
Mache folgende Berechnungen mit Permutationen
(1) (54)(13)(2) = (13)(45)
(2) (13)(34)(135) = (14)(41)(35)(14)
(3) [(132)(45)]° = id
(4) (123)(41253)(12)(123)7" = (42351)(23). Siehst du eine Regelméissigkeit?
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Losung:

(1) Die Permutation (54)(13)(2) sagt aus, dass 5 mit 4 und 1 mit 3 ver-
tauscht wird. Es kommt nicht darauf an, welches Paar man zuerst
vertauscht. Die Zahl 2 wird auf sich selber abgebildet, nach Konven-
tion kann man (2) somit auch weglassen.

(2) Wenn mehrere Permutationen da stehen ist es wichtig in welcher Rei-
henfolge man sie ausfiihrt. Wir verstehen Permutationen als Funk-
tionen, die den Input von rechts bekommen. Zum Beispiel gilt
(123)(42)[4] = (123)[2] = 3. Jede Permutation kann in eine Standard-
form gebracht werden in der jede Zahl hochstens ein mal vorkommt.
Indem man von rechts nach links geht sieht man, dass die Permu-
tation (13)(34)(135) folgenden Effekt hat: 1 —» 3 » 4, 4 » 3 — 1.
Die 2 wird nicht verdndert und 3 » 5, 5 —» 1 ~ 3. Somit ist
(13)(34)(135) = (14)(2)(35) = (14)(35).

Ahnlich kann man (14)(41)(35)(14) = (14)(35) rechnen oder man
kann auch sehen, dass (14) = (41) = (14)71.

(3) Da die Zahlen in den zwei Klammern verschieden sind, kommutieren
die Permutationen [(132)(45)]6 = (132)5(45)° = id.

(4) Weil (123)(321) =id, gilt (123)7! = (321) = (132). Wir rechnen
(123)(41253)(12)(123)"" = (123)(41253)(12)(132) = (1425)

und
(42351)(23) = (1425).

Wir bemerken, dass der Ausdruck von der Form s(41253)(12)s™! fiir
s =(123) ist. Auf der linken Seite steht ein &hnlicher Ausdruck, aber
die Zahlen sind genau mit der Permutation (123) vertauscht: Die so-
genannte Konjugations-Abbildung o ~ (123)0(123)~! permutiert in
o genau die Eintrdge 1 » 2~ 3+~ 1.

(123)(41253)(12)(123) "

Wi u
(42351)(23)

Formal konnte man das aufschreiben als

s(abede) (xy)s™ = (s(a)s(b)s(c)s(d)s(e)) (s(2)s(y)).

Aufgabe 5

(1) Zeige, dass die symmetrische Gruppe Sy von den Transpositionen (12), (23), (34)
erzeugt wird.
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(2) Finde eine normale Untergruppe H von Sy der Ordnung 4. “Normal” heisst,
dass gHg ' = H fiir alle g € Sy. Tip: Verwende (1) und Aufgabe 4(4).

Losung:

(1) Jede Vertauschung von vier Objekten kann erreicht werden indem
man zwei nebeneinanderliegende Objekte vertauscht. Deshalb gilt

((12),(23),(34)) = Sa.

(2) Wir betrachten die Untergruppe H = ((12)(34),(13)(24), (14)(23)).
Da [(12)(34)]° = idg, = [(13)(24)]° = [(14)(23)]* besteht
die erzeugte Untergruppe genau aus den vier Elementen H =
{ids,, (12)(34),(13)(24), (14)(23)}.

H ist eine normale Untergruppe von G falls Vg € G:gHg™' = H
gilt. Da S4 von den Elementen in S = {(12),(23),(34)} erzeugt
wird, reicht es zu sehen dass sHs™' = H fiir s € S. (Falls g =
51895k, dann ist gHg_1 = 81~~~s;€Hs;1~~-sfl = 81~~~s;€_1H8;11~--sI1 =

. = s;Hsy' = H). Mit Aufgabe 4(4) sehen wir, dass die Kon-
jugationen (12),(23) und (34) keinen Effekt auf die Elemente in
H = {idg,, (12)(34),(13)(24),(14)(23)} haben, also gilt Vs € S,h €
H:shs™' = h and thus sHs™! = H. Somit ist H eine normale Unter-
gruppe von Sy. Statt Aufgabe 4(4) zu verwenden kann man das auch
durch nachrechnen iiberpriifen (das sind aber 4x4 = 16 Rechnungen).




