D-MATH Algebra I HS20
Prof. Manfred Einsiedler .
Serie 10

AUFLOSBARE & NILPOTENTE GRUPPEN, SYLOWSATZE, SYMMETRISCHE GRUPPEN

1. Sei S,, die symmetrische Gruppe mit n > 2.

(a) Sei o € S, ein k-Zykel mit k& < n. Berechnen Sie sgn(o).

(b) Zeigen Sie, dass S,, von Transpositionen erzeugt wird.

2. (a) Sei 0 = 010, € S, das Produkt von m disjunkten Zykeln. Zeigen Sie,
dass die Ordnung von o das kleinste gemeinsame Vielfache der Léngen der
Zykel o1, ..., 0, ist.
(b) (SAGE): Schreiben Sie ein Verfahren, das berechnet wie viele Elemente in
S, von jeder Ordnung es gibt.

(c) Testen Sie Ihr Verfahren fiir S7. Versuchen Sie zum Beispiel folgende Fragen
zu beantworten.
e Wie viele Elemente der Ordnung 1, 2, 10 gibt es?
o Was ist die grosste Ordnung eines Elementes?
e Was ist die kleinste ganze Zahl fiir die es kein Element dieser Ordnung
gibt?

Kommentieren Sie fiir welche n Sie denken, dass der Computer schneller ist
als Sie, um diese Fragen zu beantworten.

3. (a) Seien Gy < Gy Gruppen, deren Ordnungen durch p teilbar sind. Sei H; eine
p-Sylowuntergruppe von (. Zeigen Sie, dass es eine p-Sylowuntergruppe Ho
von (G gibt, so dass H, = Hy N GY.

(b) Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von GG. Wir definieren den Nor-
malisator Ng(H) von H in G als
No(H):={g€ G |gHg™' = H}.

Der Normalisator von H in G ist eine Untergruppe von G und die grosste
Untergruppe von G, in der H normal ist.

Sei G eine endliche Gruppe und P eine p-Sylowuntergruppe von G. Zeigen
Sie, dass fiir beliebige Untergruppen H von G gilt:

Ne(P)C H = H = Ng(H).



4. (a) Zeigen Sie, dass Untergruppen und Faktorgruppen auflésbarer Gruppen wie-
der auflésbar sind.

(b) Zeigen Sie, dass nilpotente Gruppen auflosbar sind.
Hinweis: Verwenden Sie eine Induktion nach dem Nilpotenzgrad der Gruppe.

5. (a) Sei n > 3. Zeigen Sie, dass [Sy,, Sn] = A,.
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass A,, fiir n > 5 einfach ist.
(b) Bestimmen Sie einen Représentanten und die Kardinalitdat aller Konjugati-

onsklassen in Ss.

6. Gegeben seien zwei Gruppen N und H, sowie ein Gruppenhomomorphismus 6 :
H — Aut(N), h — 0 der Gruppe H in die Gruppe der Automorphismen von
N. Wir definieren das semi-direkte Produkt von N und H (mittels 6) als das
kartesische Produkt N x H zusammen mit der Verkniipfung

(n,h) - (n', ') := (n6y(n'), )

und schreiben dafiir N xy H. Wir bemerken, dass falls §(h) = Idy fiir alle h € H,
soist N xg H=N x H.

(a) Zeigen Sie, dass N xy H eine Gruppe ist.
(b) Zeigen Sie, dass N x {1g} normal in N x4 H ist.
(c) Zeigen Sie, dass A4 und Ds., semi-direkte Produkte sind.



