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Prof. Manfred Einsiedler .
Serie 13

KORPERERWEITERUNGEN (ABGABE BIS 19.02.2021)

1. Sei K ein Korper und f € K[X] mit deg(f) > 0. Sei L der Zerfillungskorper von
f iber K. Zeigen Sie, dass [L : K] < deg(f)!.

2. (a) Sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und L|K eine Korpererweiterung
vom Grad 2. Zeigen Sie, dass o € L existiert, so dass o* € K und L = K(«).
Was ist das Minimalpolynom von « iiber K?

(b) Sei K ein Korper der Charakteristik 2, und sei L|K eine Kérpererweiterung.
Zeigen Sie, dass [L : K| = 2 genau dann, wenn L = K (a) fir eina € L N K
mit a®> € K oder a*> +a € K.

(c) Sei L = K(«) eine Korpererweiterung iiber einem Korper K, so dass [L : K]
ungerade ist. Zeigen Sie, dass L = K(a?).
3. (a) Finden Sie fiir die folgenden Werte von o« € C das Minimalpolynom von «
iiber Q.
i a= %(1 +5),
. a=+2+4 /2,
iii. @ = A+, mit A € Rog, \* =5,
iv. a = /3 — /3. Hinweis: Betrachten Sie (o — v/3)5.

(b) Sei K ein Kérper und x ein Element eines Erweiterungskorpers von K, so dass
x transzendent iiber K ist. Zeigen Sie, dass z" fiir jedes n > 1 transzendent
iiber K ist, und es gilt [K(z) : K(z")] = n.

4. Sei F ein endlicher Korper. Wir nennen = € F' ein Quadrat in F, falls y € F
existiert mit y? = .

(a) Angenommen char(F') = 2. Zeigen Sie, dass jedes Element von F' ein Quadrat
in F'ist.

(b) Nun nehmen wir an, dass char(F) = p > 3. Sei
S={a€F|3bcF:a=">b}und S’ =S5~ {0}.

Zeigen Sie, dass S’ ist eine Untergruppe vom Index 2 in F* und, dass 2-|S| >
|F|. Hinweis: Die Abbildung z — x? von F* ist nicht injektiv.

(c) Folgern Sie, dass fiir jeden endlichen Korper F', jedes Element in F' als Summe
von Quadraten in F' geschrieben werden kann.
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(d)

5. (a)
(b)

(c)
(d)

Sei F' =T, mit p > 3. Zeigen Sie, dass —1 € F,, ein Quadrat in I, ist, genau
dann, wenn p = 1 (mod 4).
Zeigen Sie, dass das Polynom P = X3 + 3X + 3 irreduzibel in F5[X] ist.

Sei « eine Nullstelle von P in einem algebraischen Abschluss L von F5 und
Fi95 = F5(). Berechnen Sie die Matrix des Frobeniusautomorphismus’ ¢ :
]F125 — ]F125 in der Basis (1, Q, C)é2).

Schreiben Sie das Element 5 = ﬁ € [F1o5 als eine F5-Linearkombination von
1, a und o?.

Zeigen Sie, dass « ein Erzeuger der zyklischen Gruppe F; ist.

6. Sei L|K eine endliche Korpererweiterung.

(a)
(b)

(c)

Fiir x € L, zeigen Sie, dass die Abbildung M, : L — L, y +— zy K-linear ist.

Zeigen Sie, dass die Abbildung 7k : L — Endg (L),  — M, ein Ringhomo-
morphismus ist.

Betrachten Sie die Abbildungen

Trp ik : L — K, x— Tr(M,), (Spurabbildung)

Ni/k : L = K, x — det(M,). (Normabbildung)
Zeigen Sie, dass Try x K-linear ist und, dass Nz x(2y) = Np/k ()N (y)
fur alle z,y € L und N i (2) = 0 genau dann, wenn = = 0.

Seien Ly|Ls|K iterierte endliche Korpererweiterungen. Zeigen Sie, dass

TrLl/K = TI'L2/K o TI“LI/L2 .
Hinwess: Beschreiben Sie eine K-Basis von L; durch eine K-Basis von L, und
eine Lo-Basis of L. Evaluieren Sie anschliessend die rechte Seite an o € L.
Zeigen Sie, dass falls x € L mit L = K(z) und Minimalpolynom
X' paq X+ X +ap € K[X],

dann ist Ty x(2) = —aq—1 und Nk (z) = (—=1)%ao.
Hinweis: (1,z,...,2%71) ist eine K-Basis of L.
Sei p eine Primzahl. Sei ¢ := s € C und betrachten Sie das Polynomial

XP—1
=5

Zeigen Sie, dass f irreduzibel ist und folgern Sie, dass [Q(¢) : Q] = p—1. Der
Korper Q(() heisst der p-te Kreisteilungskorper.

Sei nun p ungerade und K = Q((). Berechnen Sie Trg/g(¢), Ng/g(¢) und
Ni/o(¢ —1).

=X+ .+ X +1€Q[X].



