D-MATH Algebra I HS20
Prof. Manfred Einsiedler .
Serie 8

UNTERGUPPEN, ZENTRUM, KONJUGATION

1. Sei G eine Gruppe mit Einselement e und H C G eine Teilmenge. Zeigen Sie, dass
die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) H ist eine Untergruppe von G,
(b) ee Hund a,b€e H = abe Hund o' € H,
(¢) H ist eine Gruppe und ¢ : H — G, h — h ist ein Gruppenhomomorphismus.

Ist H eine endliche Teilmenge, zeigen Sie, dass auch die folgende Aussage zu den
obigen Aussagen dquivalent ist:

(d) H ist nicht leer, und a,b € H = ab € H.

2. (a) Bestimmen Sie das Zentrum der symmetrischen Gruppe Z(S,,) fiir alle n > 2.

t
(b) Zeigen Sie, dass Z(GL,(K)) = cte K* o fiirallen > 1.

(c) Zeigen Sie, dass Z(SL,(K)) = cte KX t" =1 ) fiirallen > 1.

3. Sei G eine Gruppe mit Einselement e.

(a) Zeigen Sie, dass “konjugiert zueinander sein” eine Aquivalenzrelation auf G
definiert.

(b) Sei ¢ € Aut(G). Zeigen Sie, dass p(Z(G)) = Z(G), ¢(|G,G]) = |G, G] und
fiir alle g € G gilt, dass ord(p(g)) = ord(g), wobei wir mit ord(g) die Ordnung
von g bezeichnen.

(c) Folgern Sie, dass Z(G) und [G, G] invariant unter Konjugation sind.

Bemerkung: Eine Untergruppe H < G mit der Eigenschaft p(H) = H fiir alle
¢ € Aut(G) heisst charakteristisch. Aus (b) folgt, dass Z(G) und |G, G] charakte-
ristische Untergruppen von G sind. Kénnen Sie weitere (moglicherweise triviale)
Beispiele von charakteristischen Untergruppen finden?



4. Sei G eine Gruppe mit Einselement e.

(a) Zeigen Sie, dass falls g* = e fiir alle g € G gilt, so ist G abelsch.

(b) Finden Sie eine nicht-abelsche Gruppe G mit der Eigenschaft, dass ¢° = ¢
fiir alle g € G gilt.

Hinweis: Betrachten Sie die Heisenberg-Gruppe iiber Fs.
5. Bestimmen Sie die Ordnung der folgenden Elemente:

(a) i, V37 und e in der Gruppe C*;

0 —1 0 1 1 -1 2 3.
(b)A—(l 0 )’B_(—l 1),AB—<0 1 )und(1 4)mder
Gruppe GLy(C);
(¢) 1,2 und 3 in 5.
6. Sei n > 2 eine ganze Zahl. Wie in der Vorlesung bezeichnen wir mit Dy, die
Gruppe der Abbildungen von C nach C, die das reguldre n-gon auf sich selbst

abbilden. Das Bild unten zeigt fiir n = 6 die Symmterieachsen der 6 Symmetrien
des reguléren 6-gons:

(a) Wir definieren fiir ¢ = >™/" € C, T := [z + (z] als die Rotation um 27/n
und S := [z — (*Z] als eine der n Symmetrien, k = 0,...,n — 1. Zeigen Sie,
dass STS™' =T7"

(b) Bestimmen Sie die Konjugationsklassen der Elemente von Ds,,.

(c) Bestimmen Sie Z(Dy,) for all n > 2.

(d) Zeigen Sie, dass [Day, Da,] = C,, falls n ungerade ist.

Erinnerung: C,, = (T') ist die Untergruppe von D,,, die aus den Rotationen
besteht.

(e) Bestimmen Sie die Untergruppen von Dsy.4 und Dy, fiir p prim.



