D-MATH Algebra I HS20
Prof. Manfred Einsiedler

Losung 11

FRrREIE GRUPPEN, MODULN

1. Seien K ein Korper und V und W K-Vektorrdume mit K [X]-Modulstrukturen.
Charakterisieren Sie K[X]-lineare Abbildungen V' — W.

2. Seien R, S zwei Ringe, M ein R-Modul und N ein S-Modul.

(a) Zeigen Sie, dass M x N ein R x S-Modul ist mit koordinatenweiser Skalar-
multiplikation, d.h. fir alle (a,b) € Rx S, (m,n) € M x N ist (a,b)-(m,n) =
(am, bn).

(b) Charakterisieren Sie die Untermoduln von M x N iiber R x S.

3. (a) Zeigen Sie, dass jede endliche Gruppe der Ordnung 2m mit m ungerade die
Form G = N x Z/2Z mit einer endlichen Gruppe N der Ordnung m und
einem Homomorphismus Z/27Z — Aut(N) hat.

sgn

Hinweis: Betrachten Sie den Homomorphismus G % Sy, ~= {£1} und
zeigen Sie, dass dieser surjektiv ist.

(b) Zeigen Sie, dass zwei solche Gruppen mit demselben N genau dann isomorph
sind, wenn die Bilder des Erzeugenden von Z/27Z unter den beiden Homo-
morphismen Z /27 — Aut(N) unter Aut(N) konjugiert sind.

4. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Eine Teilmenge A C M heisst Erzeugen-
densystem von M (als R-Modul), falls jedes Element in M eine endliche Linear-
kombination von Elementen in A mit Koeffizienten in R ist, d.h. fiir alle m € M
existieren n € Nund a1,...,a, € A, r1,...,7, € Rmit m =" r;a,.

Sei M =Z/d\Z % - -- x Z]d,Z mit 1 < dy|ds|...|d,. Zeigen Sie, dass jedes Erzeu-
gendensystem von M (als Z-Modul) mindestens n Elemente hat.

5. Sei F,, die freie Gruppe auf n Elementen, n > 1.

(a) Zeigen Sie, dass F; = Z und, dass fir alle n > 2, F,/[F,, F,] = Z".
Hinweis: Versuchen Sie nicht [F),, F},] zu bestimmen, sondern verwenden Sie
die universellen Eigenschaften der freien (abelschen) Gruppen.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jedes n > 1 ein injektiver Gruppenhomomorphismus
F, — F; existiert.
Hinweis: Sei F,, frei mit Erzeugenden x1,...,z, und sei F; frei mit Erzeu-
genden a, b und betrachten Sie ¢: F,, — F; den (nach der universellen Eigen-
schaft von F}, existierenden und eindeutigen) Gruppenhomomorphismus mit
() == a'ba™, fiir 1 <i < n.



Losung:

(a)

Sei F, frei mit Erzeugenden x1,...,x,. Nach der universellen Eigenschaft
der freien Gruppe ist ein Homomorphismus von Fj, in eine Gruppe eindeutig
dadurch bestimmt, wohin er x4, ..., x, schickt.

Betrachte ¢ : Fy — Z,x; + 1. Dies ist ein Homomorphismus und bijektiv,
da p(z7) = n.

Sei nun n > 2. Wir betrachten ¢ : F,, — Z", z; — (0,...,0,1,0,...,0), mit
dem nicht-Null Eintrag an der i-ten Stelle, fiir alle ¢ = 1,...,n. Nach der
universellen Eigenschaft ist ¢ ein Homomorphismus und surjektiv.

Wir behaupten, dass ker(y) = [F,, F,,]. Da [F,, F,,] von Kommutatoren er-
zeugt wird und Z" abelsch ist, folgt, dass [F,,, F},,] C ker(¢)) und damit fak-
torisiert die Abbildung ¢ {iber den Quotienten F,,/[F,,, F,], und wir erhalten
eine Abbildung ¢ : F,/[F,, F,] — Z".

Da F,/[F,, F,] abelsch ist, existiert nach der universellen Eigenschaft der
freien abelschen Gruppe Z™ ein eindeutiger Homomorphismus von abelschen
Gruppen

a:Z" — F,J[Fy, Fo],(0,...,0,1,0,....0) — z,[F,, F].

Nun lisst sich nachrechnen, dass a und 1 invers zueinander sind und somit
ist F,/[Fy, F] = 72

Sei F, frei mit Erzeugenden zq,...,x, und sei F; frei mit Erzeugenden a, b.
Sei ¢: F,, — Fy der (nach der universellen Eigenschaft von F,, existierende
und eindeutige) Homomorphismus mit ¢(x;) := a’ba™, fir 1 < i < n. Wir

wollen zeigen, dass ¢ injektiv ist.

Ek

Sei w € F,. Wir kbnnen w als reduziertes Wort z7! ---z;" schreiben, mit

1<iy,...,ig <nund ey,...,& € {£1}. Dann ist
o(w) = a" b a? " b2aB T2 . gl 1R g T,

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist ein reduziertes Wort, und da F5 frei
iiber {a, b} ist, ist das durch ihn beschriebene Gruppenelement genau dann
trivial (also w € Kern ¢), wenn das Wort Lénge 0 hat. Das ist gleichbedeutend
mit £ = 0, also mit w = 15,, was zu zeigen war.

6. Untersuchen Sie, welche der folgenden durch Erzeugende und Relationen gegebe-
nen Gruppen endlich sind, und erstellen Sie fiir diese eine Liste aller Elemente.

(a)
(b)
(c)
(d)

G=(x,y|a®=9> 2> =y

= (z,y | 2° = y* = yaya® = 1)

(v,y | 28 = y* = 1) Hinweis: Siehe Serie 8, Aufgabe 5(b).
(

z,y | xy? = yPx, ya® = 23y)

Q QQ
I
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Losung:

(a)

Aus den gegebenen Relationen folgt

? =y’ =yl =1’y
und daraus durch Multiplikation mit =3 von links 2!

x erzeugt und zyklisch. Zudem ergibt sich

= y. Darum ist G von

Somit ist G endlich und G hat hochstens die 5 Elemente 1, z, 22, 23, 2*.

Durch z +— 1 und y — —1 wird ein Homomorphismus G — 7Z/57Z definiert,
denn 1 und —1 geniigen in Z/5Z denselben Relationen wie z und y in G:

3.1 = 2-(=1)
2.1 3. (1)

Dieser Homorphismus ist surjektiv, da 1 ganz Z/5Z erzeugt. Daher miissen
1, z, 2%, 23, 2* paarweise verschieden sein und es gilt

G={1,z 2% 2° 2*} =2 7/57Z.

Wegen 2% = 1 und y? = 1 haben x und y endliche Ordnung und insbesondere
konnen 7! und y~! als 27! = 27 und y~' = y dargestellt werden. Deshalb
kann jedes Element von G als Wort in z und y geschrieben werden. Wegen
2% = 1 ist die von z erzeugte Untergruppe (x) ein Quotient von Z/8Z. Aus
den gegebenen Relationen folgt
yry ' =yry =70 =1,

daher gilt y(x)y~! = (z®). Wegen (23)® = 2% = w ist (z®) gleich (x) und somit
liegt y im Normalisator von (x). Klarerweise liegt aber auch « im Normalisator
von (x), daher ist dieser gleich ganz G' und (z) ist normal in G. Da G von
x und y erzeugt wird und die Nebenklasse von x in G/(x) trivial ist, ist die
Faktorgruppe G/(z) erzeugt von der Nebenklasse y(z) und ein Quotient von
Z)27, da y* = 1 ist. Somit kann jedes Element von G als z° oder x'y mit
0 < i < 8 dargestellt werden.

Wir miissen nun noch zeigen, dass diese 16 Elemente paarweise verschieden
sind. Dazu zeigen wir, dass G' das semidirekte Produkt des Normalteilers (z)
mit der Untergruppe (y) ist und dass x die Ordnung 8 sowie y die Ordnung 2
hat. Dafiir betrachten wir das semidirekte Produkt der endlichen zyklischen
Gruppen N := (a|a® = 1) und H := (b|b* = 1) beziiglich der Operation
bq := a® von H auf der Gruppe N (dies definiert in der Tat eine Operation
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von H 2 7,/27 auf N, da °(®a) = (a®)® = a® = a). Durch z +— a und y — b
wird ein Homomorphismus G — N x H definiert, denn die Elemente (a,1)
und (1, b) geniigen denselben Relationen in N x H wie x und y in G:

(a,1) = (a®1)=(1
(1,0)* = (1,b®))=(1
b)

(1,0)(a,1)(1,b)(a,1)> = (a*b)(1,b)(a® 1) = (a*,1)(a’,1) = (1,1)

Unter diesem Homomorphismus werden die Elemente 2, 2'y, 0 < i < 8 genau
auf die 16 verschiedenen Elemente von N x H abgebildet. Daher besteht G
tatsichlich genau aus den 16 Elementen z°, 2'y,0 < 4 < 8 und ist isomorph
zum semidirekten Produkt N x H.

Wir betrachten die Matrizengruppe PSL(2,Z) := SLy(Z)/{£1} mit den Ele-

menten A = ( ? :1 ) und B = < _01 (1) ) (der Einfachkeit halber schrei-

ben wir die Elemente von PSL(2,7Z) als Matrizen in SLy(Z), meinen damit
aber die Nebenklassen der entsprechenden Matrizen). Diese Elemente erfiillen
A3 =1 und B? =1 in PSL(2,Z). Daher wird durch x — A und y — B ein
Homomorphismus ¢ : G — PSL(2,Z) definiert. Unter ¢ wird yx auf

= (L) (V) -(0 )

abgebildet. Dieses Element ist wegen

1 -1\"_ (1 -n

0 1 SN0 1
von unendlicher Ordnung in PSL(2,Z). Daher hat Bild(y) unendliche Ord-
nung und insbesondere ist G unendlich.

Bemerkung: Es lasst sich sogar zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus von G nach
PSL(2,7Z) ist.
Variante: Die Gruppe G lésst sich durch
-1
r— | —1

Ol = O

110 1]0
0/t |,y 0]0
0 01 01

auf eine unendliche Untergruppe von GL3(Z) abbilden. Unter diesem Homo-
morphismus wird ndmlich yzy~! auf

0 1]0 -1 10 0 1]0 0 —1]1
1.0/0 -1 01 1 0/0]=11-1]0
0 01 0 01 0 01 0 01
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und somit yxy 'z auf

0 —1]1 -1 110 1 0]o
1 -1]0 -1 0|1 |=(01]-1
0 01 0 01 0 0] 1

abgebildet, was ein Element unendlicher Ordnung ist. Daraus folgt auch, dass
G unendlich ist.

Wegen yx? = 2%y ist y = 23yz 2. Einsetzen in xy? = 3z ergibt

2\2

vryryr? = z(Pyz?)? = (2Pyar?)%r = Pyryryr,

also nach Multiplizieren mit =3 von links und 22 von rechts

(zy)* = (yx)*.

Da die definierenden Relationen von GG symmetrisch in x und y sind, folgt
auch

(y2)* = (zy)”.
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt wie bei (a)

vy = (yx) ' =27y,

was dquivalent zu x? = y~2 ist. Einsetzen in ya? = 2%y = x2?y liefert nun
y =gy =y Ty =ay

also z = 1. Schliesslich folgt y? = 2y? = y3x = y® und somit auch y = 1. Die
Gruppe G ist also trivial.



