D-MATH Algebra I HS20
Prof. Manfred Einsiedler

Losung 13

KORPERERWEITERUNGEN (ABGABE BIS 19.02.2021)

1. Sei K ein Korper und f € K[X] mit deg(f) > 0. Sei L der Zerfillungskorper von
f iber K. Zeigen Sie, dass [L : K] < deg(f)!.

2. (a) Sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und L|K eine Korpererweiterung
vom Grad 2. Zeigen Sie, dass o € L existiert, so dass o* € K und L = K ().
Was ist das Minimalpolynom von « iiber K?

(b) Sei K ein Korper der Charakteristik 2, und sei L|K eine Kérpererweiterung.
Zeigen Sie, dass [L : K| = 2 genau dann, wenn L = K (a) fir eina € L N K
mit a®> € K oder a*> +a € K.

(c) Sei L = K(«) eine Korpererweiterung iiber einem Korper K, so dass [L : K]
ungerade ist. Zeigen Sie, dass L = K(a?).
3. (a) Finden Sie fiir die folgenden Werte von o« € C das Minimalpolynom von «
iiber Q.
i a= %(1 +5),
. a=+2+4 /2,
iii. @ = A+, mit A € Rog, \* =5,
iv. a = /3 — /3. Hinweis: Betrachten Sie (o — v/3)5.

(b) Sei K ein Kérper und x ein Element eines Erweiterungskorpers von K, so dass
x transzendent iiber K ist. Zeigen Sie, dass z" fiir jedes n > 1 transzendent
iiber K ist, und es gilt [K(z) : K(z")] = n.

4. Sei F ein endlicher Korper. Wir nennen = € F' ein Quadrat in F, falls y € F
existiert mit y? = .

(a) Angenommen char(F') = 2. Zeigen Sie, dass jedes Element von F' ein Quadrat
in F'ist.

(b) Nun nehmen wir an, dass char(F) = p > 3. Sei
S={a€F|3bcF:a=">b}und S’ =S5~ {0}.

Zeigen Sie, dass S’ ist eine Untergruppe vom Index 2 in F* und, dass 2-|S| >
|F|. Hinweis: Die Abbildung z — x? von F* ist nicht injektiv.

(c) Folgern Sie, dass fiir jeden endlichen Korper F', jedes Element in F' als Summe
von Quadraten in F' geschrieben werden kann.
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(d)

5. (a)
(b)

(c)
(d)

Sei F' =T, mit p > 3. Zeigen Sie, dass —1 € F,, ein Quadrat in I, ist, genau
dann, wenn p = 1 (mod 4).
Zeigen Sie, dass das Polynom P = X3 + 3X + 3 irreduzibel in F5[X] ist.

Sei « eine Nullstelle von P in einem algebraischen Abschluss L von F5 und
F195 = F5(). Berechnen Sie die Matrix des Frobeniusautomorphismus’ ¢ :
]F125 — ]F125 in der Basis (1 « 042)

Schreiben Sle das Element 3 = 1~ € Fy5 als eine F5-Linearkombination von
1, o und o?

Zeigen Sie, dass a ein Erzeuger der zyklischen Gruppe F;; ist.

Lésung: Im Folgenden bezeichen wir die Elemente von Fy mit den ganzen Zahlen
mit 5 = 0.

(a)

Da das Polynom P € F;[X] Grad 3 hat, hat jede echte Faktorisierung von
P einen lineare Faktor. Das heisst P ist irreduzibel genau dann, wenn P
keine Nullstelle in F5 hat. Da P(0) = 3, P(1) = 2, P(2) = 2, P(3) = 4 und
P(4) = 4, folgern wir, dass P keine Nullstelle in F; hat, und damit ist P
irreduzibel in [F5.

Da « eine Nullstelle von P ist, haben wir

o® :—3a—3—2(a+1) and
1)?

(@+1)°=0a+3a>+3a+1=3(a*+1),

was impliziert, dass

o’ =—a? —1.

Um die Matrix von ¢ : o — z° beziiglich der Basis (1, a, a?®) zu berechnen,
wobei «a eine Nullstelle von P ist, schreiben wir die Bilder von 1, a und o?
unter ¢ als Fs-Linearkombinationen von 1, o und o. Wir erhalten:

p(1) =1
pla)=a’=0a*-2-(a+1)=2a>+2a* = -1 — a + 2a°
o) =a-a’=—-a*—a=-24+2a

Die Matrix assoziiert zu ¢ beziiglich der Basis (1, o, a?) ist

1 -1 -2
M,=|0 -1 2
0 2 0

Angenommen 3 = \ + pa + va? fiir X\, u, v € F5. Dann liefert die Bedingung
1=p(1-a)

I=A4+ (- Na+v—pao?—va®>=A+3v+ Bv+pu—Na+ (v—pa?
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was dquivalent zu

A+3v=1
v+pu—A=0
v—u=20

ist. Riickwértsauflosen der Gleichungen liefert y = v, A = 4v und 7v =1, so
dass die eindeutige Losung (A, u, v) = (2,3, 3) ist, und 8 = 2 + 3a + 3a?.

(d) Es gilt |Fi55| = 124 = 4-31, und nach dem Theorem von Lagrange, angewandt
auf die Untergruppe (), sehen wir, dass die Ordnung von « ein Teiler von
124 ist. Wir wollen zeigen, dass ordgx (o) = 124, und dies kénnen wir tun,

indem wir zeigen, dass a* und a2 nicht 1 sind, da jeder echte Teiler von 124
entweder 4 oder 62 teilt. Es gilt a* = 2(a? + «) # 1, und damit bleibt zu
iiberpriifen, dass a%? # 1. Wir haben

0462 — a—l(a9)7 — _a—l(a2 + 1)7‘
Um weiterzurechnen bemerken wir, dass

(@®+1P =a’+3a*+3a* +1=4(a+ 1)+’ +a+3a’>+1=3a"—aq,
(@®+1)°=3Ba®—a)=-a'"-a’+a*=—-a’+a—2, and

@+ 1) =(-a*+a—-2)(a*+1)=—a*—-a’+a*+a—-2a>—-2=a.
Dann ist
a®?=—ala=—-1+#1,
und wir folgern, dass a Ff5; erzeugt.
6. Sei L|K eine endliche Korpererweiterung.

(a) Fir z € L, zeigen Sie, dass die Abbildung M, : L — L, y — xy K-linear ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung rz|x : L — Endg (L),  — M, ein Ringhomo-

morphismus ist.
(c) Betrachten Sie die Abbildungen

Trpx: L — K, v — Tr(M,), (Spurabbildung)
Nk : L = K, x — det(M,). (Normabbildung)

Zeigen Sie, dass Try/x K-linear ist und, dass Ny x(2y) = Nk ()N /k(y)
fir alle z,y € L und Nk (x) = 0 genau dann, wenn = = 0.

(d) Seien L;|Lo|K iterierte endliche Korpererweiterungen. Zeigen Sie, dass

TrLl/K = TI'L2/K OTI'LI/L2 .

Hinweis: Beschreiben Sie eine K-Basis von L; durch eine K-Basis von L, und
eine Lo-Basis of L. Evaluieren Sie anschliessend die rechte Seite an oo € L.
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(e)

(f)

Zeigen Sie, dass falls x € L mit L = K(z) und Minimalpolynom

X' bag X o a X 4 ap € K[X],
dann ist Ty x(2) = —aq—1 und Nk (z) = (—=1)%ao.
Hinweis: (1,z,...,2%71) ist eine K-Basis of L.
Sei p eine Primzahl. Sei (¢ := ¢’s € C und betrachten Sie das Polynomial
CXP—1
X1

f: =X+ 4+ X +1€eQ[X].

Zeigen Sie, dass f irreduzibel ist und folgern Sie, dass [Q(¢) : Q] = p— 1. Der
Korper Q(() heisst der p-te Kreisteilungskdrper.

Sei nun p ungerade und K = Q((). Berechnen Sie Trx/q(¢), Nk/g(¢) und
Nk/o(¢ —1).

Lésung:

(a)

Die K-Linearitdt der Abbildung M, ist einfach zu verifizieren. In der Tat ist
M, additiv nach der Distributivitit der Multiplikation beziiglich Addition
und M, respektiert die Skalarmultiplikation nach der Kommutativitat der
Multiplikation in L.

Wir bemerken, dass mg = 0 und m; = idy. Fiir z,y,2 € L haben wir
Maty(2) = (24y)2z = x2+yz = my(2)+my(z) und myy(2) = (zy)z = z(yz) =
mg(my(2)) = (mzomy)(z). Dies bedeutet, dass r,x sowohl Addition als auch
Multiplikation respektiert und wir folgern, dass 7,k ein Ringhomomorphis-
mus ist. Da rz,/x nicht die Nullabbildung ist (r7,x sendet 1 — id; # 0) und
L ein Korper ist, ist der Kern gleich (0), und damit ist 7/ injektiv.

Wir zeigen zunéchst die Linearitét von Trz, k. Sei n = [L : K| und fixiere
eine K-Basis B fiir L. Nach linearer Algebra gibt es einen K-linearen Ringi-
somorphismus ¢ : Endg (L) — M, (K). Die Spurabbildung tr : M,(K) — K
ist K-linear. Nach Konstruktion gilt dann Try,x = tro pory, K, was K-linear
ist als Komposition von K-linearen Abbildungen.

Was die Norm betrifft haben wir N,k = detopory, k. Da jede dieser Abbil-
dungen die Multiplikation respektiert, tut dies auch Ny, /x. Ausserdem haben
wir Nz /k(x) = 0 genau dann, wenn det(m,) = 0, was dquivalent dazu ist,
zu sagen, dass M, kein invertierbarer Endomorphismus ist und dies passiert
genau dann, wenn x = 0 (da fiir # # 0 haben wir m -1 = m_!).

Sei By = (eq,...,ex) eine Lo-Basis fir Ly und By = (fi, ..., fi) eine K-Basis
fiir Ly. Dann ist

B = (61f1,€1f2, ceey elfl,egfl, e 7€2fl7 e ,ekfl, e 7ekfl)



eine K-Basis fiir L.
Fiir « € L; finden wir Koeffizienten \;; € Lo, 1 < 4,j < k, so dass fiir jedes

1 gilt, dass
k
- e = Z)\ijej.
j=1

Dann finden wir fiir jedes ¢, j wie oben und 1 < s,? < [ Koefficienten ;5 €
Lo, so dass fiir jedes 7,7 und s gilt, dass

l
)\ij fs = Zﬂijstft-
t=1

Wenn wir diese zwei Gleichheiten zusammensetzen erhalten wir fiir jedes ¢

und ¢ wie oben,
kool
a-eifs= Z Z,uijstejft-

=1 t=1

Die Matrix, die zu M, als eine Lo-lineare Abbildung von L; beziiglich der
Basis B; korrespondiert, ist

(Mol =" (Nij)igs

und damit ist Try, /7, () = Zle Aii- Ausserdem sind die Matrixkoeffizienten
von M, als eine K-lineare Abbildung von L; beziiglich der Basis B

(Mol k=" (Bijst) (5.0),G0)

wobei der Zeilenindex das Tupel (i, s) ist und der Spaltenindex das Tupel
(4,t), und diese sind lexicographisch geordnet und damit ist Trp, /x(a) =

k !

D i1 Dt Miss-

Fiir jedes 7, j wie oben ist die Matrix, die zu M), , als eine K-lineare Abbil-
dung von Lo beziiglich der Basis By korrespondiert,

[m)\m]Lz/K = T(,uijst)s,ta
und damit ist Trp,/x(Aij) = SO Hijes-

Zusammenfassend erhalten wir

k l

k k
TI“LQ/K(TFLl/LQ () = TrLz/K(Z Aii) = Z TrLz/K()\ii) = Z Z/mss = Tl"Ll/K(Oé),
i=1

i=1 i=1 s=1

was 7u zeigen war.



(e)

Da L = K[X]/(m.(Q))) als Kérpererweiterung von K und (1,z,..., 2% 1)
eine K-Basis von L ist, interessieren wir uns fiir die Matrix M = (\;;)o<i,j<d—1
assoziiert zu M,. Fiir j =0,...,d — 2, haben wir z - 27 = 2%, so dass

1 fallse=j+1 .
)\ij_{ 0 ansonsten. , fir j=0,...,d=2.

Ausserdem ist z - 27! = 2% = —qp — a1z — - - - — ag_12%Y, so dass
)\i,(dfl) = —a;.

Wir haben herausgefunden, dass

0 0 .0 —AQg

1 0 0 —aq
M=10 1 :

: . 0 —ag—o

0 ... 01 —Qgq—1

Es gilt Try/x(z) = tr(M) = —aq—1 und Ny g (z) = det(M) = (—1)%ao nach
Entwicklung nach der ersten Zeile.

Betrachte den eindeutigen Ringhomomorphismus v : Q[X] — Q[X], der
Q@ >3 ar aund X — X + 1 sendet. Dies ist ein Ringisomorphismus mit
Inversem definiert durch X — X — 1. Damit ist f irreduzibel genau dann,
wenn ¢ := y(f) irreduzibel ist. Wir bemerken, dass

Xg=y(X =1 (f) =+(X"=1) = (X +1)" - 1,

=S (g )e

=1

und damit

Da p|(hi1) fir h =0,...,p — 2, aber p { ((p_ll’ ) =1 und p? ¢ (0+1) = p,
erfiillt das Polynom g die Voraussetzung des Eisenstelnkrlterlums und damit
ist g irreduzibel in Q[X]. Es folgt, dass auch f irreduzibel in Q[X | ist.

Wir bemerken zuerst, dass
-1 1-1
(-1 ¢-1

Da f irreduzibel ist, folgern wir, dass Q[X]/(f) = Q((). Dies ist auch ein
Isomorphismus von Q-Vektorrdumen und damit ist [Q(¢) : Q] = [Q[X]/(f) :

Q] = deg(f) =p—1.

f(¢) = = 0.



Nach obigen Uberlegungen folgt, dass das Minimalpolynom von ¢ genau das
Polynom f = £=L ist. Nach Aufgabenteil (e) ist damit Trx/g(¢) = —1 und
Nk/o(¢) = 1, da p ungerade ist. Wir bemerken, dass Q(¢) = Q(¢ — 1), und

damit hat das Minimalpolynom von ¢ — 1 Grad p — 1.

Da ¢ — 1 Nullstelle von f(X + 1) ist, welches irreduzibel vom Grad p — 1 ist,
erhalten wir

(X +1)P—1

mC—l(Q) = T7

dessen konstanter Koeflizient gerade p ist. Damit ist Ny k(¢ — 1) = p.



