D-MATH Algebra I HS20
Prof. Manfred Einsiedler

Losung 6

EUKLIDISCHE RINGE, IRREDUZIBLE ELEMENTE

1. Sei R der Ring der Eisensteinschen ganzen Zahlen Z[(] fiir ¢ = #ﬁ Zeigen Sie,
dass

(a) Z[C] aus allen Elementen der Form a + b¢ fiir a,b € Z besteht,

(b) Z[(] ein euklidischer Ring beziiglich der Normfunktion N(a + ¢b) = (a +
b¢)(a+bC) = a®—ab+b? ist, wobei ¢ das komplex konjugierte von ¢ bezeichnet.

2. Zeigen Sie, dass es irreduzible Elemente a,b € C[X, Y] gibt, so dass (a) # (b) und
(a) +(b) # C[X, Y].

3. Bestimmen Sie alle irreduziblen Polynome vom Grad < 5 in Fy[X].

4. (a) (SAGE) Programmieren Sie eine Methode mit zwei Parametern p und n,
die eine Liste der irreduziblen monischen Polynome vom Grad n in F,[X]
berechnet, wobei n € N und p eine Primzahl ist. Benutzen Sie diese Methode
um ihr Ergebnis aus Aufgabe 3 zu iiberpriifen.

(b) (SAGE) Benutzen Sie Aufgabenteil (a) um eine Methode mit zwei Parame-
tern p und n zu schreiben, die die Anzahl der irreduziblen monischen Polyno-
me vom Grad n in F,[X] zuriickgibt, wobei n € N, n > 1 und p eine Primzahl
ist. Verwenden Sie diese Methode, um eine Vermutung iiber die Anzahl der
irreduziblen monischen Polynome vom Grad 2 in [F,[X] in Abhéngigkeit von
p aufzustellen. Konnen Sie diese auch beweisen?

5. Sei R der Ring Z[$,iv/5]. Zeigen Sie, dass

(a) R aus allen Elementen der Form a + biv/5 mit a,b € Z[3] besteht,
(b) Korrektur: R ein euklidischer Ring beziiglich der Normfunktion
®(a + biv5) :== N(2"(a + biv/5)) = 22"(a® 4 5b%),
mit n € Z minimal, so dass 2"a,2"b € Z
ist.
Hinweis: Fir 2 = 4 = a + biv/5 und b € Z + [—1, 1] verwende ¢ = [a] +
[b]iv/5, wobei [a], [b] die néichsten ganzen Zahlen zu a, b bezeichnen. Ansonsten
verwende die beste Approximation mit a,b € %Z. Zeichnen Sie eine Skizze.

Lésung:



()

Es gilt, dass a + biv/5 in R liegt fiir alle a,b € Z[3], da R ein Ring ist und 3
und /5 enthilt.

Andererseits ist {a + biv/5 | a,b € Z[1]} ein Ring, da 0 in dieser Menge
enthalten ist und fiir a + bi\/g, ¢ + div/5 aus dieser Menge gilt, dass deren
Summe und Produkt wieder in der Menge liegt. Wir rechnen fiir das Produkt

(a + biv/5)(c + div/h) = (ac — 5bd) + (ad + be)iv/,

mit ac—5bd und ad+bc in Z[]. Da R nach Definition der kleinste Ring ist, der
1 und iv/5 enthélt, gilt auch die andere Inklusion R C {a+biv/5 | a,b € Z[3]}.
Sei f € R~ {0}. Aus (a) wissen wir, dass f = 282 + 2'yi/5 mit x,y, k,1 € Z,
x,y ungerade oder 0. Sind k,1 > 0, so ist f € Z[i+/5] und es gilt ®(f) < N(f).
Wir wollen nun zeigen, dass es n € Z gibt mit ®(2"f) = N(2"f). Dies gilt
automatisch, falls # = y = 0. Ist y = 0 und x ungerade, dann gilt f = 2~z
und ®(27%f) = ®(z) = N(z) = N(27%f), x ungerade und in Z. Ein analoges
Argument gilt, falls x = 0 und y ungerade. Sind nun beide z,y ungerade,
ist es nicht schwer zu {iberpriifen (indem man alle Fille von k,[ positiv oder
negativ durchgeht), dass fiir n := —min{k, [} gilt, dass ®(2"f) = N(2"f),
da x,y beide ungerade.

Seien nun f,g € R~ {0} und wir wollen ¢ mit Rest durch f teilen. Wir
nehmen zuerst an, dass f, g € Z[iv/5] mit ®(f) = N(f).

Wir betrachten nun z := % =a+bivb € Q[l\/g] und folgen dem Hinweis.
Fall 1:be Z+ -3, 3]

Bezeichne mit [a], [b] € Z die besten Approximationen von a, b in Z. Definiere
q := [a] + [b)iv/5 € Z[iv/5] und r := g — fq. Wir bemerken, dass r € Z[iv/5],
da f,g,q € Z[iv/5], und damit gilt ®(r) < N(r). Wir schitzen nun N(z — q)
ab, da wir N auf Q[Z\/S] fortsetzen konnen:

N(z—q) = (a—[al) +50 - 1) < 3 +55 <1

da b € Z + [—3, 3] und Wahl von [b]. Es folgt
O(r) < N(r) = N(g = fq) = N(f)N(z — q) < N(f) = @(),

was zu zeigen war.

Fall 2:b ¢ Z+ [—3,1].

Bezeichne mit a, b € %Z die besten Approximationen von a, b in %Z. Definiere
q:=a+biv/5 e 1Z[iv/5] und r := g— fg. Wir bemerken, dass r € $Z[iv/5], da
f, g9 € Z[iv/5] und ¢ € 1Z[iv/5]. Wir bemerken, dass daraus folgt, dass ®(r) <
4N(r), da 2a und 2b € Z, wir also hochstens einmal mit 2 multiplizieren
miissen. Nun schétzen wir wieder N(z — ¢) ab:

N(z—q)=(a—a)?+5(b—10)>< (i)2+5(é>2:i+5i<i,
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nach Wahl von @ und b und Benutzung, dass b ¢ Z + [—3, 3]. Wir erhalten

B(r) < AN(r) = AN(g ~ fa) = IN(/IN (= — 0) < AN(f); = N(F) = B(),

was zu zeigen war.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Seien nun g, f € R beliebig, f # 0.
Wir wihlen n € Z mit ®(f) = ®(2"f) = N(2"f) und setzen f=2of ¢
Z[i+/5]. Wir wihlen des weiteren m € Z mit § := 2™g € Z[iv/5]. Wir wenden
obige Diskussion auf f und § an und erhalten 7, § € Zl3, iV/b] mit § = fG+7

und ®(7) < ®(f). Damit ist aber auch
g=2""G =22 G+ F) = f(2VG) + 27

Wir setzen ¢ := 2""™q, r := 27", so dass

O(r) = ©(2777) = (7) < B(f) = (f),
was zu zeigen war.

6. Sei It ein Integritétsbereich. Ein Polynom der Form f(X) =, a; X in R[X1,. .., X,)],
bei der die Summe sich nur tiber Multiindizes ¢ = (i1,...,7,) mit ) 4, = d er-
streckt, heisst homogen vom Grad d.

(a) Zeigen Sie, dass as Produkt zweier homogener Polynome vom Grad d und d’
homogen vom Grad d + d’ ist.

(b) Zeigen Sie, dass jeder Teiler eines von Null verschiedenen homogenen Poly-
noms selbst homogen ist.

(c) Fiir welche a € R ist das homogene Polynom
P, = X?+Y?*+ 2 +aXY +aXZ+aYZ € R[X,Y,Z]
irreduzibel?
Lésung:

a) Seien f(X) =Y. a; X% an X) := Y. b; X% homogen vom Gra zw. d'.
(a) Seien f(X) Zl Xt and g(X) Zj leJ h g Grad d b d
Dann ist -
f(X)g(X) = EE(ZM:E%@XE-

Fiir jedes k das in der Summe vorkommt gilt >~ k, =>" i, +> j, =d+d.
Daher ist fg homogen vom Grad d + d'.



(b)

Sei f € R[X] ein Teiler eines von Null verschiedenen homogenen Polynoms.
Wiéhle g € R[X] so dass fg homogen ist und nicht das Nullpolynom. Dann
sind f und g beide nicht das Nullpolynom. Wir schreiben f bzw. g als die
Summe {iber ihre homogenen Anteile, d.h.

dy el
F=>fs and  g=> g

d=dgp €=€o

mit fy und g. homogen vom Grad d bzw. e und mit fq,, f4,, Geos ge; 7 0 und
dy < di und eg < e1. Um zu zeigen, dass f homogen ist, geniigt es zu zeigen,
dass dy = d;. Wir berechnen

- 3 (Z fdge).

D=dg+eq “d+e=D

Die Terme fiir D = dy + ey bzw. D = dy + €1 sind fy4,9¢, bzw. f4, ge,, Welche
nicht die Nullpolynome sind, da R ein Integritéitsbereich ist. Da fg homogen
ist folgt, dass dy + ey = di + e;. Deshalb folgt, dass f homogen vom Grad
dy = d; und g homogen vom Grad ey = e; sind.

Wir suchen diejenigen a € R, fiir welche P, reduzibel ist. Seien also f,g €
R[X,Y, Z] nicht-Einheiten mit fg = P,. Nach (b) sind f und g homogen,
sagen wir vom Grad d bzw. e. Nach (a) gilt dann d + e = deg(P,) = 2. Da f
und g keine Einheiten sind, gilt zudem d,e > 0, also d = e = 1. Wir machen
den Ansatz f = b X + bY +03Z und g = ;. X + Y + ¢3Z. Dann ist also

fg = bt X2+ bycoY? + byezZ°
+(b102 + bzcl)XY + (blcg + bgcl)XZ + (bgCg + bgcg)YZ.

Also erhalten wir die Gleichungen
(blcg + szl) = (5163 + b361) = (5203 + 5362) = a,

blcl == b202 = 5363 =1.

Nach der zweiten Zeile konnen wir ¢; = b;', ¢y = b, und c3 = b3 ' schreiben.
Die erste Zeile wird dann zu

biby " + bobyt = bibyt + bsbyt = boby ! + bsby ' = a.

Wegen Invarianz unter Skalierung kénnen wir annehmen, dass b3 = 1. Dann
erhalten wir

bi+b'=a=0by+b', bbbyt + bt =a.



Nun hat 2 + 27! = a genau eine Losung, falls a = £2 und genau zwei
Losungen r; und 7o mit |rq] < 1 < |ryf, falls ‘2—2 — 1> 0. Ist by = by so folgt
a = 2. Ist a = —2, so erhalten wir, dass by, by < 0 aus der ersten Gleichheit,
aber dies fithrt dazu, dass byby ', byb; ! > 0, ein Widerspruch dazu, dass deren
Summe gleich a = —2 < 0 sein soll. Andernfalls sei {b;, by} = {r1,r2}. Dann
ist aber auch b1by* € {r,ro}, was ein Widerspruch ist. Wir schliessen, dass
by = by = bs.

Das Polynom X? + Y2 + Z2 + aXY + aXZ + aY Z ist also irreduzibel, falls
a # 2 gilt. Fiir a = 2 hat es die nicht-triviale Faktorzerlegung

X2 4 Y24 22 42XY +2X2Z24+2YZ = (X +Y + 2)%



