D-MATH Algebra I HS20
Prof. Manfred Einsiedler

Losung 9

NORMALE UNTERGRUPPEN, FAKTORGRUPPEN, GRUPPENWIRKUNGEN

1. Sei G eine Gruppe und H, K < GG Untergruppen von G. Zeigen Sie:

(a) Das Produkt HK ist im Allgemeinen keine Untergruppe von G.

(b) Angenommen H, K sind normal in G, dann ist H K eine normale Untergruppe
von G.

(¢) Angenommen H < K und K <G, also H ist eine normale Untergruppe von
K und K ist eine normale Untergruppe von G, dann ist H im Allgemeinen
keine normale Untergruppe von G.

Hinweis: Betrachten Sie Do.4.

Nehmen wir zusétzlich an, dass H charakteristisch in K ist, dann ist H normal
in G.

2. Sei S, die symmetrische Gruppe auf n Elementen, n > 2.

(a) Wir lassen S, auf {1,...,n} wirken und wir definieren eine Wirkung von S,
auf {1,...,n} x{1,...,n} durch g-(4,7) := (9(i), g(7)) (dies nennt man auch
die diagonale Wirkung). Zeigen Sie, dass diese Wirkung genau zwei Bahnen
hat und bestimmen Sie diese.

(b) Sei 0 € S,. Wir bezeichnen durch F(o) die Anzahl der Punkte die von o
fixiert werden. Zeigen Sie, dass gilt:

%ZF(J):l

’ UESn

% D F(o)’ =2

’ UESn

Hinweis: Wir bemerken, dass F(0) = >, )=, 1. Vertauschen Sie nun die
Reihenfolge der Summation.

3. Sei G eine Gruppe und sei H < G eine Untergruppe.

(a) Angenommen H hat Index 2 in G. Zeigen Sie, dass H eine normale Unter-
gruppe von G ist.

(b) Angenommen H ist von endlichem Index in G. Zeigen Sie, dass ein in H
enthaltener Normalteiler NV <1 G von endlichem Index existiert.
Hinweis: Finden Sie einen Homomorphismus G — S, fir n := [G : H],
dessen Kern in H enthalten ist.



4. Sei G eine Gruppe, die auf eine Menge T" wirkt.
(a) Fiur H C G definieren wir die Menge der H-Fizpunkte als
™ ={xeT :Vhe Hh z=z}

Finden Sie ein Beispiel in dem 77 nicht G-invariant ist, d.h. es existiert ein
g € Gund ein v € TH so dass g -« ¢ TH. Zeigen Sie, dass, falls H < G,
die Wirkung von G auf T' eine Wirkung von G/H auf T# induziert. Warum
wirkt G/H im Allgemeinen nicht auf 77

(b) Seien tq,t5 € T Elemente in der gleichen GG-Bahn. Zeigen Sie, dass die Stabi-
lisatoren Stabg(t;) und Stabg(tz) von ¢ und ¢ in G konjugiert sind.

5. Sei G eine Gruppe. Wie in der Vorlesung betrachten wir den Gruppenhomomor-
phismus p : G — Aut(G), der ein Element g € G auf den Automorphismus
(x — grg™') schickt, d.h. Konjugation mit g. Wir definieren die Gruppe der inne-
ren Automorphismen von G als

Inn(G) := Im(p).
(a) Zeigen Sie, dass Inn(G) < Aut(G).

Wir definieren die Gruppe der dusseren Automorphismen von G als die Faktor-
gruppe Out(G) := Aut(G)/Inn(G).

(b) Bestimmen Sie Out(S3).
Hinweis: S wird von zwei Permutationen erzeugt: o : (1 + 2 — 3+ 1) und
712 : (1 — 2+ 1, 3 3). Benutzen Sie Aufgabe 2(a) aus Serie 8.

(c) Zeigen Sie, dass Out(GL,(C)) # {1}.
Hinweis: Betrachten Sie die komplexe Konjugation.

(d) Angenommen Aut(G) ist zyklisch. Zeigen Sie, dass G abelsch ist.

Hinweis: Zeigen Sie, dass jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe zyklisch
ist.

Lésung:

(a) Ein allgemeines Element von Inn(G) kann geschrieben werden als p(g) fiir
g € G. Es ist der innere Automorphismus, der x — gzg~' schickt. Sei nun
o € G. Fiir alle z € GG gilt,

- - —1y ® —1y ® -
(op(g)o™)(z) = o(glo™ ()9 ") = a(g)za(g™") = olg)zo(g)".

In den Gleichheiten (*) haben wir verwendet, dass o die Multiplikation re-
spektiert. Da x € G beliebig war, folgt op(g)o~" = p(c(g)) € Inn(G). Daraus
folgt, dass Inn(G) invariant unter Konjugation mit Elementen aus Aut(G)
ist, was nichts anderes bedeutet, als dass Inn(G) < Aut(G).

2



(b)

Die Abbildung p : G — Aut(G) hat als Kern das Zentrum Z(G). Fir G = Ss
ist die Abbildung p injektiv, da Z(S3) = {id} siche Aufgabe 2(a) aus Serie 8.
Es folgt, dass Inn(S;) = S3 genau 6 Elemente hat.

Die Gruppe S ist vom 3-Zykel ¢ : (1 — 2+ 3 — 1) und der Transposition
T2 erzeugt (siehe Hinweis). Dies gilt, da die Unterguppe (o, 112) von S die
4 Elemente id, o, 02, 71 enthilt, und da die Kardinalitit dieser Untergruppe
|S3| = 6 teilen muss (nach Lagranges Theorem), ist die einzige Moglichkeit,
dass (1,012) = S5.

Jeder Gruppenhomomorphismus ist eindeutig dadurch bestimmt, was er auf
einem Erzeugendensystem tut. Dies bedeutet, dass jedes Element ¢ € Aut(.S;)
durch ¥(o) und 1(713) eindeutig bestimmt ist. Ein Gruppenisomorphismus
erhélt die Ordnung von Elementen in der Gruppe (siche Aufgabe 3(b) aus Se-
rie 8). Daraus folgt, dass ¢(0) € {0,0?}, da das Bild Ordnung 3 haben muss,
wohingegen ¢ (712) € {712, 713, 723}, da das Bild Ordnung 2 haben muss. Dar-
aus folgt, dass wir héchstens 2-3 = 6 Moglichkeiten haben, um v zu definieren,
was bedeutet, dass |Aut(S3)| < 6. Daraus folgt, dass

6 = |55 = |Inn(S3)| < |[Aut(S3)| <6
was zeigt, dass Inn(S3) = Aut(S3), und damit ist Out(S3) die triviale Gruppe.

Komplexe Konjugation jedes Eintrages einer Matrix definiert einen Gruppen-
homomorphismus ¢ : GL,,(C) — GL,(C), fiir welchen wir ~ schreiben. In
der Tat gilt fiir A, B € GL,(C),

det(A) = det(A) # 0 = 0 und
AB = AB,

da die Determinante ein polynomieller Ausdruck in den Eintrdgen der Matrix
ist und komplexe Konjugation respektiert sowohl Addition als auch Multipli-
kation. Es gilt ¢ o ¢ = idgr,(c), und somit folgt, dass ¢ € Aut(GL,(C)).
Angenommen ¢ € Inn(GL,(C)). Dann schickt ¢ jede Matrix zu einer ihr
dhnlichen Matrix, das heisst ¢ erhilt die Eigenwerte (siehe Lineare Algebra).
Dies ist nicht wahr, da zum Beispiel die Matrix ¢ - Id,, nur Eigenwerte ¢
hat, wohingegen ¢(i - 1d,,) = —ild,, nur Eigenwerte —i hat, ein Widerspruch.
Dies zeigt, dass ¢ € Aut(GL,(C)) \ Inn(GL,(C)), so dass Out(GL,(C)) =
Aut(GL,(C))/Inn(GL,(C)) nicht trivial ist, was zu zeigen war.

Wir zeigen zuerst den Hinweis. Sei G = (g) eine zyklische Gruppe erzeugt
von g € G. Sei H < G eine Untergruppe von G. Ist G = {eq}, so ist G ist
zyklisch, erzeugt von eg. Andernfalls existiert n € Z ~ {0} so dass g" € H.
Ist n < 0, dann ist (¢")™' = ¢7™ € H, da H abgeschlossen ist beziiglich der
Inversen, woraus wir folgern, dass m € Z-, existiert mit ¢™ € H. Sei nun
mo = min{m € Z-o : ¢" = h}. Wir behaupten, dass

H = (g"),



was zeigt, dass H zyklisch ist.

Die Inklusion “27folgt, da H eine Untergruppe ist, die g"° enthélt. Um “C”
zu zeigen, nehmen wir z € H und schreiben z = ¢" mit h = gmq + r fiir
0 < r < mg. Dann gilt

gr _ gh—qmo — ZE(ng)_q c H,

dax € Hund (¢")~? € H, da wir bereits “2”gezeigt haben. Die Minimalitét
von myg impliziert, dass r = 0, und damit x = gh = g7 € (¢g™0), was zu
zeigen war.

Da Aut(G) zyklisch ist, wissen wir wegen des Hinweises, dass die Gruppe
Inn(G) auch zyklisch ist. Der erste Isomorphiesatz angewendet auf p sagt
uns, dass G/Z(G) = Inn(G), und damit ist G/Z(G) auch zyklisch und wir
konnen (uZ(G)) = G/Z(G) fir ein u € G schreiben. Dies bedeutet, dass fiir
jedes g € G ein ny € Z existiert, so dass ¢Z(G) = (uZ(G))™ = u™ Z(G), d.h.
g = u™y, fiir ein y, € Z(G). Seien nun g, h € G. Wir schreiben g = u"sy,,
h = u™y, mit y,, y, € Z(G), ng,ny € Z. Dann gilt

gh = uygu™yp = u" U Yy, = U YRy = uypu" Yy = hy.
Dies zeigt, dass G abelsch ist.

6. Beschreiben Sie alle Gruppen der Ordnung < 10 bis auf Isomorphie.

Hinweis: Es gibt bis auf Isomorphie zwei nicht-abelsche Gruppen der Ordnung
8. Eine davon ist die Quaternionengruppe Qs = {%1,+i, +j, £k} mit der Ver-
kniipfung -: Qg X Qs — s, die neben den iiblichen Vorzeichenregeln die folgenden
Relationen erfiillt: i -1 =j-j=k-k=1-5- k= —1.

Losung: Ist G eine Gruppe mit einem Element, dann ist G trivial. Ausserdem
haben wir in der Vorlesung gesehen, dass falls G eine Gruppe mit Ordnung p
ist, wobei p eine Primzahl ist, so ist G = Z/pZ. Dies deckt also alle Gruppen
der Ordnungen 1,2,3,5 und 7 ab. Desweiteren wissen wir, dass alle Gruppen der
Ordnung p?, wobei p eine Primzahl ist, abelsch sind.

Sei nun G eine Gruppe der Ordnung 4. Wir wissen bereits, dass G abelsch ist. Hat
G ein Element g der Ordnung 4, so ist G = (g) zyklisch und somit isomorph zu
Z/AZ. Angenommen G hat kein Element der Ordnung 4. Daraus folgt, dass jedes
nicht-triviale Element in GG eine Untergruppe der Ordnung zwei in GG erzeugt. Es
folgt, dass G isomorph zu Z/27Z x 7 /27 ist.

Ein &hnliches Element liefert, dass eine Gruppe der Ordnung 9 isomorph zu Z/9Z
oder Z/3Z x 7./ 37 ist.

Sei nun G eine Gruppe der Ordnung 6. Angenommen es gibt ein Element der
Ordnung 6. Dann ist G zyklisch und isomorph zu Z/6Z. Angenommen G enthélt
ein Element g der Ordnung 3. Dann ist die von g erzeugte Untergruppe N normal
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in G, da sie Index 2 hat. Sei « € G ~ N mit G = N UzN. Dann ist 22 € N,
und falls 22 # e, dann hat  Ordnung 6 und wir sind im ersten Fall. Das heisst
wir nehmen nun an, dass g Ordnung 3 und = Ordnung 2 hat. Sei H := (z). Da
|[HN| = 6 und N normal ist, gilt G = HN. Betrachte nun die Wirkung von
x auf N durch Konjugation. Ist zgz~' = g, so ist G abelsch und isomorph zu
Z)3Z x 727 = 7/6Z nach dem Chinesischen Restsatz. Andernfalls gilt zgz—! =
¢* und damit ist G = (g,x | ¢> = 2* = 1l,zgz™' = ¢*). Wir haben bereits
gesehen, dass letzteres isomorph zu Dy.3 = S5 ist. Wir miissen noch zeigen, dass
G ein Element der Ordnung 3 enthélt. Angenommen G enthélt nur Elemente der
Ordnung 2. Aufgabe 4 (a) von Serie 8 impliziert, dass G abelsch ist, also isomorph
zu einem Produkt von zyklischen Gruppen der Ordnung 2, also miisste G Ordnung
2 fiir ein k € N haben, was ein Widerspruch ist.

Der Fall der Ordnung 10 geht analog zur Ordnung 6 und wir erhalten, dass eine
Gruppe der Ordnung 10 isomorph zu Z/10Z = Z /57 x 7 /27 ist, falls sie abelsch

ist, und ansonsten isomorph zu Dy 5 ist.

Sei nun G eine Gruppe der Ordnung 8. Enthélt GG ein Element der Ordnung 8 so
ist G zyklisch und isomorph zu Z/87Z. Angenommen es gibt ein Element g € G der
Ordnung 4. Dann ist die von g erzeugte Untergruppe N normal in G, da sie Index
2 hat. Wir finden ein Element x € G~ N mit G = N UxN. Es gilt, dass G von g
und x erzeugt wird und wir betrachten wieder die Konjugationswirkung von z auf
den Normalteiler N = (g). Da die Ordnung von zgx~! gleich der Ordnung von g,
also 4 ist, kann zgx~! entweder g oder g* sein (¢g? hat Ordnung 2). Ist zgz~! = ¢,
so kommutieren g und x und es folgt, dass GG abelsch ist. Falls x Ordnung 2 hat, so
ist G isomorph zu Z/4Z x Z/2Z. Falls x Ordnung 4 hat, so ist 2? = ¢ und damit
ist g ein Element der Ordnung 2 mit xg/N = N, und somit ist auch in diesem
Fall G isomorph zu Z/4Z x 7./27. Falls x Ordnung 8 hat, so ist G zyklisch, aber
diesen Fall haben wir schon besprochen. Ist zgz~! = g3 so geniigt es die Ordnung
von x zu betrachten. Wir haben drei Moglichkeiten. Falls x Ordnung 2 hat, so
ist G = (g,z | g* = 2 = 1,xzgz™" = ¢*), und somit isomorph zu Dy,. Falls z
Ordnung 4 hat, dann ist 22 = ¢? (da 2? in N liegt und Ordnung 2 hat), so ist
G={(g,z|g"=1,9°=2% 292" = ¢3) = Qs. Dies liisst sich leicht einsehen, wenn
man sich iiberlegt, dass Qg die Priisentierung (i,j | i* = 1,12 = 52, jij~! = i71)
hat. Falls x Ordnung 8 hat, so ist G zyklisch. Angenommen alle Elemente von G
haben Ordnung 2. Aufgabe 4 (a) von Serie 8 impliziert, dass G abelsch ist, also
isomorph zu Z /27 x Z /27 x 727 ist.



