A
Prof. N. Hungerbiihler ETH Ziirich, Winter 2018

Basispriifung
Lineare Algebra I/II fiir D-MAVT

Die Priifung dauert 120 Minuten.

Die Multiple Choice Aufgaben 1-20 bieten vier Aussagen an, von denen jeweils genau eine richtig
ist. Fiir jede korrekte Antwort erhalten Sie 1 Punkt, fiir jede unkorrekte oder nicht gegebene
Antwort erhalten Sie 0 Punkte.

Die Handaufgaben 21 bis 23 sollen mit einem sauberen Losungsweg dokumentiert werden. Diese
drei Aufgaben ergeben bei korrekter Losung je 10 Punkte.

1. Gegeben seien zwei Matrizen A und B aus R™*", mit n > 1. Welche der folgenden Aussagen
ist korrekt?

(a) Es gilt det(A + B) = det(A) + det(B).

(b) Es gilt det(AB) = det(BA).

(c) Fiir jede von Null verschiedene reelle Zahl A gilt det(AA) = A det(A).

(d) Es gilt det(A) = —det(AT).

Bitte wenden!



2. Betrachten Sie den Vektorraum F der Funktionen R — R mit der Addition

(f +9)(x) == fx) + g(x)

und der skalaren Multiplikation
(Af)(@) == Af(x).

Darin enthalten sind die Unterrdume P, (z) der Polynome mit Grad < n. Welche der folgenden
Aussagen gilt?

(a) Es gibt zwei linear unabhingige Polynome p(x),q(x), derart dass die Polynome xp(z) und
zq(z) linear abhéngig sind.
(b) Sinus und Cosinus sind linear abhingige Vektoren in F.

(c) Die Sinusfunktion ist Element von F (sin € F), aber liegt in keinem der Unterrdume P,

(sin € Py,).

(d) Die Abbildung A: F = R, f — f(1) 4+ 1 ist linear.

3. Seien
4 -3 2 z; —1 -1
A= 2 -2 1 sowie B=11 -2 0
-3 2 -1 2 =1 x4

Fiir welche reellen Zahlen z; und z, gilt B = A~1?

(a) Ir = 17 To = 1.
(b) T = 0, T = —2.
(¢) 1 =0, 23 =2.

(d) T = —]_, To = —1.

Siehe nichstes Blatt!



4. Gegeben seien die folgenden Unterrdume von R*:

U = {zeR* |2, +12, =0}
Vo= {mER4|25E1+$2+5E3—2$4:Oundxg—x3+2x4:0}_

Welche der folgenden Aussagen stimmt?

(a) dim(UNV)=1.

(b) Fiir die Matrix A := (1 Lo O) gilt V = Kern A.

01 —1 2
1100
(¢) Fiir die Matrix B := 8 8 8 8 gilt U = Bild B.
0 00O
1 0 0 0
-1 0 0 1 . . .
(d) o Ll lol |3 ist eine Basis des Unterraums U + V.
0 0 1 1

5. Ps sei der Vektorraum der Polynome vom Grad < 3. Auf Pjs sei das Skalarprodukt

(p,q) = /_ p(r)q(x) dv

1

gegeben. Wiihlen Sie eine Orthonormalbasis fiir den Vektorraum span{1, z*}.

Bitte wenden!



-1 =7 =5
6. Die Matrix | O 4 1 | hat die Eigenwerte ...

0 1 4

(a) _17 37 5

(b) —1,0

(C) _17 4

(d) -1,-7,-5
1 0 1

7. Welcher der folgenden Vektoren ist ein Eigenvektor der Matrix { 0 —1 —1]7

-1 1 0

(a) (0,L,1)7

(b) (_]-7_]-’1)T

() (1-i1+4,2)7

(d) (1,0,1)"

Siehe nichstes Blatt!



8. Eine Basis des Bildes von

ist gegeben durch ...

Bitte wenden!



9. Eine Basis des Kerns von

ot

|
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D

ist gegeben durch ...

—1 2
(a) 2,17
-1 5

>—t[\3©:
N~

10. Sei V = R?*2 der Vektorraum der reellen 2 x 2-Matrizen. Welche der folgenden Teilmengen
von V ist ein Untervektorraum?

(a) U ={A eV | Aist halbeinfach}
b) U={AcV]|AT =41}
(c) U={AeV|det(A) =0}

(d) U={AeV |Spur(A) =0}

Siehe nichstes Blatt!



11. Welche der folgenden Aussagen stimmt?

Fiir jede m x n-Matrix A mit n > m gibt es eine m x m-Matrix B derart, dass Bild A = Bild B
ist.

Die Menge der n x n-Matrizen A, welche dim(Bild A) = dim(Kern A) erfiillen, bilden einen
Vektorraum.

Sei A eine Matrix mit charakterischem Polynom p4(A). Dann stimmt dim(Bild A) iiberein mit
dem Grad von pg4.

Fiir jeden 2-dimensionalen Unterraum U von R? gibt es eine Matrix A mit Bild(A) = U =
Kern(A).

12. Welche Dimension hat der Losungsraum des folgenden Differentialgleichungssystems?

vyl = wn+h
/!

Ys = yi
ys = Y+,

Bitte wenden!



13. Welche der folgenden Matrizen ist weder halbeinfach noch einfach?
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14. Sei P53 der Vektorraum der Polynome vom Grad < 3. Betrachte die Abbildung F: P; —
Ps, p(x) — 2p(x) — p'(x) + p"(x) — 2p(0). Welche der folgenden Aussagen stimmt?

(a) F ist keine lineare Abbildung.

(b) F hat den Eigenwert 2 mit algebraischer Vielfacheit 3 und geometrischer Vielfachheit 1.
(c) F ist invertierbar.

(d) F hat den Eigenwert 2 mit algebraischer und geometrischer Vielfachheit 4.

Siehe nichstes Blatt!



15. Sei A eine Matrix mit A (?’,) = (g) und A (g) = (i) Dann gilt...

(a)

1))

Es gibt nicht genug Information, um A (g

) zu bestimmen.

det(A) # 0.

16. Sei V := R™ und sei ||-|| eine Norm auf V. Welche der folgenden Aussagen gilt im Allgemeinen?

Es gibt ein Skalarprodukt (-, ) auf V derart, dass [|v|| = /(v,v) gilt fir alle v € V.
T

Falls ||| durch : = |x1]| + ... + |z,| definiert wird, dann wird ||-|| von einem Skalar-
ITL

produkt induziert.

Die Menge U := {v € V| ||v|| = 0} bildet einen Unterraum von V' mit Dimension > 0.

Sei || - ||" eine andere Norm auf V. Dann konvergiert eine Folge in V' gegen v € V' beziiglich || - ||
genau dann, wenn die Folge gegen v beziiglich || - || konvergiert.

Bitte wenden!



17. Welche der folgenden Aussagen gilt?

(a)

Beziiglich des euklidischen Skalarprodukts in R? ist die Orthogonalprojektion von <(1)> auf

(2) der Vektor (9)
4 5

In einem Vektorraum mit Skalarprodukt kénnen zwei Einheitsvektoren ein beliebig grosses
Skalarprodukt haben.

A € M™™ ist eine orthogonale Matrix genau dann, wenn ihre Spalten eine Orthonormalbasis
von R"™ beziiglich des euklidischen Skalarprodukts bilden.

Man kann beliebig viele paarweise orthogonale Vektoren in einem endlich-dimensionalen Vek-
torraum V finden.

18. In R? seien die linearen Abbildungen Fy, F, und F3 wie folgt definiert:

Fy:  Spiegelung an der Ebene z; = xo,

F5: Drehung um Z um die z1-Achse,

INERNVIE

F3:  Drehung um I um die x3-Achse.

Sei B die Standardbasis von R3, und definiere die Darstellungsmatrizen A; := [F|5 fiir i = 1,2, 3.
Welche der folgenden Aussagen gilt?

(d)

V2 og V2
2 2

Ag = 0 1 O
V2o V2
2 2

Fiir alle 7 und alle v,w € R3? gilt (F;(v), F;(w)) = (v, w), wobei (-, -) das euklidische Skalarpro-
dukt auf R? bezeichnet.

Die Darstellungsmatrix von F; o F beziiglich B ist gleich A;As,.

1 ist kein Eigenwert von A, As.

Siehe nichstes Blatt!



19. Sei V ein Vektorraum und
-1V =R, v [

eine Norm auf V. Welche der folgenden Aussagen gilt nicht im Allgemeinen?

(a) YoeV: ||| >0und ||v|| =0« v=0.
(b) Vo,w e Vvt wl|®+ flo = wl* = 2(Jv]]* + [Jw]]?).
(c) YweV,aeR: |av| = |allv]

(d) vo,w eV [lv+w| < o] + [[w]].

2 1 3
20. Die Matrix A:= [0 —2 1| definiere eine Abbildung A: R? — R3, 2 — Az. Dann gilt:
0 0 5

(a) A hat eine Basis von Eigenvektoren.

(b) Die geometrische Vielfachheit des grossten Eigenwertes von A ist 2.
(c) Die Menge der Eigenwerte von A und (A")~! sind gleich.

(d) Die algebraische Vielfachheit des grossten Eigenwertes von A ist 2.

21. [10 Punkte] Gegeben sei die Matrix

«a 0 -«
A= p 1 l—a |, wobeia,feR
-3 2—-08 -1+«

a) [2 Punkte] Welche Bedingungen miissen a und g erfiillen, damit die Matrix A invertierbar
ist?

b) [6 Punkte] Finden Sie eine Basis fiir das Bild von A in Abhéngigkeit der Parameter « und g.

¢) [2 Punkte] Fiir welche «, 5 € R ist 0 ein Eigenwert von A mit geometrischer Vielfachheit 27
Bestimmen Sie fiir diese o und S eine Basis von Kern A.

Bitte wenden!



22. [10 Punkte] Gegeben sei die quadratische Form

¢:R? > R, 2+ q(z) = —2? + 4o29 — 23,

a) [2 Punkte] Bestimmen Sie die symmetrische Matrix A, sodass ¢(z) = 2" Az ist.
b) [6 Punkte] Ein Kegelschnitt @ ist gegeben durch
q(z) +a'z =0, wobei a” = (6, —6).

Bringen Sie den Kegelschnitt durch eine Hauptachsentransformation x = Ty und eine Trans-
lation auf Normalform, und geben Sie dabei auch 7" explizit an.

¢) [2 Punkte] Ist die quadratische Form ¢ positiv definit, negativ definit oder indefinit? Be-
griinden Sie Thre Antwort.

23. [10 Punkte] Gegeben sei das Differentialgleichungssystem 1. Ordnung 3’ = Ay, wobei

-1 0 -1
A= 3 1 -1
1 0 -1

a) [4 Punkte] Finden Sie die Eigenwerte von A sowie die zugehorigen Eigenvektoren von A.

b) [4 Punkte] Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung des Differentialgleichungssystems
y' = Ay, und lésen Sie das Anfangswertproblem mit y(0) = (0,0,1)".

¢) [2 Punkte] Bestimmen Sie alle Anfangsbedingungen y;(0), y2(0), y5(0), fiir welche die zugehori-
gen Losungen (1), y2(t), ys(t) gegen Null streben fiir ¢ — —oo (Vorsicht: minus o).



