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1) Sei f: R— Rund h: R — [0, +00) so dass

lim f(z) = —o0, lim h(z)=0.

T—+00 T—00

O Ist lim, o0 A(x) - f(x) = 0 moglich?
Wahr: Ja, zum Beispiel f(z) := —z, h(z) = &.
O Ist lim, oo A(x) - f(2) = +00 moglich?
Falsch: Nein, da es ein y gibt, so dass fiir alle z > y gilt f(z) < —1
und h(z) > 0. Dies impliziert h(z)- f(z) < 0 fiir alle z gross genug,.
O Ist lim, o A(x) - f(x) = —00 moglich?
Wahr: Ja, zum Beispiel f(z) := —2? und h(z) = <.
O Tst lim, o h(x) - f(x) = 400 moglich?
Wahr: Man beachte, dass der Limes nun iiber x — —oo lauft. Fir
x < 0 haben wir keine Bedingungen an f, h gestellt, deshalb ist es

sicherlich moglich f und A so zu wahlen, dass deren Produkt gegen
~+o00 strebt fiir x — —o0.

2) Sei f: R — R eine ungerade Funktion. Kreuze die richtigen Aussagen
an:

O f®(0) = 0 fiir i ungerade,
Falsch: Nein, f(x) = x ist ungerade, aber f'(0) = 1.

O f@(0) # 0 fiir 4 ungerade,
Falsch: Nein, f(z) = z ist ungerade, aber f©®)(0) = 0.

O f®(0) = 0 fiir 4 gerade,
Wahr: Durch mehrfaches Anwenden der Kettenregel:

o o / - i (i _
ol () = s (= (=) = e = (<O (=) = fO(~a),

aber da f ungerade ist gilt auch

o o Z.
o f(=a) = (= f (@) = — ().

Diese zwei Rechnung zeigen, dass f* eine ungerade Funktion ist,
deshalb gilt £ (0) = 0.



O f®(0) # 0 fiir 4 gerade.
Falsch: Nein, f(x) = 2° ist ungerade, aber f(0) =6-0 = 0.

3) (a) Zeige, dass die Funktion f: R - R, f(z) =e*—1—znur firz =0
verschwindet.

Lésung. Es gilt offensichtlich f(0) = 0. Fir g(x) := e* — x gilt
¢'(z) = e — 1 und deshalb ¢'(z) > 0 fiir x > 0. Das heisst, dass g
auf (0, +00) strikt monoton wichst mit g(0) = 1. Insbesondere gilt

flx)=g(x)—1>0, Vz>0.
Ahnlich haben wir ¢'(x) < 0 fiir z < 0 und analog folgt
flz)=g(x)—1<0, Vr<O.

Dies zeigt, dass x = 0 die einzige Nullstelle von f ist.
[

(b) Zeige 1 + % > 3 fiir alle > 0, mit Gleichheit genau dann wenn
r =1

Lésung. Gleichheit fiir = 1 ist offensichtlich. Fiir x € (0, 1) gilt

o (1 2 1 =1
+ — :——2-1-33': < 0.
T

ox \z = 2 2

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass x? positiv ist und
2

2® < 1fiir z € (0,1). Das heisst, dass < + 2~ strikt monton féllt auf

(0,1). Insbesondere gilt + + % > 3 fir x € (0,1).

Fir x € (1,400) erhalten wir

0 1+x2 _x3—1>0
or \z 2/) a2 ’
z2 1

also wachst = + £~ strikt monoton auf (1, +o00) was < + %2 > 3 fiir
z € (1, +00) impliziert.

Die Aufgabe ist somit gelost.

4) Seien f(x) = e, g(x) = € mit a,b € R. Zeige, mittels Satz 4.34 (2),
den Binomialsatz.



Beweis: Es gilt, nach mehrfacher Anwendung der Kettenregel:
(f-9)(0) = (z+y)" - 0 = (z +y)"
und

FO0) = ok = ak, gI(0) = gk e <y

Aus Satz 4.34 (2) folgt:
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(x+9)" = (f 9™

was es zu zeigen galt.

5) Man berechne

(a)
(sin(z) - cos(z))®”

Lésung: Man beachte zuerst, dass aus der Produktregel (sin - cos)’(z) =
cos(z)? — sin(z)? folgt. Letzteres ist gleich cos(2x). Da cos¥(x) =
cos(z) gilt, erhalten wir cos“®) (z) = cos(z). Wir werfen alles zusam-
men und sehen:

(sin - cos)(z)®) = (cos(22)) Y = 2% cos’(2z) = —2% sin(22)

und
(b) die n-te Ableitung von

1+ 1
1—x 2—1

Losung. Zuerst

oz ((1+ ) (1—:E)> 1—x+(1+ ) (1 —x)?
-+ (1+2)
o (I—w)?
B 2
(1 —=)?



Fiir die zweite Ableitung:

0? 1 0 2

7 (00 ) = ey
291
T

(1—a)?
Wir stellen die Vermutung

ol 2-(n)

Jz"l—x (1 —x)nt!

auf und beweisen diese per Induktion: der Anker n = 1 ist bereits
oben berechnet. Wir machen den Induktionsschritt von (n — 1) zu
n:

2= 1Y) (=) (-1)
(1 _ x)n—‘rl

_2(n!)

- (1 _ a:)n+1

Dies beendet die Induktion und somit den ersten Teil der Aufgabe.!
Fiir die n-te Ableitung von ﬁ verwenden wir Satz 4.34:

2-1) \az+1 z-1 _k:O k) \x+1 r—1 ‘

Man iiberpriift schnell, dass

" -1 enr (=D

g (@+ D7) = g (L @+ D7) = = (GO )™ = o ey

Dieselbe Rechnung zeigt

ok oy (D) — k)
Dpn—k (("E -1)7) = (z — 1)n—h+

INB: Man hitte alternativ auch Satz 4.34 anwenden kénnen. Der Satz wird im zweiten
Teil der Aufgabe auch verwendet.



Daraus folgt
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6) Bestimme die lokalen Maxima und Minima von f(z) = (sin(z))® +
(cos(x))? fiir z € R.

Losung. Lokale Extrema sind notwendigerweise Nullstellen der ersten
Ableitung f’. Es gilt f'(z) = 3sin(z)? - cos(x) — 3cos(x)? - sin(x) und
somit gilt f'(z) = 0 genau dann, wenn

sin(z)? cos(z) = sin(x) - cos(z)?.

Nullstellen y von sin und cos erfiillen die obige Gleichung. Wir beweisen,
dass diese globale Extrema von f sind. Zuerst beobachten wir, dass
|sin(z)|> < sin(z)?, da |sin(z)| < 1, und dhnlich | cos(z)|> < cos(z)?.
Daraus folgt

|f(z)] < sin(x)? + cos(z)? = 1.

Somit sind y der Form 27j und 27j + 7, fir j € Z, globale Maxima,
da sie f(y) = 1 erfiillen. Analog sind y der Form 27j — 7 und 27j + 7
globale Minima fir j € Z, da f(y) = —1.

Nun betrachten wir die Menge der y, die die Gleichung sin(y)? cos(y) =
sin(y) - cos(y)? erfiillen und keine Nullstellen von sin und cos sind. Let-
zteres erlaubt es uns, durch sin(y) - cos(y) zu teilen und damit erhalten
wir die dquivalente Gleichung

sin(y) = cos(y).

Elementare trigonometrische Eigenschaften implizieren, dass die Losungsmenge

dieser y durch
45 +1 .
{ 17 ‘ JE Z}

gegeben ist.
Fiir allgemeine z € R gilt

f"(z) = 6sin(z) - cos(x)* + 6 cos(z) sin(z)?
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und fiir y € {% T }j € Z} gilt, da sin(y) = cos(y):

f"(y) = 12sin(y)’.
Damit erhalten wir, dass fiir yo € {32 .7 =2j7r 4+ 2 |j € Z}

P -12(%) =0

2

Dies zeigt, dass {2j7r +7 | J € Z} die Menge der lokalen Minima von f
ist.

Analog, sehen wir, dass die restlichen y; € {2j7r + ?jf ‘ JE€ Z} dann
f"(y1) < 0 erfiillen, sprich dass diese y; lokale Maxima sind.

]

Sei D C R, f: D — R gleichmassig stetig auf D und xy € R ein
Héufungspunkt von D. Zeige, dass lim,_,,, f(x) existiert.

Beweis: Da xg € D ein Haufungspunkt ist, gilt:
(=0 + 20,0 + o) \ {mo}) N D #0,

fiir alle 6 > 0. Da f gleichmaéssig stetig ist, existiert fiir jedes € > 0 ein
0 > 0, so dass

ryeD Jr—yl<d = [f(z) - fly)l <e.

Da xy ein Haufungspunkt von D ist, existiert eine Folge (x,) C D, so
dass x, — z¢ (in R). Die Folge kann oBdA so gewihlt werden, dass
|2, — 20| < § gilt. Wir behaupten nun, dass (f(z,)) eine Cauchyfolge
ist: tatsachlich haben wir

|Tn — T| < |0 — xo| + |20 — T1n| <0,
und die Wahl von § impliziert

|f(zn) — flam)| <e.

Dies bedeutet, dass f(z,) eine Cauchyfolge ist.
Aus Satz 2.20 folgt, dass f(x,) gegen ein y € R konvergiert.



Nun behaupten wir, dass fiir jede andere Folge 2, mit Grenwert x, gilt
ebenfalls f(z,) — y: Wir wihlen N gross genug, so dass fiir alle n > N
gilt: |zo — 2,| < 2 und 2o — 2,| < . Dann gilt |2, — 2,| < § und somit

ly = fz)l <My = flan)| + [ (2n) = f(z)] <y = flzn)[ &

Da f(x,) gegen y konvergiert, zeigt die obige Ungleichung, dass auch
f(zn) gegen y konvergiert. Dies bedeutet, dass lim, ,,, f(z) existiert
und gleich dem obigen y ist.
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