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1) Sei
>
k=0

konvergent. Zeige, dass
> a
k=N

fiir jedes N > 0 konvergent ist. Welcher Zusammenhang besteht zwis-
chen den Grenzwerten?

Lésung: Sei a der Grenzwert von y - ai. Wir behaupten, dass Y - \ ax,
fiir jedes N > 0, gegen den Grenzwert

konvergiert. Da die erste Reihe gegen a konvergiert, wissen wir (per
Definition), dass es fiir jedes € > 0 eine natiirliche Zahl K > 0 gibt, so
dass fiir alle m > K gilt:

a— ag| < €.

m
k=0

Fiir m > max{N, K} erhalten wir

m N-1 m m
AN—E ar| = |a — ak—g ar| = |a — ap| < €.
k=N k=0 k=N k=0

Das beweisst, dass die Reihe Y v ax gegen Ay konvergiert.

2) Sei 1> |a| > |b] > 0. Zeige, dass
a+b+a’+b+a®+b"+. ..

absolut konvergiert.



3) Beweise, dass fiir 0 < ¢ < 1 die folgenden Reihen konvergieren:
Z kq" und Z k*q".
k=1 k=1

4) Man zeige, dass
i 1
— k(k+1)

konvergiert und bestimme den Grenzwert.

5) Untersuche die Reihe

1 1 1 1
- + — +...
V2—-1 V241 V3-1 3+1

auf Konvergenz.

6) Sei

o0

> ax

k=1

konvergent, mit a; > 0,Vk > 1. Beweise, dass

oo
> Vari
k=1

konvergiert.

Beweis: Da samtliche a; positiv sind, konnen wir die Wurzel nehmen.
Wir beobachten

0 < (Var — \/ak+1)2 = A — 2¢/Qra41 + Qg1

und daraus folgt

a + agy1

ApQpy1 < 5

Mit dieser Ungleichung konnen wir die Partialsummen von oben ab-
schétzen:



> a, +a as + a Ay + Gy
Sn ::Z\/akak+1 S ( ! 5 2) —|—( 2 5 3> + e+ <T+1>
k=1

m |\ (i1
=5+ a+
k=2

n+1

g ar = Lp41
k=1

IN

Die Konvergenz von Y a ist dquivalent zur Beschrinktheit (von
oben) der Partialsummen 7,,, siche Satz 2.42. Per Annahme (Konver-
genz der Reihe) sind also die 7,,’s von oben beschrénkt. Insbesondere
zeigt die Ungleichung oben, dass auch die Partialsummen S,, von oben

beschréankt sind, und somit impliziert Satz 2.42, dass auch >~ | \/axar1
konvergiert.
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