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Lösung Bonusaufgabe 2

Aufgabe 1. Es sei K der Rotationskegel (Kreiskegel) um die z-Achse mit Spitze im Ursprung,
dessen Grundfläche vom Radius R > 0 auf der Höhe z =

√
3R liegt.

(a) Habe K die Massendichte f(r, ϕ, θ) = 1
r2 (1 + 1

2 cosϕ) in Kugelkoordinaten. Berechnen Sie
die gesamte Masse von K und die Koordinaten des Schwerpunktes.

(b) Habe K die Massendichte g(ρ, ϕ, z) = z + ϕ in Zylinderkoordinaten. Berechnen Sie das
Trägheitsmoment von K bei Rotation um die z-Achse.

Lösung:

(a) Wir beschreiben K in Kugelkoordinaten. Der maximale Winkel ist θmax = arctan R√
3R

= π
6 .

Die folgende Figur zeigt den Schnitt des Kegels mit einer Ebene {ϕ = konstant}.

Es gilt r(θ) =
√
3R

cos θ . Also

K = {(r, ϕ, θ) | 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π

6
, 0 ≤ r ≤

√
3R

cos θ
}.

Das Volumenelement ist dV = r2 sin(θ)drdθdϕ. Dann

M =

∫ ∫ ∫
K

θdV =

∫ 2π

0

∫ π
6

0

∫ √
3R

cos θ

0

f(r, ϕ, θ)r2 sin(θ)drdθdϕ

=

∫ 2π

0

∫ π
6

0

∫ √
3R

cos θ

0

(1 +
1

2
cosϕ) sin θdrdθdϕ

=
√

3R

∫ 2π

0

∫ π
6

0

(1 +
1

2
cosϕ) tan θdθdϕ

=
√

3R

∫ 2π

0

(1 +
1

2
cosϕ) [− ln cos θ]

π
6
0 dϕ

=
√

3R(2π +
1

2
sinϕ|2π0 )(− ln

√
3

2
)

= 2
√

3Rπ ln
2√
3
.
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(Beachte, dass 2√
3
> 1, also ln 2√

3
> 0).

Sei (xS , yS , zS) der Schwerpunkt. Es gilt

MzS =

∫ ∫ ∫
K

zfdV =

∫ 2π

0

∫ π
6

0

∫ √
3R

cos θ

0

r cos θ
1

r2
(1 +

1

2
cosϕ)r2 sin(θ)drdθdϕ

=

∫ 2π

0

∫ π
6

0

(1 +
1

2
cosϕ) cos θ sin θ

[
r2

2

]√
3R

cos θ

0

dθdϕ

=
3R2

2

∫ 2π

0

∫ π
6

0

(1 +
1

2
cosϕ) tan θdθdϕ

= −3R2

2
ln

√
3

2

∫ 2π

0

(1 +
1

2
cosϕ)dϕ

= 3πR2 ln
2√
3
.

Also

zS =
3πR2 ln 2√

3

2
√

3Rπ ln 2√
3

=

√
3

2
R.

Für die x-Koordinate:

MxS =

∫ ∫ ∫
K

xfdV =

∫ 2π

0

∫ π
6

0

∫ √
3R

cos θ

0

r sin θ cosϕ
1

r2
(1 +

1

2
cosϕ)r2 sin(θ)drdθdϕ

=

∫ 2π

0

∫ π
6

0

(cosϕ+
1

2
cos2 ϕ) sin2 θ

[
r2

2

]√
3R

cos θ

0

dθdϕ

=
3R2

2

∫ 2π

0

∫ π
6

0

(cosϕ+
1

2
cos2 ϕ) tan2 θdθdϕ

=
3R2

2
(tan

(π
6

)
− π

6
)

∫ 2π

0

(cosϕ+
1

2
cos2 ϕ)dϕ

=
3πR2

4
(

1√
3
− π

6
).

In der letzte Gleichung haben wir benutzt, dass tan π
6 = 1√

3
und

∫ 2π

0
cos2 ϕdϕ = π (siehe

Kapitel III.6 im Skript). Also

xS =

√
3R

8 ln 2√
3

(
1√
3
− π

6
).

Für die y-Koordinate:

MyS =

∫ ∫ ∫
K

yfdV =

∫ 2π

0

∫ π
6

0

∫ √
3R

cos θ

0

r sin θ sinϕ
1

r2
(1 +

1

2
cosϕ)r2 sin(θ)drdθdϕ

=

∫ 2π

0

(sinϕ+
1

2
sinϕ cosϕ)dϕ

∫ π
6

0

∫ √
3R

cos θ

0

r sin2 θdrdθ = 0.

Da
∫ 2π

0
(sinϕ+ 1

2 sinϕ cosϕ)dϕ = 0. Somit ist der Schwerpunkt( √
3R

8 ln 2√
3

(
1√
3
− π

6
), 0,

√
3

2
R

)
.
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(b) In Zylinderkoordinaten gilt es

K = {(ρ, ϕ, z) | ϕ ∈ [0, 2π], ρ ∈ [0, R], z ∈ [
√

3ρ,
√

3R]}.

Das Volumenelement ist dV = ρdϕdρdz. Das Trägheitsmoment ist

J =

∫ ∫ ∫
K

(x2 + y2)gdV =

∫ 2π

0

∫ R

0

∫ √
3R

√
3ρ

ρ2g(ρ, ϕ, z)ρdzdρdϕ

=

∫ 2π

0

∫ R

0

ρ3
[
z2

2
+ zϕ)

]√3R

z=
√
3ρ

dρdϕ

=

∫ 2π

0

∫ R

0

(
3R2

2
+
√

3Rϕ

)
ρ3 − 3

2
ρ5 −

√
3ϕρ4dρdϕ

=

∫ 2π

0

(
3R2

2
+
√

3Rϕ

)
R4

4
− 1

4
R6 −

√
3

5
ϕR5dϕ

=
6

8
πR6 +

√
3

2
π2R5 − π

2
R6 − 2

√
3

5
π2R5

= R6π
1

4
+R5π2

√
3

10
.
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