
D-MAVT/D-MATL Analysis II FS 2021
Prof. Dr. Ana Cannas
Prof. Dr. Urs Lang

Lösung Bonusaufgabe 6

Aufgabe 1. (a) Die Differentialgleichung
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y = 0, x 6= 1

besitzt die Lösung y1(x) = ex. Bestimmen Sie mit Hilfe der Substituion y(x) = z(x)ex die
allgemeine Lösung.

(b) Bestimmen Sie die Lösung des Anfangswertproblems
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y = x− 1, y′(2) = −5, y′(2) = −4.

Lösung:

1. Es genungt eine zweite Lösung y2(x) der Differentialgleichung, welche linear unabhängig von
y1 ist, zu finden. Dann ist die allgemeine Lösung yh(x) = y1(x) + y2(x).

Sei y(x) = z(x)ex mit y′ = ex(z′ + z), y′′ = ex(z′′ + 2z + z). Einsetzen in die Differential-
gleichung liefert

z′′ + z′(2− x

x− 1
) = 0.

Mit der Substituion u = z′ erhalten wir

u′ = u(2− x

x− 1
) = 0,

welche separierbar ist. Daraus folgt

u(x) = Ce−x(x− 1),

und z(x) =
∫
u(x)dx = −Ce−xx + D. Da wir nur eine Lösung finden müssen, können wir

C = −1, D = 0 setzten. Dann ist

y2(x) = z(x)ex = e−xxex = x

eine zweite Lösung der Differentialgleichung, welche linear unabhängig von ex ist. Somit ist
die allgemeine Lösung

yh(x) = aex + bx, a, b ∈ R.

2. Wir haben in (a) die zugehörige homogene Differentialgleichung gelöst. Nun suchen wir
eine partikuläre Lösung. Dazu verwenden wir das Verfahren von Lagrange und machen den
Ansatz

yp(x) = a(x)ex + b(x)x.

Die Funktionen a(x), b(x) lassen sie durch{
a′ex + b′x = 0

a′ex + b′ = x− 1
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gewinnen (siehe Stammbach, Kapitel VII, Seite 79-80).

Man erhält a(x) = −e−x(x + 1), b(x) = −x und somit ist eine partikuläre Lösung

yp(x) = −e−x(x + 1)ex − x · x = −x2 − x− 1.

Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung ist

y(x) = yh(x) + yp(x) = aex + bx− x2 − x− 1, a, b,∈ R.

Aus den Anfangsbedingungen folgt, dass a = 0 und b = 1, also ist die Lösung des Problems

y(x) = −x2 − 1.
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