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1. Berechnen Sie die Arbeit, welche das Vektorfeld

~v : (x, y, z) 7−→ (yz, xyz, xy)

entlang des geschlossenen Weges Γ (siehe Figur) leistet. Die einzelnen Teilabschnitte des Weges
Γ haben dabei Länge 1.

Lösung: Wir betrachten die geschlossenen Wege ABCDA, CGHDC respektive GFEHG.
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Das Vektorfeld ~v leistet darauf die Arbeit WABCD, WCGHD respektive WGFEH . Da die beiden
Strecken CD und GH zweimal durchlaufen werden, und zwar in entgegengesetzten Richtungen,
gilt

Wtot = WABCD +WCGHD +WGFEH .

Sei QABCD das Quadrat ABCD, QCGHD das Quadrat CGHD und QGFEH das Quadrat
GFEH. Nach dem Satz von Stokes gilt

Wtot =

∫
Γ

~v · d~r =

∫∫
QABCD

rot~v · ~ndA+

∫∫
QCGHD

rot~v · ~ndA+

∫∫
QGFEH

rot~v · ~ndA.
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Es gilt rot~v (x, y, z) = (x− xy, 0, yz − z).
Auf QABCD (z = 0) ist ~n = (0, 0, 1) ⊥ rot~v (x, y, 0), also WABCD = 0 und auf QCGHD (x = 0)
ist ~n = (1, 0, 0) ⊥ rot~v (0, y, z), also WCGHD = 0. Es folgt dann

Wtot = WGFEH =

∫∫
QGFEH

rot~v · ~ndO

z=1
=

∫ 1

0

∫ 1

0

(x− xy, 0, y − 1) · (0, 0,−1) dydx

=

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− y) dydx =

∫ 1

0

[
y − y2

2

]1

0

dx

=

∫ 1

0

1

2
dx =

1

2
.

2. Für a > 0 sei Pa die Parabel mit Achse y und Scheitelpunkt (0, 1), die durch den Punkt (a, a)
geht. Sei γa der Weg von (0, 1) nach (a, a) entlang Pa. Bestimmen Sie a > 0 so, dass die Arbeit
des Vektorfeldes

~v : (x, y) 7−→
(
y − 1

x
,
−1

x

)
entlang γa minimal wird.

Lösung: Eine Parabel mit Achse y und Scheitel (0, 1) hat die Form
y = cx2 + 1. Soll sie durch den Punkt (a, a) gehen, so folgt
c = a−1

a2 . Eine Parametrisierung des Weges Wa ist durch

~r(t) =

(
t,
a− 1

a2
t2 + 1

)
, 0 ≤ t ≤ a

gegeben. Für die Arbeit W (a) längs γa erhält man dann
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W (a) =

∫
γa

~v·d~r =

a∫
0

~v
(
~r(t)

)
·~̇r(t) dt =

a∫
0

(
a− 1

a2
t, −1

t

)
·
(

1, 2
(a− 1)

a2
t

)
dt

=
a− 1

a2

a∫
0

(t− 2) dt =
a− 1

a2

(a2

2
− 2a

)
=
a2 − 5a+ 4

2a
.

Man sucht nun das Minimum der Funktion W (a) im offenen Intervall (0,+∞). Extremale
Punkte findet man mit Hilfe der Ableitung

d

da
W (a) =

(2a− 5)2a− 2(a2 − 5a+ 4)

4a2
=

2a2 − 8

4a2
= 0 ⇐⇒ a2 = 4.

Man erhält im Intervall (0,+∞) die Lösung a = 2. Man beachte noch, dass W (a) → +∞ für
a→ 0+ resp. a→ +∞. Also ist in a = 2 das Minimum mit W (2) = − 1

2 .

3. (a) Berechnen Sie das Integral

Φ =

∫ ∫
S

rot~v · ~ndA,

wobei ~v(x, y, z) = (yz,−xz, xy) ist und

S = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + 8z2 = 1, z ≥ 0}

einen Teil der Oberfläche eines Ellipsoids bezeichnet. Die Normale zeigt auf S nach oben.
Gehen Sie mit Hilfe des Satzes von Stokes zu einer Fläche S̃ über, welche für die Berech-
nung des Integrals günstiger ist.
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(b) Benutzen Sie den Satz von Stokes, um Φ via Wegintegral zu berechnen.

Lösung:

(a) S̃ = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 1} mit Normale ~m = (0, 0, 1). Mit Stokes∫ ∫
S

rot~v · ~ndA =

∫ ∫
S̃

rot~v · ~mdA.

Es gilt rot~v = (2x, 0,−2z) und so∫ ∫
S̃

rot~v · ~mdA = −2

∫ ∫
S̃

zdA = 0,

denn z ≡ 0 auf S̃.

(b) Der Rand von S ist der Einheitskreis in der xy-Ebene, der für die Anwendung des Satzes
von Stokes im Gegenuhrzeigersinn orientiert ist. Eine Parametrisierung ist also

t 7→ (cos t, sin t, 0), t ∈ [0, 2π].

Wir rechnen

Φ =

∫ ∫
S

rot~v · ~ndA =

∫
∂S

~v · d~r =

∫ 2π

0

~v(cos t, sin t, 0) · (− sin t, cos t, 0)dt

=

∫ 2π

0

(0, 0, cos t sin t) · (− sin t, cos t, 0)dt = 0
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