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Losung Schnelliibung 8

1. Aus einer Funktion einer Variablen f: R — R, gegeben durch p — f(p), entsteht durch Ein-
setzen von p(x,y, z) = /22 + y? + 22 die Funktion dreier Variablen

f: (z,9,2) — f(\/x2+y2+22).

(a) Zeigen Sie, dass

~ !/
arad = f'(p) 7
p
gilt, wobei p'= (x,y, 2) ist.
(b) Bestimmen Sie f derart, dass f(1) = 0 und
grad f = %
p
gilt.
Loésung:

(a) Man berechnet
0~ 0 d 0 x
Yi_Y 2 24 .2) = % A N R
—f=f (Vv +2) i) gV R =)

und analog fiir die anderen Komponenten von grad f Die Behauptung folgt unmittelbar.

(b) Aus (a) muss also

/
1
0L fay=o
PP
gelten. Integrieren fiihrt zu f(p) = 35 + ¢, und aus f(1) = 0 folgt schliesslich
1 1
flp) = 3 358

2. Auf der Fliche F = {(z,vy, 2)|2? + y? — 22 = 1} liegen die beiden Geraden
g1: s— (—1,8,—9) und  go: t— (8, 1,8), —oo<s,t< 0.

Die Geraden g; und go schneiden sich in einem Punkt P auf der Fliche. Berechnen Sie P und
die Gleichung der Tangentialebene an die Flache im Punkt P.

Losung: Man berechnet den Schnittpunkt aus
(-1, s, —s)=(t 1, t).

Es folgt t = —1, s = 1; also P = (—1,1,—1). Die Gleichung der Tangentialebene im Punkt
(0, Yo, 20) ist gegeben durch

0 0 0
%(%vyoa 20)(z — wo) + %(woayo, 20)(y — o) + a—‘Z(xo, Yo, 20)(z — 29) =0,

wobei in dem Fall f ist durch f(z,y,z) = 22 + y? — 22 — 1 gegeben. Es ergibt sich
2zo(x — 20) + 2y0(y — Yo) — 220(2 — 20) = 0,
also —x+y+2—1=0.



3. Finden Sie die lokale Extrema der folgenden Funktionen f : R? — R auf dem Einheitskreis
St = {(x,y) € R? | 22 + y? = 1} und geben Sie an, ob es sich um ein lokales Minimum oder
Maximum handelt.

(a)
(b)
(c)

flz,y) =z +y.
f(z,y) = zy.
fla,y) = 222 + 3y2.

Lésung: Sei g(x,y) = 22 +3%—1, so ist S' eine Niveaulinie von g und es gilt grad g = (2z, 2y).
Nach dem Satz der Lagrange-Multiplikatoren es existiert fiir jede lokale Extremalstelle (xz,y)
von f|g1 mit grad g(z,y) # (0,0) ein A € R so, dass

(a)

grad f(x,y) = Agrad g(z,y).

Fir f(z,y) = x +y gilt es grad f = (1,1) und fiir die Extremalstellen von f erhalten wir
das folgende Gleichungssystem

1 =22\ (1)
1 =2y\ (2)
?2+y2=1 (3).
Aus (1), (2) folgt es z,y, A # 0 und auch = = 55 = y. Mit (3) erhalten wir

11
L I
o tpe T

V2
2
und so die mégliche Extremalstellen sind (%2, g) und (— i, ?) Es gilt
V2
2

2 V2 2
F2 V2 B2 V2
22 2
Das Maximum von f|g: betréigt also v/2 und wird im Punkt (%2, %?) angenommen.

Das Minimum von f|g1 betrigt also —v/2 und wird im Punkt (— f \/5) angenommen.

Fir f(z,y) = zy gilt es grad f(z,y) = (y,«) und fiir die Extremalstellen von f erhalten
wir das folgende Gleichungssystem

Yy =2xA (1)
T = 2y\ (2)
2?2 +y?=1 (3).

Falls y = 0, dann folgt aus (2), dass x = 0, was grad g(z,y) # (0,0) widerspricht. So
x,y, A # 0. Mit (1) und (2) erhalten wir

1
Y=y B AN =1e )= +2,

Dann (1) und (3) geben

{y = *z,
1 =22 + 42222 @x:iﬁ ::I:%
Die mogliche Extremalstellen sind somit
(2 52 (5= ) (=T ) (-, =)
V2 V2T V2T V2T VTR VR VR

Wir vergleichen die Werte von f an diesen Stellen.



@y |(hd) (d) (k) (H-d)

) 2 b
fa,y) =y | -3 3 3
Das Maximum von f|s1 betréigt also % und wird in den Punkten (i%, i?) angenom-
men.
Das Minimum von f|g betrigt also —3 und wird in den Punkten (:I:?, ?@) angenom-

men.

Fiir f(x,y) = 222 + 3y? gilt es grad f(x,y) = (4z,6y) und fiir die Extremalstellen von f
erhalten wir das folgende Gleichungssystem

dr = 2z A (1)
6y = 2y (2)
?+y?=1 (3).

Falls = 0, dann ist y = £1 (und A = 3) und falls y = 0, dann ist x = £1 (und A = 2).
So seien beide z,y # 0. Dann aus (1) und (2) folgt

was nicht moglich ist. Die mogliche Extremalstellen von f sind somit
(0,£1), (£1,0).

Wir vergleichen die Werte von f an diesen Stellen.

(x,y) ‘ (Oa]-) (Oa_l) (170) (_170)
flay) =22 +3y7 | 3 3 2 2

Das Maximum von f|g1 betrigt also 3 und wird in den Punkten (0,+1) angenommen.
Das Minimum von f|g: betrigt also 2 und wird in den Punkten (41, 0) angenommen.



