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MC-Aufgaben
1. Der Wert einer Funktion f : R® — R fillt am schnellsten in die Richtung
(a) der minimalen partiellen Ableitung.
(b) entgegengesetzt zur maximalen partiellen Ableitung.
(¢) des Gradienten.
(d) entgegengesetzt zum Gradienten.
(e) orthogonal zum Gradienten.
Losung: Die Frage ist dquivalent dazu, fiir welchen Einheitsvektor € die Richtungsableitung Dgf

am kleinsten, das heisst, am meisten negativ ist. Die Richtungsableitung ist aber gleich é€-(grad(f)),
und dies wird am kleinsten fiir € = — grad(f)/ | grad(f)|. Namlich:

€- (grad(f)) = 1|(grad(f))]| cos(<(&, grad(f)))

und so nimmt den kleinsten Wert, falls cos(<t(€, grad(f))) = —1, das heisst, <(€, grad(f)) = .
Das gilt fiir € = — grad(f)/|grad(f)|. Die richtige Antwort lautet daher (d).

2. Gegeben ist die Funktion f : (z,y,2) — f(z,y,2) = x? + 3y? + 22. Welche der folgenden
Aussagen ist richtig?

(a) Die nichtleeren Niveauflichen von f sind Oberflichen von Kugeln mit Mittelpunkt O oder
die Menge {(0,0,0)}.

(b) Die nichtleeren Niveauflichen von f sind Ebenen senkrecht zum Vektor (1,3, 1).

(c) Die nichtleeren Niveauflichen von f sind Oberflichen von Ellipsoiden mit Mittelpunkt O
oder die Menge {(0,0,0)}.

Losung: Die Niveaufliche von f zum Niveau C ist die Menge
No(f) = {(z.y,2) € R®|f(z,y,2) = C}.

Fiir C € R} ist also ein Ellipsoid mit Mittelpunkt O, fiir C' = 0 ist die Menge {(0,0,0)}, und
sonst ist die leere Menge.



3. Bestimmen Sie die Richtungsableitung der Funktion f(x,vy,2) = 22+y+23 an der Stelle (1,2, 2)
in Richtung des Einheitsvektors £(2,2,1).

34
(a) 3
(b) 6
(c) (2,1,12)

Losung:Der Gradient grad f(z,y,z) = (2, 1,32%) hat im Punkt ( ,2,2) den Wert (2,1,1
Somit ist die fragliche Richtungsableitung D. f(1,2,2) = £(2,2,1)-(2,1,12) = £(2-242-1+1- 1 )
6. Also ist (b) die richtige Antwort.

g

4. Bestimmen Sie jene Tangentialebenen an das Ellipsoid
1
222 + 2% + 122 =1,
welche parallel zur Ebene x + y 4+ z = 1 sind.
(a) z+y+2z=0.

(b) z+y+z=k, furk:E{:I:f}

(¢) x+y+z=k, firke {+V5}.
(d) z+y+z=k,firke {£1}.

Losung: Wir suchen die Punkte auf dem Ellipsoid, bei denen der Gradient parallel zum Norma-
lenvektor (1,1,1) der Ebene ist. Setzen wir

2
so miissen wir also grad f(z,y,2) = (4:10, 4y, g) =a(1,1,1) mit einer reellen Zahl a verlangen.

Es folgt, dass
r=y= % , 2 =2a

ist. Einsetzen in die Gleichung des Ellipsoiden fithrt dann zu

a? a? 5 o 2

1 = = — — 2 = — —t = :I:i
flz,y,2) 3 + 3 +a 1° a+ 7
Die gesuchten Tangentialebenen miissen die Gleichung x + y + z = b mit b € R erfiillen, damit sie
parallel zur Ebene = 4+ y 4+ z = 1 sind. Da sie

(,y,2) = (%,%,2@) - (2\1/572\1/5’\;15)

(z Z)_(a; 2= 94 )_(1 b 4)

7y7 4 b 4 b - 2\/5’ 2\/57 \/5

enthalten miissen, finden wir durch Einsetzen die Werte b+ = ++/5. Die Tangentialebenen sind
also

bzw.

t+y+z=v5 und z+y+z=—V5




Offene Aufgaben
5. Sei

(a) z(z,y) = 2% + 32y + 5y? und z(t) = sin(t), y(t) = cos(t).
(b) 2(z,y) = In(a + ) und () = e, y(t) = "

Berechnen Sie die Ableitung % durch die verallgemeinerte Kettenregel. Priifen Sie Thr Re-

sultat durch explizites Ableiten von z(x(t),y(t)) nach t.

Lésung: Die partiellen Ableitungen von z(z,y) sind % = 2z + 3y und g—z = 10y + 3z. Also

erhalten wir fiir

dz 0z, 0z .
P %x(t) + Fyy(t)
= (2x(t) + 3y())&(t) + (10y(t) + 3z ())y(?)
= 2sin(t) cos(t) 4+ 3 cos?(t) — 10 cos(t) sin(t) — 3sin?(t)
=3 — 6sin?(t) — 8sin(t) cos(t) | da sin(2t) = 2sin(t) cos(t)
=3 — 6sin?(t) — 4sin(2t).

Ohne die Kettenregel: z(t) = z(x(t), y(t)) = sin®(t) + 3sin(t) cos(t) + 5 cos?(t) und erhalten
fiir 22 = 2sin(t) cos(t) + 3 cos?(t) — 3sin®(t) — 10sin(t) cos(t) = 3 — 6sin®(t) — 4 sin(2¢).

Die partiellen Ableitungen von z(z,y) sind % = m22fy2 und g—; = mZQ-EyZ" Also erhalten wir
fiir

dz 0z . 0z .
i %x(ﬂ + @y(t)

2x(t) .
= = i(t) +
20+ 2@
—e T2t 4 g2t ) et — et el 4+ et
= 2W | Slnh(t) = T, COSh(t) =
B sinh(2¢)

cosh(2t)’

Ohne die Kettenregel: z(t) = z(z(t), y(t)) = In(e?" + e2") = In(2 cosh(2t)) und erhalten, da

cosh(t) = sinh(t), fiir % = 4sinh(2t) = 250

1
2 cosh(2t)

6. Eine Funktion von drei Variablen f : (z,y,2) — f(x,y, 2) besitzt im Ursprung in den drei

Richtungen
- 3 4 21 2
a = 1; s V), b= <7a77 )7 C = (777777)
a=(1,0,0) B E 0 c 333

die Richtungsableitungen
Dz'z'f(o):?’a Dl_;f(o):_27 Dgf(O):F)

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an die Niveaufliche von f im Ursprung.
Loésung:

Die Richtungsableitung in Richtung @ berechnet sich

Dgf = grad f - d,



wobei @ ein Einheitsvektor sein muss. Dies fithrt in unserem Fall zu einem Gleichungssystem
Daf(0) =3 = f2(0)
3 4
Ds(0) = =2 = 2£2(0) + = £,(0)
2 1 2
Def(0) = 5= =% £o(0) + 5£,(0) + 3 /+(0)

fiir die Komponenten von grad f(0).

Die Losung lautet grad f(0) = (3, ——149, —103) Dabher lautet die Gleichung der Tangentialebene
in 0
19 103
30— —y+ —— 2 = 0.
€T 1 Y+ 3 z

. Fiir welche Tripel von Funktionen ¢,1,x : {(7,y,2) € R3 : y,2 # 0} — R existiert eine
Funktion f, sodass f, = ¢, fy =% und f, = x7

Falls f existiert, geben Sie f explizit an.

(a) ¢
(b) ¢
(c) ¢
(d)

Loésung:

2z z2

(,y,2) =28, d(z,y,2) =3y"2° — &, x(2,y,2) = 2y°2.
(v,y,2) = e¥ + 20y322,  (x,y,2) = ve¥ + 32%9y%2%,  x(x,y,2) = 2223 + z.
(z,y,2) = e*ycos(zy), v(x,y,2)=e*xcos(xy), x(z,y,z)=e*sin(zy).

o( ) =z2€e%, WY(x,y,2) = %sin (%) , x(x,y,2) n (%) + e”,

-
z2

plz,y, 2

(a) Es gelten die Integrabilitéitsbedingungen

Oy = Vg, '(/}z:Xy, Xz = Pz,

wie man durch einfaches Nachrechnen bestétigt. Wir erhalten f durch Integration. (Der
gegebene Differentialausdruck ist auf den beiden Halbrdumen y > 0 und y < 0 definiert,
welche beide achsenparallelen (unbeschrénkte) Rechtecke sind.)

2 2
flz,y,2 /fxxy’ dﬂ?—/ (x,y,z)dx:/?xda::%—kg(y,z)

Aus
2

X 2 ! X
3yz—? wm%@:@w%az—?+%m@
erhalten wir

9(y,z) = /3y2z2 dy = y*2* + h(2).
22
Damit ist f(z,y,2) = m + 1322 + h(z), und aus

29%5 = x(#,9,2) = fo(w,2) = 24°2 + W (2)
erhalten wir h/(z) = 0, also h(z) = c. Somit ist
2

X
f(z,y,2) = m +y°2% + e

Genauer ist

22
4324 firy >0
Y

fl@y,2) =1 7,
x
P24 firy<o0
Y

wobei wir die Konstanten ¢ und ¢ in den beiden Halbrdumen beliebig wahlen kénnen.



(b) Wie in a) priift man die Integrabilitdtsbedingungen. Es gilt ¢, # x,. Der gegebene
Ausdruck ist daher kein vollstéindiges Differential.

(c) Es gelten die Integrabilitdtsbedingungen

‘py:wxy '(/}z:Xy, Xz = Pz,

wie man durch einfaches Nachrechnen bestétigt. Wir erhalten f durch Integration.

fla,y,2) = / o(@,y,2) do = / ey cos(ay) da = ¢* sin(zy) + g(y, 2)

Aus
! 2
e*xcos(zy) = Y(z,y,2) = fy(x,y,2) = e*wcos(xy) + gy (y, 2)
erhalten wir

g(y,z) = /Ody =0+ h(z2).
Damit ist f(z,y,2) = e*sin(zy) + 0 + h(z), und aus
e*sin(zy) = x(z,y, 2) = f2(z,y,2) = e sin(zy) + 1 (2)
erhalten wir h/(z) = 0, also h(z) = ¢. Somit ist
f(z,y,2) = e®sin(zy) + c.

(d) Wie in c) priift man die Integrabilitdtsbedingungen. Es gilt 1, # x,. Der gegebene
Ausdruck ist daher kein vollstédndiges Differential.

8. Gegeben ist die Funktion
i (z,y,2) — 2® + 4o +y* + 22 +5.
Berechnen Sie die globalen Extrema von f auf der Kugel
B ={(z,y,2)|z* + y* + 2% < 16}.

Lésung: Lisungsweg 1 (mit Lagrange-Multiplikatoren):

Zuerst betrachten wir die Punkte im Inneren des Kugels B. Fiir die Extrema im Inneren gilt
grad f(z,y,2) = (0,0,0); also

grad f(x,y,2) = (2z + 4, 2y, 2z) = (0, 0, 0) .

Somit ist der Punkt (—2,0,0) ein moglicher Extremum von f. Wir betrachten jetzt die kri-
tischen Punkte von f im Rand B = {(z,y,2)|z? + y* + 2* = 16} von B:

Sei g : (2,y,2) — 2% +y? + 2% — 16. Es ist klar, dass B eine Niveaufliche von ¢ ist
und dass fiir alle (z,y, 2)
grad g(z,y, z) = (2, 2y, 22)
ist. Nach dem Satz der Lagrange-Multiplikatoren existiert fiir jedes Extremum von f auf 0B
ein )\, sodass
grad f(fl?, Y, Z) =A- gradg(x, Y, Z)
gilt. Wir erhalten also das folgende Gleichungssystem:

2 +4 =2\ )
2y =2\y (I1)
22 = 2\z (I11)
P 4+y*+22=16  (IV).



Aus (IT) folgt, dass A = 1 oder y = 0; analog folgt aus (III), dass A = 1 oder z = 0. Die
Bedingung A = 1 ergibt jedoch nach dem Ersetzen in die Gleichung (I) ein Widerspruch.
Somit miissen y = z = 0 sein und folgt aus der Gleichung (IV), dass = +4.

Wir haben also aus dem Rand zwei Kandidaten fiir Extremalstellen: (—4,0,0) und (4,0, 0).
Wir vergleichen in der néichsten Tabelle die Werte der Funktion f an diesen Stellen:

(xa:%Z) ‘ (727070) (7470a0) (47030)
f(z,y, 2) ‘ 1 5 37

Das Minimum von f betréigt also 1 und wird im Inneren im Punkt (—2,0,0) angenommen.
Das Maximum betriigt 37 und wird auf dem Rand im Punkt (4,0,0) angenommen.

Lésungsweg 2 (geometrische Losung):

Die Niveaufldchen von f sind gegeben durch
P44+ + 22 +5=c

oder
(x+2)2 4+ +22=c—1.

Es sind also Kugeln mit Zentrum (—2, 0, 0). Daraus folgt, dass f das Minimum 1 in (-2, 0, 0)
annimmt und das Maximum 37 in (4, 0, 0).



