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MC-Aufgaben

1. Die Koordinatentransformation

bildet Kreise auf Kreise ab.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

Fiir (u,v) € R? mit u? 4+ v? = k? gilt es z(u,v)? + y(u,v)? = 4(u? +v?) = 4k?, also wird ein Kreis
mit Radius k£ auf einen Kreis mit Radius 2k abgebildet.

Geometrisch: Die Transformation entspricht einer Stauchung um den Faktor 2 gefolgt von einer
Drehung um 90 Grad im Uhrzeigersinn. Folglich bleiben Kreise erhalten.

2. Bestimmen Sie den Schwerpunkt des Gebiets

B={(z,y) eR?*:0<z <7, 0<y<sin(z)}.
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B besteht aus der Fléiche zwischen der x—Achse und der Funktion sin(x) von 0 bis 7. Seien (zg, ys)
die Koordinaten des Schwerpunktes. Aus Symmetrie gilt es x5 = 5. Fiir yg gilt es

ysFp = / / ydF,
B

wobei Fp der Flacheninhalt von B ist. Es gilt
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Also ys = 3.



3. Betrachten Sie das Integral

1 x
I:/ / rdydz.
0o Jo

Welche der folgenden Integrale sind gleich I?

(a) /Ol/oyydwdy
(b) /Ol/oy:cdxdy
(c) /Ol/ylxdmdy

Das Integral (a) entsteht aus I durch Vertauschung der Variablen = und y. In (c) ist der Integra-
tionsbereich durch dieselbe Bedingung wie bei I, ndmlich 0 < y < x < 1, gegeben. Da auch der
Integrand gleich ist, stimmen diese beiden Integrale iiberein.

Um zu sehen, dass (b) nicht richtig ist, gibt es mehrere Moglichkeiten. Méglichkeit 1: Es wird
iiber die Region 0 < < y < 1 integriert, der Integrand ist derselbe. Intuitiv stimmt (b) daher
nicht. Eine Rechnung bestétigt dies:

1 Yy 1 xQ Yy 1 92 371 1
Y Y
mdxdy:/ [} dy:/ “dy = {} =,
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/ / xdydxz/ [zy]g dx:/ z2dz = {} =,
0o Jo 0 0 31, 3

Modglichkeit 2: Vertauschen wir die Variablen x und y, so hat das Integral die Form

1 T
/ / ydydx.
o Jo

Es wird also beide Male iiber die Region 0 < y < = < 1 integriert, einmal allerdings ist der
Integrand gleich x, das andere Mal gleich y. Nun ist aber fast immer y < z, es muss also das
Integral in (b) kleiner sein als I.



4. Sei B = {(z,y) € R? | “”2—2 +y? < 1} die gefiillte Ellipse (0,0) mit Hauptachsen /2 und 1. Dann

gilt es
// (2—x2—2y2)dF§//(2—m2—2y2)dF
D B

fiir alle Gebiete D C R2.
(a) Wabhr.

(b) Falsch.
Sei D C R? ein Gebiet. Wir schreiben

D={(z,y) €D |2—2*>-2y* <0} U {(v,y) €D |2 —2*—2y*> >0} = D; UDs.

=:D =:Do

Daher

/ (2 — 2% — 2y*)dF = (2 — 2% — 2y*)dF =
D D1UD>

© / (2 — 22 — 2y%)dF + / (2 — 2% — 22)dF
Dy Ds

(%)
< / (2 — 2% — 2¢y*)dF
D>
wobei (x) ist giiltig, da in unserem Fall D1 N Dy = () ist, und die Ungleichung (*x*) folgt aus der
Monotonie des Integrals und nach Definition von D;. Wir beachten, dass
22
7+y2g1 s 2—22—-242>0,

also
B = {(x,y) € R? | 2 — 2% — 2y* > 0}.

Insbesondere gilt es Dy C B und mit Monotonie des Integrals folgt es, dass
/ (2 — 22 — 2y*)dF < / (2 — 2?2 — 2y*)dF < / (2 — 22 — 2y*)dF
D Ds B

fiir beliebige Gebiete D giiltig ist, und also, dass B die gewiinschte Bedingung erfiillt.



5. Berechnen Sie das polare Flichentrigheitsmoment

H(D) = [[ (@ +47?) dady

eines gleichseitigen homogenen Dreiecks mit Kantenlinge a > 0 beziiglich seines Schwerpunktes
S =(0,0).

(a) 0

(b)  4v/3a?
V3

(©) 316"

(d) ot

Wir withlen ein Koordinatensystem so, dass S = (0,0) und eine der Ecke des Dreiecks auf der
positiven y-Achse liegt.

Aus Symmetriegriinden erhalten wir

Jo = 6// (2 +y?) dady,

wobei D’ das Dreieck ASM bezeichnet. Es gilt

A=(8 =5,
und die durch SA bestimmte Gerade hat die Gleichung
1
Y= —ﬁx.
Wir erhalten
0 —V3y 0 23 -3y 0
Jo = 6/6ﬁa/0 (22+y?) dady = 6/;{% [3 + ny]O dy = G/Gﬁa {—\/§y3 _ \/§y3} dy =

0 410
y V3,
=—2.6- Sdy=-2-6- o = .
6\/§/ny Y 6\/5{4}& 3.16%




Offene Aufgaben
6. Betrachten Sie die Koordinatentransformation

z(u,v) = 2u+ v,
y(u,v) = u—3v.
(a) Es bezeichne R das Einheitsquadrat in der zy-Ebene, also R = [0, 1] x [0, 1]. Skizzieren
Sie den Bereich R der uv-Ebene, der unter dieser Transformation entsteht.

(b) Berechnen Sie die Eintrige und die Determinante der Matrix

oz Oz
_ ou
J = oy .
ou

(¢c) Vergleichen Sie das Resultat aus (b) mit dem Verhéltnis der Flichen von R und R.

Lésung:

(a) Durch Umformungen erhalten wir

+ 7Y
Y.

3
=3r+7

1 2

¥ 7
Die vier Eckpunkte (0,0), (0,1), (1,0) und (1,1) des Einheitsquadrats in der xy-Ebene
werden nun zu den vier Punkten (0,0), (1/7,—-2/7), (3/7,1/7) und (4/7,—1/7) in der
uv-Ebene. Da unter einer linearen Transformation Geraden erhalten werden, muss der
Bereich R also folgende Form haben:

1/7

R /- -

Es gilt

oz

_ ou

J = Oy -
ou

Folglich ist die Determinante gleich —7.
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Die Fldche in der uv-Ebene ist 7-mal kleiner, also genau um den Faktor der Determi-

nante der Matrix J.



7. Gegeben sei eine stetige Funktion f: R? — R. Jedes Doppelintegral unten ergibt sich aus
der Berechnung des Gebietsintegrales von f {iber ein gegebenes Gebiet S.

Vi—z2
/ / f(z,y)dy dz.
Vi—z?
(b) / / f(z,y)dy dz.
sin(z/2)

Skizzieren Sie jeweils das Gebiet S und vertauschen Sie die Integrationsreihenfolge.

Loésung:

a) 1, f fxy)dxdy

Sl —_—
-1 -0 0.0 05 1o

) fi)l ff2arcsiny f(x,y) dl‘dy + fO fa:;cs?rrlc;;my f(xvy) dl‘dy

8. (a) Berechnen Sie

// z2y? dF,
D

wobei D das durch die Kurven y = 2 und y = 1 eingeschlossene Gebiet bezeichnet.

(b) Berechnen Sie
/ / ze® Y dF,
D

wobei D = [0,1] x [0, 1] das Einheitsquadrat bezeichnet.

Losung:

(a) Es gilt

1 el 1 3 1
// 2?y? dF :/ / 2?y? dy dz :/ z? [] dx
D —1J22 -1 3 2



(b) Es gilt

1,1 1 1
// ze” TV dF = / / ze” Y dydr = / x [e"tY] yi(l) dz = / z (et —e”) da.
D 0o Jo 0 v= 0

Mittels partieller Integration erhalten wir

1 1
/ z(e"th —e”) do = [m(e“‘l—ex)]zz(l)—/ ("t —e") da
0 0
262—6—[emH—em]izézez—e—(e2—e—e+l):e—l.

9. Sei S = {(x,y) €[0,1)%: (z — 1) + ¢y > 1}.

Y

Berechnen Sie den Schwerpunkt von S.

Lo6sung: Sei Fg die Fliche von S. Da S ein Einheitsquadrat minus einen Viertelkreis von
Radius 1 ist, gilt

m
FSZI—Z

Fiir die z-Koordinate xg des Schwerpunkts gilt

Fsxg = /01 /\;deyd:c
-/ 1= I = 1eds

-1/ TS @ )ade

_ /01 M(u + 1)du

0 0
—/ val —u2udu—/ V1 —u2du.
-1 -1

N = N

Wir haben

0
/ V1 — u?du = Flidche(Viertelkreis) = g

-1

Andererseits gilt per Substitution v = 1 — u2, dass

0 1 3/2
1 1 1
/ \/1—u2udu:—f/ Vodv = Y —=
-1 0

2 232 3

Insgesamt ergibt sich

1 1 7 1
- ST 2) ~0.2234
s 1—1(2 4+3>



Aus Symmetriegriinden liegt der Schwerpunkt auf der Geraden y = 1 — z, also gilt

Yys = 1-— Trs ~ 0.7766.

10. Fiir eine zweimal differenzierbare Funktion f : (z,y) — f(z,y) in zwei Variablen ist der
Laplace-Operator definiert als

Af = f zx T f yy-
Nach einer Koordinatentransformation nimmt der Laplace-Operator in Polarkoordinaten die
Form 1 !
AfEfpp‘F;fp‘Fﬁftpw (1)

wobei f(p, ) = f(pcosp, psin) die Funktion f nach Transformation zu Polarkoordinaten
ist.

Sei nun f : (z,y,2) — f(x,y, 2) eine zweimal differenzierbare Funktion in drei Variablen.
Der Laplace-Operator von f ist

Af = farx + fyy + fzz-
(a) Berechnen Sie Af fiir f(z,y, 2) = 2%y + 2x2~1 + sin(x2).

(b) Wie kann man die Formel aus (1) erweitern, um Ajf in zylindrischen Koordinaten zu
darstellen?

Bemerkung: Die zylindrische Koordinaten sind durch die Transformation

z(p,p,z) = peos(p), ylp,p,2) =psin(e), z(p,p,z) =z,

gegeben, wobei p > 0, ¢ € [0,27] und z € R.
(c) Berechnen Sie, unter Zuhilfenahme von Teil (b), Af fur

1
f(‘rayaz) = — arctan (g) — Zz\/m
z x

und x,y,z > 0.
Losung:
(a) Es gilt f, =22y + 2271 + 2z cos(xz), fy, =2 und f, = —22272 + zcos(zz). Also gilt
Joz = 2y — 2% sin(x2),
fyy =0,
for = 4x273 — 2% sin(z2).

Folglich ist
Af =2y + 4wz — (2 + 2%) sin(z2).

(b) Sei f(p,p,2) = f(pcosp, psiny, z). Da die Koordinatentransformationen xz(p, ¢, z) und
y(p, ¢, z) unabhéingig von z und die selben wie im Polarkoordinaten Fall sind, der zwei
Variablen Fall (1) gibt

~ 1~ 1 ~
few + fyy = fop + ;fp + ﬁfwﬁ'
Mit der verallgemeinerten Kettenregel erhalten wir
fz:fppz +ftp§0z +f. 2. =f.
=0 =0 =1

Insgesamt erhalten wir

~ 1~ 1 ~ ~
Af = fpp + ;fp + ?ftptp + fzz~



(c) In Zylinderkoordinaten haben wir f(p, p,2) = pz~! — 22p. Also gilt

1
z

s s s r r ¥
f,():72zv fpp:Oa fgaz ) ftptp:oa fzziﬁizpv

Folglich ist
~ 1~ 1~ ~ 20 2z
Af(x,y,z) = fpp+ ;fp"’ ?ftptp"’fzz = 273 -

Die Umkehrformeln fiir die Zylinderkoordinaten lauten

p(z,y) = Va2 +y?, ¢(z,y) = arctan % z =z,
sofern x > 0, y > 0. Einsetzten in die obige Gleichung gibt

2z 2arctan ¥

NCEa R

Af(x,y,z) ==
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