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Losung Serie 16

MC-Aufgaben

1. Es sei B ein Bereich in der (z,y)-Ebene und B der via Polarkoordinaten entsprechende Bereich
in der (p, p)-Ebene. Welchem Integral entspricht [ fB xy dz dy?

(a) / /~ p?singcospdpdyp
B

(b) / /~ p3singcospdpdyp
B

(c) / /~ p3sin g cos?pdpde
B

Die allgemeine Formel lautet

// f(z,y)dedy = /ﬁf(pcosw,psinso)pdpdsoo
B B
Also ist (b) richtig.

2. Es sei

I:// Va? +y?dF,
D

wobei D das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (1,1) bezeichne. Je nach Wahl des
Koordinatensystems und der Reihenfolge der Integration ldsst sich I auf verschiedene Arten als
zweifaches Integral ausdriicken. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

1 T
(a) I:/ / Va2 +y?dyde
o Jo

_ % ﬁQ
(b) I= - p~dpdep

1
(c) I:/ / vaz+y?dedy
0o Jo

Beim dritten Integral wird iiber das Quadrat mit Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1) und (1,1) inte-
griert.



3. Das Integral der Funktion f(z,y) := /4 — 22 — y? iiber der Menge

Bi={(z,y) R |2,y > 0,2° +y* <4}

ergibt

(a) .
(b) 1=,
(c) 8
(@ o=

In Polarkoordinaten -
B = {(P, 50) | p e [032]790 € [07 5]}

Das Volumenelement is dF = pdpdy und 4 — 22 — y? = 4 — p?. Dann

T2 2 4 4
// de=/ /\/4—,02pdpdso=g/ \/4—02pdp=z/ Vads = =,
B 0 0 0 0

4 3

wobei wir die Substitution s = 4 — p? benutzt haben.



4. Welche Parametrisierung in Kugelkoordinaten passt zu dieser Zeichnung?
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@) {re,
(b) {(rp.0)|1<7r <3}

| r=

0)
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() {(r,p,0)|r=4cosf,0<0< 7T}
0)

(d) A{(re,

(a),(b),(c) sind nicht moglich, denn um Punkte mit z-Koordinate kleiner als 0 zu beschreiben,
muss 6 im Intervall [7, 7] liegen. Mit der folgenden Zeichung sieht man, dass (d) die korrekte
Parametrisierung ist.

|r:5m9,0<9<7r}

2
— =sinf
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5. Sei T ein Tetraeder mit Eckpunkten (0,0, 0), (1,0,0), (0,2,0), (0,0,3).

Berechnen Sie das Integral
[ ] [ 1@v.zav,
T
mit f
(a)
(b)
(c)

—~

T,y 2) =z +y.

Bl Wl

N[

Es gilt:

1 p2-2z 3-3z—3y 1 p2-2z 3 3,3
/ / / (z + y)dzdyde = / / (z+y)2]—y " *Ydydz =
o Jo 0 o Jo

1 p2-22 3 1 p2-22 9 3
= / / (z+y)(3 =3z — —y)dydx = / / (32 — 322 — Zay + 3y — —y?)dydr =
o Jo 2 0o Jo 2 2

1 ) ,

= [ e sty 3 oty - 5 e

1 o ) o ;
:/0 [(3x—3x2)(2_2$)+(3_gm)(2 22 22 32 P

1 2 4

3
= / (6 — 152 4+ 122 — 32® — 4(1 — 2)*)dx = [6x — 15% + 423 — 3% +(1—2)Y = 7
0

6. Gegeben ist ein Zylinder Z (Dichte 1) mit Radius R und Hohe A der senkrecht auf der zy-Ebene
steht. Welches der folgenden Integrale in Zylinderkoordinaten beschreibt das Triagheitsmoment J
des Zylinders Z beziiglich der z-Achse?

(@) [T [ S pdzdpdy
(b) fo% fOR Oh p?dzdpdy
(© STy o dzdpde

(d) fo% foR foh P4 dzdpdyp

Das Tréigheitsmoment bei konstanter Massendichte 1 ist das Integral [ [ [(2? 4+ y?)dzdydz. In
Zylinderkoordinaten transformiert es sich zu

///ﬁww@w

iiber ¢ € [0,27] und z € [0, h] sowie p € [0, R].




Offene Aufgaben

7. Das Tragheitsmoment eines homogenen geraden Kreiskegels K mit Masse m und Grundkreis-

radius R beziiglich einer Rotationsachse, die parallel zur Kegelachse ist, betréigt %mR? Wie

gross ist der Abstand zwischen der Rotationsachse und der Achse des Kegels?

Losung: Seien die Koordinaten so gewihlt, dass die Achse von K mit der z-Achse iiber-
einstimmt und die Grundflache vom Radius R auf der zy-Ebene liegt. Sei H die Hohe des
Kegels.

Wir berechnen das Tragheitsmoment von K beziiglich seiner Achse mit Zylinderkoordinaten.
In Zylinderkoordinaten

H
K={(p,p.2)|0<p<Ro<p<2m0<z<H-—5p}

K
P

Da der Kegel homogen (mit Dichte 1) ist, haben wir

2r pR ,pH-%p R H .
Jo = /// 2?4 yP2dV = / / / P’ pdzdpdyp = 27r/ p*(H—=p)dp = —HR*.
K o Jo Jo 0 R 10

Wir beachten, dass

2m R H—%p T
mz/// 1dV:/ / / pdzdpdy = — HR?
K 0 0 0 3

_3 2
J()—ERm

und somit

Nach dem Parallelelen-Achsen Theorem gilt es: J = Jy + md? und somit

I =do 1 (11 3 1
d= — _\/m<2ORm 1ORm —2R.




8.

(a) Die Oberfliche einer Insel sei gegeben durch
Floy) = e~ @RS g2,
Berechnen Sie das Volumen der Insel, welches iiber der Wasseroberfldche (Hohe z = 0)
liegt.
(b) Sei K der endliche Korper, der im ersten Oktanten (d.h. x,y, z > 0) durch den Zylinder
y? + 22 = 9 und die Ebene x = y begrenzt wird.

Erstellen Sie eine Skizze dieser Situation und berechnen Sie anschliessend das Volumen
von K.

Losung:

(a) Die Oberfliche der Insel ist der Teil des Graphes der Funktion f, welcher oben der
zy-Ebene liegt. Also ist das Volumen der Insel gegeben durch Integration von f iiber
den Bereich

B = {(z,y) € R?| f(z,y) > 0}.
Wir 16sen die Ungleichung f(z,y) = e~ (@ +¥°)/8 — =2 > 0,
e (@ +y?)/8 _ -2 >0 e~ (@ +y*)/8 > e 2
& (2 +y%) /8> -2
< 2? +y? < 16.

Also ist B eine Kreisscheibe von Radius 4. In Polarkoordinaten

5 o 4 27 22
V= // e @HYI/E _ o2 :/ / (e”F —e ) pdpdp
B o Jo
12

=27 —46_%2 —e_2p—2 4:271'(4——)
2, e2’

(b) Der Korper K wird durch die zy-Ebene, die yz-Ebene, die {x = y}-Ebene und den
Rotationszylinder mit Radius 3 um der z-Achse begrenzt (siehe Figur).




Um eine Parametrisierung von K zu finden, betrachten wir fiir alle 0 < zy < 3 den
Schnitt von K mit der Ebene {z = zo}.
Fiir ein fixes zg € [0, 3] liegt die y-Koordinate eines Punktes von K zwischen zg und 3.

2=0
y =0 3 y

@
I
&,

(3,-3,0)

Die folgende Figur zeigt den Schnitt von K mit der Ebene {z = x¢}.

z

—

Y=o

Also gilt
Km{x:xo}:{(fo,yaz) \$0§y§3,0§z§ M}a
und somit
K= |J Knfe=u})={(ry,2) |0 <30 <y<3,0<2< 542}
O§$o§3



Das Volumen ist nun
3 13 p/9—y2
V:///dV:/// dzdydx
K 0o Jz Jo

3 3

z/ / V9 — y2dydz
0 T

ol [ 3

® / [ 9 — y2y + 9 arcsin y} dx

3 Yy=x

/ — = xmf 9 arcsin gdx =
" Lo ’
(=) 1 {gﬂz + § —2?)% — 9v9 — 22 — 9z arcsin — 3

2 |2 .
1,270 27w 932
BEL R e B

wobei
(*) kann mit partieller Integration [ /9 — y?- %dy oder wie im Kapitel I11.5 berechnet
+

werden, und
(**) kann auch mit partieller Integration [ arcsiny- %dy berechnet werden (siehe Kapitel
!

IIT.4 im Skript).

9. Ein gerader Kreiszylinder mit Radius R, (22 + y* < R?), und Hohe H, (0 < 2z < H), habe
eine Dichte von 0(z,y, 2) = 1+2%+y?+2. Berechnen Sie die Masse und das Trigheitsmoment
bei Rotation um die Achse a = {(1,1, 2) | z € R}.

Loésung: In Zylinderkoordinaten

v = peos(y)
— psin(e)

= z
ist das Gebiet gegeben durch
p €0, R, p €0, 2], z € [0, HJ.

Das Volumenelement ist pdpdpdz, die Dichte 6 = 1+ p? + 2.

m = // / 0dVv.
v
also berechnen wir sie zu

H 2r /R H /R
m:/ / / (1+p2+z)pdpd<pdz:27r/ / (14 p* + 2)pdpdz
o Jo Jo o Jo
H rR H R H R
27r(/ / pdpdz +/ / pidpdz +/ / zpdpdz)
o Jo o Jo o Jo

2 4 2 P2 2
27T(Hf +Hf +H4R):7TIZR (2+ R*+ H).

Das Trégheitmoment beziiglich der z-Achse ist gegeben durch

Jo ://ve(a:2+y2)dv

Die Masse ist gegeben durch




Mit /22 + y2 = p, dV = pdpdpdz lautet das Trigheitsmoment in Zylinderkoordinaten:

H 2m R H R
Jo = / / / (1+ p* + 2)p*pdpdpdz = 27T/ / (1+ p* + 2)p°pdpd=
o Jo Jo o Jo

H (R H R H R
27?(/ / pgdpdz—F/ / p5dpdz—|—/ / ngdpdz)
o Jo o Jo o Jo

HR* HRS H?R'\ nHR* ,
= ar(T -+ — ) = "5 (6+ 4R+ 3H).

Die Distanz zwischen der z-Achse und der Achse a ist d = V12 + 12 = /2. Mit dem
Parallelachsen-Theorem folgt

mHR?

H 4 2 4
J = Jo+md® = %(6+4R2+3H)+2~ (2+R*+H) = nHR? (Iz(G +H)+ % + H + 2) .

10. In der zy-Ebene werde der Bereich B durch die Strecke von (0,0) nach (1,0) und dem
Kurvenbogen mit der Polardarstellung p = sin(%), 0 < ¢ < 27 begrenzt.

Berechnen Sie das Volumen des iiber dem Bereich B liegenden Teils der Einheitskugel

{(z,y,2) : 2® +y* + 22 < 1}.

Loésung: Zur Berechnung eignen sich am besten Polarkoordi-
naten (p, ).

B={(p7w):0§pésin(§)7 0<¢p <2}

V =[5 V1—p?dF mit dF = pdpde.




