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MC-Aufgaben

1. Betrachten Sie die Funktion f: R? — R? erklirt durch die Vorschrift

(z,y) = (%;f) :

Es sei J(z,y) die Jacobimatrix der Funktion f an der Stelle (z,y). Welche der folgenden Aussagen
ist wahr?

(a) detJ(x,y) =1 fiir alle (x,y) € R%

(b) det J(z,y) # 0 fiir alle (z,y) € R2.

(z,y)
(z,y)
(¢) detJ(z,y) =0 genau dann, wenn (z,y) = (0, 0).
(d) detJ(z,y) = 16 auf der Menge M = {(z,y) € R? | 2% + y*> = 1}.
Die Aussage c) ist die richtige, denn

20 —2y

det J(z,y) = 9 2

=4(2* +9?).

2. Die Funktionaldeterminante der Koordinatentransformation #(u, v) = (au cos v, businv) ist

(c) abu(cos? v — sin?v).

() (acosv —ausinv>

bsinv  bucosv

Die Funktionaldeterminante ist die Determinante der Jacobimatrix der Transformation. Also

det [Tv Tv) = et (GC°V TausmUY abu(cos? v 4 sin® v) = abu.
v Yo bsinv  bucosv



3. Das Volumenelement der Koordinaten, welche in der untenstehenden Abbildung definiert sind,
ist gegeben durch

(a) p?cosBdpdadp.

(b) pcosadpdads.

(c) p?sinBdpdads.

(d) pdpdadg.

(e) psinfBdpdads.

Die kartesischen Koordinaten werden wie folgt durch die Koordinaten (p, 3, o) ausgedriickt
x=pcosacosf, y=psinacosf und z=psinf,

wobei 0 < p < 00,0 < a <27 und —7/2 < 8 < /2. Das Volumenelement ergibt sich dann aus
dV = dzdydz = | det(J)|dpdad 8 mit

; Ay, 2) c'os((a)) cos((gg —r sirz(o;) cos((ﬁﬂ)) —r cgsga)) Slng;
A, B) sin(g) 0 7 cos(3)

= |det(J)| = p?cos 3
Also ist (a) die richtige Antwort.



4. Die Ableitung von fol %I"Lt)dx nach ¢ ist
(0) sns

x

(b) cost
©

1 cos(z
(d) [y <t

Durch Vertauschen der Ableitung und Integralzeichen erhalten wir

1 1 . 1 1 . .
d sin(xt) o — / d (sm(xt)) do = / cos(xt) L 4o = / cos(at)dz — sin(xt) |1 B y
0 0 0

dt |,  x dt x x t =0 ¢

5. Sei g : R — R stetig. Die zweite Ableitung von [ (z — s)g(s)ds nach z ist

(a) g()

(d)  g'(x) +9(x)
Sei I(z) = [ (z — s)g(s)ds. Durch Vertauschen der Ableitung und Integralzeichen erhalten wir

T

I'(x)z(az—z)g’(z)-l—(O—z)-O—i-/ l-g(t)dt:/oxg(t)dt.

0

Nach dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung folgt

@) = 4 [ ot = g(a).




Offene Aufgaben

6. Berechnen Sie das oberhalb der Ellipse 22 4+ 4y? < 1 und unterhalb der Fliche z = 1 — 22
liegende Volumen.

Hinweis: Finden Sie Koordinaten in der xy-Ebene in denen die Ellipse eine besonders einfache
Form hat.

Lésung: Das Volumen erhiilt man durch Integration von f (z,y) = 1 — 22 iiber die Fliche
A C R2, die durch die Ellipse 2% + 4y? = 1 begrenzt ist:

V= //Af (2, 1) dady.

Mit folgendem Koordinatenwechsel (z,y) — (s, )

x = scos(yp)
= Zsin(y)
Yy = 2 P
vereinfachen wir das Problem. Die Ellipse ist nun durch die Gleichung s = 1 gegeben. Die
Funktion f ist gegeben durch f (s,¢) = 1 — 52 cos? ().

Mit Hilfe der Jacobideterminante findet man: daxdy = Sdsde.
So wird das Integral zu

[ r@waa = [ [7 50 a0
= %/01 /027r (s — 5% cos® () depds
- %/1 (2ms — ms®) ds

0
1




7. Berechnen Sie das Volumen des Korpers K, welcher von der Sphére
{(z,y,2) e R® | 2® + 4> + 22 =19}
und dem Hyperboloid
{(z,y,2) eR® | 2?2 + 9> — 2% = -1}
eingeschlossen wird, und oberhalb der zy-Ebene liegt.

Losung: Um den Kérper K zu parametriesieren bestimmen wir zuerst den Schnitt der zwei
Fléchen.

{z2:19—x2—y2

= 19-22 -y =1+22+y’ =22 +4°=9
22 =1+22+4?2 Y Y Y

und 22 = 1+ 22 + y? = 10. Also der Schritt ist der Kreis von Radius 3 in der Ebene
{z = v10}.

So der Korper besteht aus allen Punkten, die oberhalb des Hyperbolids und unterhalb der
Sphére liegen.

Wir parametrisieren K mit Zylinderkoordinaten: der Winkel ist ¢ € [0,2n] und fiir ein
p €10,3] gilt es

PP +1<2%<19—p?
und da z >0

PP+1<2</19—p2.




Also

K:{(p,cp,z) | pE [0,27’(],/)6 [073}7 \/p2+1§2§ \% 197102}

21 p3 py/19—p2
V:///dV:/ // pdzdpdp
K o Jo Jy1+p?
3
=27T/ p(\/19 = p* = /1 + p?)dp
0
3 3
= 27r/ V19 — p2pdp — 277/ V14 p?pdp
0 0
10 10
=-7 Vydy — Vydy
19 1
2
—gw(m\/ﬁ —19v19 4+ 10V10 — 1)
2
gw(wx/ﬁ — 2010 + 1).

Wir rechnen

8. Wenden Sie eine angemessene Variablentransformation an, um das Integral

// e%d:ﬂdy
s

zu berechnen, wobei S das Dreieck ist, welches durch die Gerade x + y = 2 und die zwei
Achsen begrenzt wird.

Loésung: Wir betrachten die Koordinatentransformation

u(z,y) =y —=x
v(z,y) =y +.

Um das Volumenelement dzdy in den Koordinaten (u, v) zu schreiben, miissen wir x(u, v), y(u, v)
bestimmen. Wir l6sen
U=1y—2x
v=y+zx
v—Uu

nach z,y und erhalten z(u,v) = *5* und y(u,v) = 5
Jacobi-Matrix der Transformation gleich

_1 1
det <x“ x”) = det ( 12 %
Yu Yo 5 3

Somit gilt es dedy = Jdudv. Die Fliche S in der (u, v)-Koordinaten ist

S={(u,v) |0<v <2 —v<u<v}

— X ’U.l u
//eg?dmdyz//evfdudv— / / ev —7/ vev [V _
5 5

1 [? 1
—5/0 v(e—;)dv—e—g

Somit

_dv




9. Es bezeichne T' die Transformation
_ (x(u,v)\ _ (ucoshwv
Tlu,v) = (y(u,v)) o (usinhv) ’
(a) Berechnen Sie die Jacobideterminante von T

(b) Es sei
B={(a,y) R |1<a® —y? <4,-T <y< To >0}

Skizzieren Sie und parametrisieren Sie B durch (u,v), d.h. bestimmen Sie das Urbild
B =T~Y(B) von B unter der Transformation 7.

(¢) Berechnen Sie
//ef(xtyZ)dF.
B

Losung:

(a) Die Jacobideterminante ist

Ty Ty coshv wusinhov) 322
det(u yv>—det (sinhv ucoshv)_uCObh v —usinh®v = w.

(b) Der Bereich B liegt zwischen den zwei Hyperbeln 2% —y? = 1, 22 — 4% = 4 (z > 0) und
den Geraden y = £3.

-2

Um B mit den Koordinaten u,v zu parametriesieren, miissen wir das Urbild T—!(B)
bestimmen:

B=T"YB)={(u,v) € R? | T(u,v) € B}.
Es gilt

1< u? cosh? v — u? sinh? v <4

7uc205hv S wsinh v S ucogshv

ucoshv >0

1<u?<4
1 sin hv 1
= 2 < cosh v < 2




Wir haben benutzt, dass coshv > 0 fiir alle v und dass, tanh™'(v) monoton steigend

ist. Somit

5 1 1
B:{(u,fu)eRZ\1§u§2,—n73§v§n73},

(¢) Wir benutzten die Koordinatentransformation 7" um das Integral zu berechnen. Aus
(a) ist das Fliachenelement dF = ududv.

In3

o L, - R
//e(‘r y)dF://euududv:/ /ue“dudv
B B 711123 1
In3 W3\ [* . 1 e
= —_— —_— —u :1 ——e
( 5 + 5 )/0 ue” * du n3{ 26 L

In3, 1 1
5 G

10. (a) Berechnen Sie den Betrag der Determinante der Jacobi-Matrix fiir die Koordinaten-
transformation von Kugelkoordinaten in kartesische Koordinaten.

(b) Vergleichen Sie das Resultat aus (a) mit der Determinante der Jacobi-Matrix fiir die
Koordinatentransformation von kartesischen Koordinaten in Kugelkoordinaten.

Losung:

(a) Die Transformationsgleichungen von kartesischen Koordinaten in Kugelkoordinaten lau-
ten

r(z,y,2) = Va2+y?+ 22

o(z,y,2) = arctan (g) + ki wobei
x

0 firz>0,y>0
= 1 firx<0
= 2 firz>0,y<0

fiir \/22 + y2 #£ 0.

e
|

0 = I arct z
(r,y,2) = E—arcan \/TTyz

0 0
Daraus kann man die Jacobi-Matrix J = M berechnen.
(z,y,2)
1o} 1
T 2x = < (analog fiir y und 2)
Oz 2/2? +y? + 22 Va2 +y? + 22
Q% _ 1 -y -y
oz 1+(£>2 2 2?4 y?
dp 1 1z
R
dp
£ 0
0z
00 -1 —2T Tz (analog fiir 1)
- _ = analog fiir y
O 1t @2+ @R+ )V
00 -1 1 2y
0z 1+1227ny2\/$2+y2 22 + 2 + 22
= oy =z
N Va2ty24-22 Va2 +y? 422
A(r,¢,0) I L 0
=>J=—""" = z21y2 242

8(33, Y, Z) zz yz —v/x24y?
(22492 +22) /a2 4y?  (a24y2+22)y/a24y2 PHUTHE




Die Jacobi-Determinante ist dann
det(]) = g2 (x2 + y2) 222 g2 (xz + yz) 2,2
(22 + 2 + 22)3/2 (22 + y2)3/2
(@ +97) (2> +9°) + (2® +9°) 2°
(22 4+ 92 + 22)3/2 (22 + y2)3/2
-1
\/x2+y2+22\/x2 +y2.
(b) Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Determinante der Jacobi-Matrix fiir die Koor-
dinatentransformation von kartesischen Koordinaten in Kugelkoordinaten ist det J; =

—r2sin(f). Aus (a)
-1 N e 1 1

det(J) = = = .
et(J) w2+ y? 22 S22 2 r2sin(f) detJ;  detJy

11. Die Funktion F : (0,00) — R sei durch
Fla) = /i arctan(at) dt
O t
gegeben. Zeigen Sie, dass die Ableitung von F' identisch gleich Null ist, mittels

(a) Substitution.
(b) Ableitung unter dem Integral.

Losung:
(a) Um das Integral zu berechnen, verwenden wir die Substitution tan(u) = at, so dass
adt = ﬁdu:
1
o arctan(ot arctan(1) 1 : u
Flo) = [l A ——
0 t arctan(0) tanu cos® u o Slmucosu

Wir beachten, dass F'(«) unabhiingig von « ist. Daraus folgt, dass %F =0.

(b) Wir wenden den Satz iiber das Vertauschen von Ableitung und Integralzeichen (Kapitel
V.5 im Buch) mit der Funktion f(t,a) = %n(at) an. Sie hat stetige partielle Ableitung

1ot 1

t

@)2+1 (at)2+1

foc(t7a) =

Der Satz besagt, dass

d [= d d g
i [ = faag (1) - r00 g 0+ [* e

(5

Somit gilt es

d d [= arctan(at) arctan(at) 1 /1 1
—F(a) = — dt = “~|-— ) -0 ———dt
da (@) da /0 t 1 a? + o (at)2+1
tan(at)]
__T {WHM} __ T LT =
4o o =0 4o 4o



12. Berechnen Sie fol(t In ¢)50d¢.

Hinweis: Betrachten Sie g(a) = fol t*dt und berechnen Sie die n-te Ableitung ¢(™ (a) auf
zwei verschiedene Arten.

Lésung: Sei g(a) = fol tedt. Wir rechnen ¢(™ (a) auf zwei verschiedene Arten:

(1) Ableiten unter dem Integral (wir finden somit einen anderen Ausdruck fiir fol (tInt)™dt),
und

(2) fol t*dt berechnen und dann ableiten (wir finden somit einen expliziten Ausdruck fiir

9™ (a)).

(1) Wir betrachten die Funktion f : [0, 1] x [0, 00], f(t,a) = t®. Sie ist unendlich oft stetig
partiell nach a differenzierbar und f, (¢, a) ist

fa(t,a) = t*1n(t).
Wir kénnen also 'die Ableitung unter das Integral nehmen’ und es gilt
d 1 1 d 1
— tedt = / —tdt = / t*In(t)dt.
da J, o da 0

Wir machen es n-mal und erhalten

dm 1 1 dm
(M) (q) = — t“dt:/ ——(t%)dt.
o= | [

Wir zeigen nun mittels Induktion, dass

d’ﬂ
—— (%) = t*(Int)".
St = t(1nt)

n = 1: Es gilt %t“ =t%Int.
n — n + 1: Wir nehmen an es gelte d%(t“) = t%(Int)™. Dann

dnJrl a d dn a d a n n d a n a n+1ja

Wir haben also gezeigt, dass
dn 1 1
— = tdt = t*(Int)"dt.
o) = [ ea= [

Wenn t = 60 und a = 60, ist der Term auf der rechten Seite genau was wir berechnen
mochten:

(60) _ ! 0415044,
459 (60) /0(t1 150y (1)

(2) Wir berechnen nun ¢(°% (a) wie folgt. Es gilt

1 1
t? 1
a) = t°dt = = .
9(a) /0 [a—i—l]t_o a+1

Behauptung: ¢ (a) = (—1)" — 2+ fiir alle n > 1.

(CESVEER!
Beweis: Wir verwenden Induktion.
n=1k d 1 1 1
/ = — = — = —]_ 17'.
g (a) da(a—|— 1) (1 —|—Cl)2 ( ) (1 +CL)1+1

10



n — n + 1: Wir nehmen an es gilt () (a) = (—1)"#. Dann

# @) = S 0) = 15 (" )
1)"n!— d ((a+1)"17m)

= da

= (-1)"nl(=1 —n)(a+1)"1"!
(=D)"nl(=1)(n + 1)(a+ 1)~ T
(-

(n+1)!
(a + 1)+

1)n+1

Dies zeigt die Behauptung. Mit n = 60 und a = 60 gilt es
)60 60! 60!

(a+ 1)00+1 — (61)61"

9"°(60) = (-

Mit (1) und (2) folgt es

! 60 (60) 60!
tint)>Vdt = 60) = .
/0( nt) g7 (60) (61)61

11



