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MC-Aufgaben

1. Sei ¥ ein Vektorfeld auf D C R?, sodass

fiir alle geschlossene Wege W in D. Was folgt?

Die Arbeit fW U - di” héingt nur von Anfangs- und Endpunkt von W ab.
rot ¥ = (0,0,0)

divi=0

Nein, das hat nichts damit zu tun. (Finde ein Gegenbeispiel!)

Sy U+ dif = 0 fiir alle Wege W.

Nein, das gilt nur fiir geschlossene Wege.

Es existiert eine Funktion f: D — R, sodass ¥ = grad f.

Nach Definition ist ein Vektorfeld ¢ genau dann konservativ, wenn die Arbeit von ¢ nur von Anfangs- und
Endpunkt von W abhéngig ist. Die Aussage a) ist genau der Satz 1 im Stammbach Buch (Kapitel VI.10,
Seite 67). Nach dem Satz 2 (Kapitel VI.10, Seite 69) ist ¥ genau dann konservativ, wenn es ein Potentialfeld
ist, d.h. die Aussage e) ist richtig. Deswegen ist ¥ wirbelfrei (Satz 3 Kapitel VI.10, Seite 70) und die Aussage
b) ist auch richtig.



2. Fiir welche a ist das Vektorfeld
T (o, 2) > (I (140%) +ag?,ay + 47, 2%)

von der Form ¢ = grad f fiir eine gewisse Funktion f = f (z,y,2) (die man nicht zu bestimmen
braucht)?

(a) a=0.

(b) a=-1/2.

(¢) a=1/2.

(d) a=1/2und a=-1/2.

(e) Es gibt kein solches a, da der Definitionsbereich von @ nicht einfach zusammenhéngend ist.

Wir benutzen den Satz 4 vom Stammbach—Skript, Teil B, Kapitel VI, Seite 71. Der Definitions-
bereich von ¥ ist der ganze Raum R3, da In(1 + 22) definiert ist fiir alle x € R, und also ist D(?)
einfach zusammenhéngend. Nun gilt

0-0 0
rot ¥ (z,y,2) = 0-0 =10 fiir alle (x,y, z) € D(?)
Yy — 2ay 0

< y—2ay = y(1 — 2a) =0 fur alle (z,y, z) € D(¥).
Daraus folgt, dass 1 — 2a = 0 oder a = % Nach dem oben erwihnten Satz gilt
1 . . . "
a= = es gibt ein f mit grad f = v.

Andererseits gilt nach dem Satz 3 auf Seite 70, dass ein Potentialfeld wirbelfrei sein muss, und o

ist nur fiir @ = % wirbelfrei. Die richtige Antwort ist somit c).



3. Welche der folgenden Teilmengen von R? sind einfach zusammenhéingend?
(a) Hohlkugel {(z,y,2) € R® | 22 +y* + 22 =1}

(b) Gefiillter Torus

(c) R3\ x—Achse

(d) R\ {(1,2,3)}

(© {@y2)eR | H+%k+5>1})

Ein Bereich D heisst einfach zusammenhéngend, wenn sich jeder geschlossene Weg W in D
stetig auf einen Punkt zusammenziehen l&sst.

Die Hohlkugel ist einfach zusammenhéngend, da man jeden geschlossenen Weg zu einem Punkt
zusammenziehen kann, ohne die Hohlkugel dabei zu verlassen. Somit ist (a) richtig. Auf &hnliche
Art sieht man, dass das Komplement eines vollen Ellipsoids einfach zusammenh#ngend ist, womit
(e) richtig ist. Der gefiillte Torus ist nicht einfach zusammenhéngend, da jeder geschlossene Weg,
der um das Loch herumgeht, nicht zu einem Punkt zusammengezogenen werden kann. Somit ist (b)
falsch. Der ganze Raum, aus dem man einen Punkt entfernt hat, ist einfach zusammenhéngend, da
beim Zusammenziehen einer geschlossenen Kurve ldsst sich dieser eine Punkt immer vermeiden.
Der ganze Raum, aus dem man eine Gerade entfernt hat, ist nicht einfach zusammenhéngend,
denn eine geschlossene Kurve, die um diese Gerade herumfiihrt, ldsst sich nicht auf einen Punkt
zusammenziehen. Deswegen ist die Aussage (c) falsch und (d) richtig.

4. Es seien a, b, c,d, e, f reelle Zahlen. Das Vektorfeld ¥(z,y,z) = (ay + bz, cx + dz,ex + fy) ist
konservativ, falls a = ¢,b = d und e = f gilt.

(a) Wahr
(b) Flasch

Seien @ = ¢,b = d und e = f. Der Definitionsbereich von ¥ ist ganz R3, also ist einfach zusam-
menh#ngend. Daraus folgt, dass

¥ ist konservativ. < rot¥ = (0,0,0).

Es gilt rot ¥ = (e — b,b — e, 0), was fiir e # b nicht verschwindet.



5. Handelt es sich bei der Abbildung um ein konservatives Vektorfeld?
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(a) Ja
(b) Nein

Ein Vektorfeld ¥ heisst konservativ wenn die Arbeit [ ¢-di wegunabhingig ist. Also ist dieses

Vektorfeld nicht konservativ. Man betrachtet zum Beispiel die folgende zwei Wege 71, 72 zwischen
P, 1 und P 2.
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Es gilt fyl ¥+ dr'= 0, denn ~; steht iiberall senkrecht zu ¥ (also Vt gilt ¥(y1(¢)) - v1(¢) = 0 fiir alle
Parametrisierungen von ;).

Anderseits gilt es fw ¥ - dF > 0, denn o ist iiberall parallel zu ¥ (also V¢ gilt ¥(va(t)) - ya(t) > 0
fiir alle Parametrisierungen von 7s).




Offene Aufgaben
6. Betrachten Sie das Vektorfeld
v (z,y,2) — (Qxy +3,2% — 4z, —4y) .

(a) Zeigen Sie, dass ¢ konservativ ist.
(b) Finden Sie eine Funktion f, so dass ¢ = grad f.
(c¢) Berechnen Sie
/ v - dr,
c

wobei C' ein beliebiger Weg ist, der die Punkte (3,—1,2) und (2,1, —1) verbindet.
Loésung:

(a) Esist D (¥) = R?, also einfach zusammenhingend und

-
rot ¥ (z,y,2) = 0-0 =0.
2z — 2z

Nach Stammbach—Skript, Teil B, Kapitel VI, Satz 4 (Seite 71) ist ¥ ein Potentialfeld.
Nach Satz 2 (Seite 69) ist ¢ konservativ.

(b) Nach Teilaufgabe a) existiert f, so dass

(i) fe(z,y,2) =22y+3
U(x,y,2) =grad f (z,y,2) <= (i) fy(z,y,2) =a* -4z
(iii) f. (z,y,2) = —4y.

Aus (i) folgt, dass f (x,y,2) = 2%y + 32 + C (y, 2), wobei C eine Funktion von y und
z ist. Damit ist aus (i) 2% — 42 = f, (z,y,2) = 2° + Cy (y, 2) oder C, (y,z) = —4z,
also C (y,z) = —4yz+ D(z), wobei D eine Funktion von z ist. Somit schreibt sich f als
f(z,y,2) = 2%y+3x—4yz+ D(z). Aus (iii) folgt dann —4y = f. (x,y,2) = —4dy+ D.(2)
oder D,(z) =0, also D(z) = K mit K eine Konstante in R. Zusammenfassend erhalten
wir

flz,y,2) = 2%y + 3z —4yz + K.

(c¢) Da ¥ ein Potentialfeld ist (wegen Teilaufgabe a) oder b)), gilt dass (Stammbach—Skript,
Teil B, Kapitel VI, Seite 68)

b)

/ G-di=f(2,1,—-1)— f(3,—1,2) 26.
C

7. Bestimmen Sie das Potential f des Coulombfelds
v(r) =—-C—

auf dem Gebiet D = R3\ {(0,0,0)}.

Losung: Wie wir frither gesehen haben (vgl. Stammbach, Teil B, Kapitel V1.2), ist rot ¢ =

(0,0,0). Da das Gebiet D = R3\{(0,0,0)} einfach zusammenhingend ist, existiert also ein

Potential f von ¥. Fiir dieses Potential muss insbesondere gelten

Cx
22 + 42 + 22)3/2°

fe(®,y,2) = _(



Wenn wir nun die Ableitung
0 1 B —x
Or \[22 + 2 + 22 (a2 +y> +22)3/2

betrachten, liegt die Losung nahe:

C
fr,y,2) = —mee——
( ) /2 + y2 + 22
o . _ . c
ist ein Potential von ¥ (anders geschrieben f(7) = —=).

|7

. Wir betrachten das wirbelfreie Vektorfeld (Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters,
vgl. Kap. VI, S. 14)

. -y T
: IRA) — ’ 70)
v (2,9, 2) (x2+y2 212

aber jetzt nur im Halbraum x > 0. Dieser Definitionsbereich ist einfach zusammenhéngend.
Also besitzt ¢ darin ein Potential f.

(a) Berechnen Sie f durch Bestimmung der Arbeit von ¥ vom Punkt (1,0,0) zum Punkt
(x,y, z) lings eines geeigneten Weges.

(b) Verifizieren Sie, dass grad f = ' ist.
Loésung:

(a) Da ¥ ein Potential ist, existiert es eine Funktion g mit ¥ = grad g. Es gilt (vgl. Stamm-
bach, Kapitel VI.10)
o(a,.2) = 9(1.0,0) = [ 7-d7.
gl

fiir jeden Weg v von (1,0,0) bis (z,y, z). Wir berechnen f(z,y,z) = f7 ¥ - dr fiir einen
geeigneten Weg . Dann ist

grad f = grad(g — ¢(1,0,0)) = grad g = 7,

denn ¢(1,0,0) eine Konstante ist.

Am besten wihlt man den in der Figur eingezeichneten Weg v = 1 +2 +7y3. Die Feldli-
nien sind Kreisbogen parallel zur zy-Ebene mit Zentrum auf der z-Achse (Stammbach,
Kapitel VI, Seite 8). Daher ist auf den Wegstiicken o und 3 das Vektorfeld senkrecht
zur Tangentialrichtung entlang des Weges und die Arbeit gleich Null. Fiir den Weg v,
auf dem Kreisbogen wéhlt man die {ibliche Parameterdarstellung

7(t) = (cost, sint, 0), 0<t< arctan(g)
x

und erhélt fiir die Arbeit f
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(a) Berechnen Sie das Potential des Kraftfeldes (x + 22,yz, % + 2xz). Wie gross ist die
verrichtete Arbeit, wenn man vom Punkt (1,0,0) nach (2,1, 3) geht?

(b) Gegeben sei das Kraftfeld (z,y, /22 + y?). Berechnen Sie die Arbeit, wenn man sich
entlang der spiralférmigen Kurve (¢ cos(t), tsin(t),t) fir 0 <t < R bewegt.

(¢) Gegeben ist das Vektorfeld
v (z,y,2) — (5005x1000y3z, 15x1001y22 + 2y, 5x1001y3) .

Berechnen Sie die Arbeit A von ¢ entlang der Strecke von P = (1,0,1) nach Q =
(0,1,1).

Losung:

(a) Um ein Potential auszurechnen berechnen wir die Arbeit wenn wir uns vom Punkt
P5(0,0,0) zu einem beliebigen anderen Punkt P(x,y, z) durch das Vektorfeld v = (z +

2
22, yz, % + 2xz) bewegen. Dies kénnte beispielsweise auf einer Geraden sein:

~(t) = (tx, ty, tz).

Das Potential berechnet sich dann als Wegintegral

$(z,9,2) = / vds = / o(3(8)) - (1) dt
tx —|—t2z2 x

1
/ t2yz y | dt
0 292 /2 + 2t%x2 z

1
3
= / ta® + 3t2x2? + §t2y22 dt
0

1 1
= 51'2 +x2? + §y22

Wenn man vom Punkt (1,0,0) nach (2,1, 3) geht verrichtet man also die Arbeit
A=1(2,1,3) —(1,0,0) = 21

Bemerkung: Man hitte auch einen anderen Punkt als Py(0,0,0) als Ausgangspunkt
wéhlen konnen. Die resultierende Potentialfunktion wiirde sich dann lediglich um eine
Konstante unterscheiden, was bei der Differenzenbildung (s.o.) aber keine Rolle spielt.
Auch hiitte man einen anderen Weg als eine Gerade nehmen kénnen, was aber ebenfalls
keine Rolle spielt, denn falls eine Potentialfunktion existiert, ist die verrichtete Arbeit
nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngig (also nicht vom dazwischenliegenden Weg).

(b) Die Arbeit berechnet sich als Wegintegral

A= /Wvds:/ORv(v(t)) () dt

R tcost cost —tsint
= / tsint sint + tcost dt
0 t 1
R
= / tcos®t +tsin®t + tdt
= ’ R%.

Bemerkung: Dieses Vektorfeld hat kein Potential, da rotv # 0. Man muss also das
Wegintegral ausrechnen.



(c) Der Definitionsbereich von # ist der ganze Raum R3, also einfach zusammenhiingend,

und
152100142 _ 15,1001,

rot ¥ (z,y,2) = 50052100043 _ 50057100043 _
15 - 1001301000;1/ -3 50053:1000 2,

Nach Satz 4 vom Stammbach—Skript, Teil B, Kapitel VI, Seite 71, ist ¥/ ein Potentialfeld,
d.h es existiert ein Skalarfeld f = f(z,y, z) mit grad f = ¢. Somit ist

=2

(i) fo (2,9, 2) = 50052100043~
grad f(z,y,2) = ¥ (z,y,2) &= (i) [, (z,y,2) = 152190y 22 oy
(iii) f. (z,y,2) = 5x1001y3,

Aus (iii) folgt, dass f (z,vy,2) = 5219%y32 + C(z,y), wobei C eine Funktion von z und
y ist. Es folgt aus (ii), dass 15351001 22 +2y = fy (z,y,2) = 1521%°%%2 + C, (z,y) oder
Cy(x,y) = 2y, also C(z,y) = y* + D( ) mit D eine Funktion von x. f schrelbt sich
damit als f (z,y,2) = 521032 + 4% + D(x). Mit (i) folgt dann, dass 5005x1090¢3> =
fz (z,y,2) = 5005219032 + D, (x) oder D,(z) = 0, also D(z) = C, wobei C' € R.
Zusammenfassend ist

fx,y,2) = 501%%32 442 + C.
Damit ist die gesuchte Arbeit A gegeben durch

A:f(Q)_f(P):f(07171)_f(17071):1+O_C:1~



