D-MAVT/D-MATL Analysis 11 FS 2021
Prof. Dr. Ana Cannas
Prof. Dr. Urs Lang

Losung Serie 23

MC-Aufgaben

1. Gegeben ist eine lineare homogene Differentialgleichung 1. Ordnung, welche y : z — sinz als
Losung besitzt. Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

(a) x> cosz ist ebenfalls eine Losung.

(b) > sin(2x) ist ebenfalls eine Losung.

(¢) x— 2sin(z) ist ebenfalls eine Losung.

(d) x> sin(z) + 2z ist ebenfalls eine Losung.

Von den angegebenen Varianten ldsst sich nur 2sin(z) als Linearkombination von der gegebenen
Losung schreiben.

2. Welche der folgenden Aussagen stimmen?

(a) Jede separierbare Differentialgleichung ist eine homogene lineare Differentialgleichung 1.
Ordnung.

(b) Jede lineare Differentialgleichung 1. Ordnung ist separierbar.
(¢) Jede homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung ist separierbar.

Eine homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung hat die Form ¢’ = p(x)y und ist damit
separierbar. Fiir alle anderen Aussagen lassen sich Gegenbeispiele finden. Richtig ist also (c).

3. Die Differentialgleichung
y =a?+2zy +y?

(a) ist linear.

(b) ist separierbar.

(c) ldsst sich durch eine Substitution u = £ 16sen.

(d) 1&sst sich durch eine Substitution u = z + y 16sen.

Richtig ist d). Mit u = 2 +y folgt ¥/ = v’ — 1 = (x + y)? = u?, die Substitution fiihrt also auf
die Differentialgleichung v’ = u? + 1 mit getrennten Variablen.



4. Die Differentialgleichung

/ 1 3
Yy = —3Yy-+smnzw
x

(a) ist linear.
(b) ist separierbar.
(c) ldsst sich durch eine Substitution u = £ losen.
(d) 1&sst sich durch eine Substitution u = z + y 16sen.
Richtig ist a). Die Differentialgleichung ist der Form ¢’ = p(z)y + ¢(x).

5. Die Differentialgleichung

T 222
(a) ist linear.
(b) ist separierbar.
(c) ldsst sich durch eine Substitution u = £ 16sen.
(d) lasst sich durch eine Substitution u = z + y ldsen.

Richtig ist c). Sei u = £, dann gelten y = ux und 3’ = v’z + u. Setzen wir dies in die gegebene
Differentialgleichung ein, erhalten wir

2
, Ty T°u

y:

+ sin(u) = Lz + sin(u).

2 — 92 x?2 —u2a? 1—u

Also ist 3 = v’z +u = %7 + sinu. Losen wir dies nach u’ auf, erhalten wir die Gleichung

21 1 + si L u + si
v ==——+sinu—u) == ——+sinu
z \1—u? z \1—u?

mit getrennten Variablen.

6. Die Funktion g : R? — R sei das Potential eines Vektorfelds & = grad ¢g. In welcher Beziehung
stehen die Niveaulinien von g mit den Feldlinien von 477

(a) Die Niveaulinien von g und die Feldlinien von ¥ sind (abgesehen von der Orientierung) gleich.
(b) Die Niveaulinen von ¢g und die Feldlinien von ¢ sind Orthogonaltrajektorien voneinander.
(¢) Es gibt keinen Zusammenhang dieser Art.

Nach Definition stehen die Feldlinien von ¢ tangential zu ¢ in jedem Punkt. Anderseits steht
¥ = grad g in jedem Punkt senkrecht zu den Niveaulinien von g. Also verlaufen die Feldlinien von
grad g senkrecht zu den Niveaulinien von g und (b) ist die korrekte Antwort.




Offene Aufgaben

7. Losen Sie folgende Anfangswertprobleme:

(a)
(b)

(c)
{ Yy +ytanx =sin2z, xc (-3, %)
y(0) = 2.

(d)

{ 1422y +4ey=(1+22)"2, z€ (—o0, c0)
y(0) = 0.
Losung:

(a) Die homogene Gleichung 3y’ — 3y = 0 ist separierbar und hat allgemeine Lésung y, =
Ce3*, C € R. Fiir eine partikulire Losung der inhomogenen Gleichung machen wir den

Ansatz y, = ae®® fiir ein a € R, welches wir durch Einsetzen in die DGL bestimmen:
y;, —3yp = 20€%" — 3e®® = —qe®® = %2,

Nach Vergleichen der Koeffizienten folgt, dass o = —1 ist. Somit ist y, = —e2* und die
allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

y = Ce3® — 2%,
Aus der Anfangsbedingung ergibt sich:
y0)=C-1=0=C=1.
Die gesuchte Losung des Anfangswertproblemes ist also
2z

y=e—e

(b) Die homogene Gleichung zy’ — 2y = 0 ist separierbar und hat allgemeine Losung y, =
Cz?, C € R. Fiir eine partikulire Losung der inhomogenen Gleichung machen wir den
polynomiellen Ansatz

Yp = az® + Bat + yx + 62% + ex + C.
Wir setzen y,, in die Gleichung ein, um die Koeffizienten zu bestimmen:
zy), — 2yp = 3ax® 4 2Bx* + y2° — ex — 2¢ = 2°.

Nach Vergleichen der Koeffizienten folgt, dass a =1/3, 5 =~ =€ = ¢ = 0 sind und §
beliebig gewéhlt werden kann. Da wir nur eine partikuldre Losung suchen, wihlen wir
0 = 0 und somit ist y, = %a:5. Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

5

x
=Cz? + =,
Y x° + 3
Aus der Anfangsbedingung ergibt sich:
1 2
0)=C+-=1=C=-.
y(0)=C+3 3

Die gesuchte Losung des Anfangswertproblemes ist also
_ 222 + 2°
3



(¢) Wir 1sen die homogene Gleichung ¢’ + y tanx = 0:

/
yp + yp tanz = 0 < Yh = _tanz = log |yn| = log| cos x| + K3
Yh

= yp = Ky cosz.

Hierbei sind K7 und K5 Konstanten. Fiir die inhomogene Gleichung v’ +vy tanz = sin 2x
machen den Lagrange-Ansatz y = (z) cos z, wobei «y eine Funktion von z ist:

y +ytanx = ~'(x) cosz — y(x) sinx + y(z) cosztanx = +'(x) cos

=sin2x = 2sinx cos x.

Dann ist 7/(z) = 2sinz und somit y(xz) = —2cosx + K fiir eine Konstante K. Wir
haben also die allgemeine Lisung

y=(—2cosz+ K)cosz = K cosx — 2 cos” .
Aus der Anfangsbedingung ergibt sich:
y(0) =K —2=2= K = 4.

Dann ist die gesuchte Losung y = 4 cos x — 2 cos? .

(d) Wir lésen die homogene Gleichung (1 + z2)y’ + 4xy = 0:
4

!
Yn L

(1 + 2y}, + dzy, =0 <= PR e = log |yn| = —2log(1 + 2?) + K,
—s = K2
h = (14 22)%’

wobei K; und K Konstanten sind. Fiir die inhomogene Gleichung (1 + 22)y’ + 4xy =
(1 + 22)~2 machen den Lagrange-Ansatz y = %, wobei 7 eine Funktion von x ist:

V(@)1 +a?)? —dz(l+a?) y(z)  day(2)

(1+22)y +day = (1+2?) -

(14 22)* (14 22)2
7' (2) 2\-2
= — = 1
1+ 22 (1427
Dann ist v/(x) = ﬁ und somit y(z) = arctan z+ K fiir eine Konstante K. Wir haben

also die allgemeine Losung
arctanx + K

(1+22)2

Aus der Anfangsbedingung ergibt sich:
y(0)=K=0= K =0.

Dann ist die gesuchte Losung
arctan x



8. Losen Sie Differentialgleichung
1— 2% +y? = 2zyy/
mit Hilfe der Substitution u(z) = (y(z))?.
Lésung: Mit u (z) = y (z)® erhiilt man o (z) = 2y (z) ¢/ (z). Eingesetzt in die Differenzial-
gleichung ergibt dies
1— 22

X

1—224+u=au oder v — ~u=
x

Dies ist eine inhomogene lineare Differenzialgleichung erster Ordnung. Wir suchen die all-
gemeine Losung uy, der zugehdrigen homogenen Differenzialgleichung v’ — %u = 0 (sie ist
separierbar). Es gilt

1 d d
u’—fuzO:>/—u: —m:>ln|u|=1n|x|+0, CeR
T u T

up (z) = Kz, K = +e°.

. . . .. .. . . . -_— 2 .
Nun suchen wir eine partikuldre Losung u, der Differenzialgleichung v’ — %u = 171’: Wir

benutzen die Methode von Lagrange (Variation der Konstanten), wihle
up () =7 (x) - un (z) = v (2) - Kz.

. . — 2 .
Eingesetzt in v/ — 1u = =% liefert
xr xT

0=t rm S mw () g ()

(Auf die Integrationskonstante kann verzichtet werden, da wir nur eine partikulire Losung
suchen). Also ist

. . . . . —_ 2
Damit ist die allgemeine Losung von u' — %u = Loz

u(z) = up (2) +up (v) = Kz — 1 — 2%,
und somit ist die allgemeine Losung von 1 — 22 + y? = 2xyy’ gegeben durch

y(2)? =uz) =Kz —1- 2>

Zu Ubungszwecken skizzieren wir die Losung (auch wenn das in der Ubung nicht gefragt ist).
Durch quadratische Ergénzung erhilt man

V=Kr—1-2° < ¢y - Ko+a>=-1

K\? [(K)\?

Aus (1)) folgt, dass die Losungskurven (im Fall KTQ —1>0oder K? > 4 oder |K| > 2) Kreise
mit Mittelpunkt (%, 0) und Radius \/KTQ — 1 sind.



Abbildung 1: Losungskurven fir K = —5,—4,-3,3,4,5

9. Finden Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
I __ _g 2
Yy = . + cos (x ) .

Die Losungskurven sehen Sie unten.

1 =
4z
=N
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Loésung:

y' = —%+4cos (mz) ist eine inhomogene lineare Differenzialgleichung erster Ordnung (Stammbach—
Skript, Teil C, Kapitel VII, Seite 36 — 40). Wir suchen eine allgemeine Losung y, der zu-
gehorigen (separierbaren) homogenen Differenzialgleichung:

1 1
v=-Y — [lay=—[Ldo—mpyl=-mlsl+C CeR

1
= yp(r)=K- — K = +eC.
x

Wir sehen, dass natiirlich auch K = 0 eine Losung der homogenen Gleichung gibt, dh. im
Allgemeinen haben wir K € R.

Nun brauchen wir noch eine partikuldre Losung y, der Differenzialgleichung 3’ = —% 4

cos (xz) Dazu wenden wir die Methode von Lagrange an (Variation der Konstanten, Stammbach—
Skript, Teil C, Kapitel VII, Seite 41):

Wir setzen

by (2) =7 () - () =7 (@) K

wobei v eine Funktion ist, die wir noch zu bestimmen haben. (Es wiirde geniigen, eine be-
liebige nichttriviale Losung ¢, der zugehorigen homogenen Differenzialgleichung zu nehmen



10.

und y, () = v(z) - ¥n (x) zu setzen. Hier konnte man zum Beispiel K = 1 setzen, also
Un (z) = £.) Den Ansatz eingesetzt in y' = —% + cos (2?), liefert nach Stammbach-Skript,
Teil C, Kapitel VII, Seite 41 und 42,

cos (xg) cos (xQ) B 2z cos (1‘2)

v (@) = yn (z) - K% o 2K

—

(2)

(q () := cos (2?) ist das Stérglied oder inhomogene Glied (siche Stammbach-Skript, Teil C,
Kapitel VII, Seite 36)). Es folgt
sin (1:2)

@) =58 3)

(die Integrationskonstante kann null gesetzt werden, da wir nur eine partikuldre Losung
brauchen). Damit ist

sin (2?2 1 sin (22
vp (%) = 2%')' T in)'

Die allgemeine Losung von y' = —¥ +cos (x2) ist somit (Stammbach—Skript, Teil C, Kapitel
VII, Seite 40)

sin (22
M@=mmﬂwﬁm:K%+ é)

(a) Bestimmen Sie ein ebenes Vektorfeld @, welches in jedem Punkt in R? eine Ellipse der
durch ¢ > 0 parametrisierten Schar

(x -1 +9° =c

senkrecht schneidet.

03
02-
o1t
00"

01k
025

-03L.,

10
(b) Bestimmen Sie die Feldlinien des in (a) gefundenen Vektorfeldes o.
Losung:

(a) Essei f(z,y) := (x—1)%+9y?; dann ist 7 = grad f ein Vektorfeld der verlangten Art,
also
7= (2(z—-1), 18y).

(b) Die Feldlinien des in (a) gefundenen Vektorfeldes geniigen der Differentialgleichung

r_ 9y
r—1

Diese Gleichung ist separierbar. Die Integration

/dy_/ dx
9 ) z—1

ergibt y = C' - (x — 1)?, fiir eine reelle Konstante C.




11. Wir betrachten eine Differentialgleichung der Form

Y +ey =g(x),

wobei ¢ € R und g(z) ist eine Linearkombination von Produkten von Polynom-, Exponential-
Kosinus- und Sinusfunktionen.

Eine partikulidre Losung dieser Differentialgleichung kann mit Hilfe eines Ansatzes auf der
folgenden Tabelle gefunden werden.

Enthalt g(x) einen . so fligen wir die folgende
Term der Form... und ist... y. als Losungsansatz ein:
P, (x) c#0 Vo =A0+Ax+ ...+ AX"
c=0 Ve =X(Ao + Arx+ ...+ Apx")
gax C# —o Y, = Ae**
c=-a Y, = Axe™*
| kycos(Bx) + kasin(Bx) | B#0 |y, = Ajcos(Bx) + A sin(Bx) |
cC# -« =(Ag+...+ Ax")e**
Pax)e c 7: —a ii = )(<(/3\0 + ...+ Anx)”)e‘”
P, (x)e** cos(fx) 640 Vo = (Ao + ...+ Ax")e** cos(Bx)+
+@,(x)e**sin(Bx) +(Bo + ... + B,x")e**sin(Bx)

In der Tabelle bezeichnen P, (z) und @, (z) Polynomfunktionen n-ten Grades.

Ziel dieser Aufgabe ist die folgende Differentialgleichung
Y — 2y = e® + e** — e** sin(3x),
zu l6sen.

(a) Losen Sie die zugehorige homogene Differentialgleichung.

(b) Benutzten Sie die obige Tabelle um eine partikulére Lésung zu bestimmen.
Hinweis: Fiir jeden Term der Storfunktion (niimlich e® | €2* und e?* sin(3z)) nehmen
Sie einen Ansatzteil und bezeichnen die zu bestimmenden Koeffizienten mit verschie-
denen Buchstaben. Setzen Sie den ganzen Ansatz in die DGL ein und bestimmen die
Koeffizienten mittels eines Koeffizientenvergleichs.

(¢) Benutzen Sie das Superpositionsprinz, um die allgemeine Lésung der Differentialglei-
chung zu bestimmen.

Losung:
(a) Die homogene Differentialgleichung ist gegeben durch
y = 2y.

Sie ist separierbar und durch Integration erhalten wir fiir y # 0
1
B In|y| =2+ C,

mit einer Kontanstanten C' € R, also |y(z)| = €?**2¢ oder y(z) = +£C1e>*, wobei
C} = €2¢ eine beliebige positive Konstante ist. Der Fall y = 0 liefert auch die konstante
Nulllésung. Insgesamt ist die allgemeine Losung der homogenen Gleichung gegeben
durch

yn(z) = Ke2®,

wobei K € R.



(b) Der Ansatz fiir e is Ae®, der Ansatz fiir €2® ist Bre?® und der Ansatz fiir —e?? sin(3z)
ist Ce®” cos(3x) + De” sin(3z). Also ist der ganze Ansatz fiir y,(z) gegeben durch

Yp(z) = Ae” + Bze*™ + Ce** cos(3x) + De*” sin(3x).
Leiten wir dies nach x ab, so erhalten wir
yn(x) = Ae” + B(1 + 22)e** + (2C cos(3z) — 3C sin(3z) + 2D sin(3x) + 3D cos(3x)) €**.
Wir setzen dies in die Differentialgleichung ein und erhalten

Ae® + B(1 + 22)e*” 4 (2C cos(3z) — 3C sin(3z) + 2D sin(3z) + 3D cos(3x)) e**
— 24" — 2Bxe® — 2Ce*” cos(3z) — 2De” sin(3x)

= e + e*" — " sin(3x).

Durch einen Koeffizientenvergleich erhalten wir folgende Gleichungen fiir die Koeffizi-
enten A, B,C und D:

~A=-1,B=1,3D=0, -3C = —1.

Das heisst, A=—-1, B=1,C = % und D = 0. Wir erhalten also

1
yp(z) = —€* + 26> + 5629’: cos(3x).

¢) BEs gilt y(z) = yn(x) + yp(x) = Ke2* — e® + ze?® + Le?* cos(3x).
P 3



