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Losung Serie 24

Am Ende des Ubungsblattes finden sich die numerischen Losungen der offenen Aufgaben, so dass
Sie Thre Losungen rechtzeitig kontrollieren kénnen.

MC-Aufgaben

1. Gegeben seien Funktionen s, t : R? — R. Welche aus den folgenden Bedingungen garantieren
die Exaktheit der Differenzialgleichung s(x,y) = t(z,y) - y'?

(a) Fiir alle (z,y)

(¢) Fiir alle (z,y):

(

(b) Fiir alle (z,y)
(
(

(d) Fir alle (z,y)
(e) Keine.

Weil s und ¢ einen einfach zusammenhéingenden Definitionsbereich haben (némlich das ganze R?),
ist s(z,y)—t(z,y) -y = 0 genau dann exakt, wenn s, (z,y) = —t,(z,y) (vgl. Stammbach, Analysis,
Kap. VIL6).

2. Welche aus den folgenden Gleichungen sind exakt?
(a) e*siny+ 3y — (3x — e*siny)y’ = 0.
(b) (£ +6z)+ (logz —2)y’ =0, z > 0.

(c) (ylogz+xy)y = —xlogy — xy.

d) v = —Zfﬁz, a,b,c,d > 0 Konstante.

Eine Differentialgleichung ist exakt, wenn sie der Form ¢(z,y) + ¢ (z, y)y’ = 0 ist, wobei ¢, = ;.
Die Differentialgleichung in (b) ist in dieser Form, (a), (¢) und (d) hingegen nicht. Wir beachten,
dass wenn man (d) mal bz 4+ cy multipliziert, dann ist die Differentialgleichung

azx + by + (bx + cy)y’ =0 (1)

exakt und eine Losungsfunktion y von 16st auch die urspriingliche Gleichung aus (d).
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3. Welche Aussagen iiber die Orthogonaltrajektorien der Kurvenschar
2?4+ Cyt =1
mit Scharparameter C' sind korrekt?

(a) Die y—Achse ist eine Orthogonaltrajektorie.

(b) Alle Orthogonaltrajektorien, welche den Punkt (0, 0) nicht treffen, sind geschlossene Kurven.
(c) Die Kurven der Form y? + 2% — In|z| = K mit K > 1 sind Orthogonaltrajektorien.
(d) Die Kurven der Form 3? + 22 — In(2?) = K mit K > 1 sind Orthogonaltrajektorien.

Die Differenzialgleichung der Kurvenschar x2 + C y? = 1 erhilt man durch Elimination des Schar-

2
parameters C. Durch totale Ableitung nach x erhélt man 2x + C2yy’ = 0. C = 1;5 (y #0)
eingesetzt liefert '

2

x
" 2yy’ = 0. (2)

2x +

Falls x = 0, dann ist ¢ = 0 fiir alle y. D.h. die y—Achse ist eine Orthogonaltrajektorie, und somit
ist (a) richtig. Die Differenzialgleichung der Orthogonaltrajektorien finden wir, indem wir in
die Ableitung 3’ durch —1/y’ ersetzen (siehe Stammbach—Skript, Teil C, Kapitel VII, Seite 52),
also

,  1—2?

vy = , x#0.
X

Integrieren liefert
2 2
K
v =In|z| - L +2 oder y*+ 2% —In(2?) = K
2 2 2 —_
>1
mit K > 1. Da dies fiir alle 2 # 0 gilt, folgt, dass (d) richtig ist und (c) falsch ist. Diese Orthogo-
naletrajektorien sind sowohl beziiglich der z—Achse als auch beziiglich der y—Achse symmetrisch.
Sie befinden sich fiir ein gegebenes K in einem beschréinkten Bereich auf der xy—Ebene, wie man
in der folgenden Abbildung sehen kann.
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Die blauen Linien sind die Kurven der gegebenen Kurvenschar und die gestrichelten Linien sind
deren Orthogonaltrajektorien. Diese Kurven sind geschlossen und damit ist (b) richtig. Die korrekte
Antwort lautet also (c).
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4. Welche der folgenden Aussagen iiber die Differentialgleichung v + 3y’ + 2y = 0 sind korrekt?

Es existiert eine eindeutige Lésung mit y(0) = 0,%'(0) = 1,y"”(0) = —3.

Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0) = (0) = 0.

Ly
0,y'(0) =1.
0.

(

(
Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0)

(

Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0)

Fiir jede xo,y0,y1 gibt es eine eindeutige Losung x — y(x) mit y(zo) = yo, ¥’ (o) = y1. Also sind

(b) und (c) korrekt. (a) ist auch korrekt, denn es eine eindeutige Losung mit y(0) = 0,y'(0) = 1
gibt und fiir diese Losung gilt es y”(0) = —3¢'(0) — 2y(0) = —3. Aussage (d) ist nicht korrekt,
denn fiir jedes wert y; € R gibt es eine Losung mit y(0) = 0,y'(0) = y;.




Offene Aufgaben

5. Bestimmen Sie die Gleichung der durch den Punkt (1,1) gehenden Losungskurve der Diffe-

rentialgleichung
(y* — 32%) + 2zyy’ = 0.

Hinweis: Exakte Differentialgleichung.
Losung:

Diese Differentialgleichung ist exakt, wie man leicht bestétigt. Die Losungen sind die Ni-
veaulinien der Funktion g(z,y) mit den partiellen Ableitungen

gz =y —3z% und gy = 2xy.

Integrieren ergibt

g(z,y) = /gz dz = /(y2 —32%)dz = y*x — 2® + k(y)
g(z,y) = /gydy: /2xydy:wy2+l(fﬂ)

und daraus folgt, dass
gla,y) = zy® — a*.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also durch die Schar
wy? -2t =C

gegeben. Die durch (1,1) gehende Losung ist die Niveaulinie zum Niveau 0, denn C =
g(1,1) = 0. Wir bemerken, dass

zy? — 3 =z(y—x)(y+x)=0.

Deshalb besteht das Niveau 0 aus den drei Geraden z = 0,y = x,y = —z. Die Losung ist
dann in einer Umgebung von (1, 1) die Gerade y = z (z.B. in (0, 00).)
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6. Bestimmen Sie die Kurvenschar der allgemeinen Losung der Differentialgleichung
v )Py -1=0, y=y(x)>0

sowie ihre Enveloppen.



Lésung: Die Gleichung ist fdiquivalent zu yy’ = ++/1 — y2. Somit ist sie separierbar:

— gt T— ) — /Ld:i/dx
vy Yy my

— —/1—-9y2=22+C, CeR
= 1-9y?=(t2+0)?=(z£C)?

2 y@)=/1- (2 - K)?
wobei K = FC. Man kann iiberpriifen, dass die Kurvenschar

y=+1—-(z—K)?, KeR

tatéchlich die allgemeine Losung der originalen Differential gleichung ist. Diese Schar be-
schreibt alle oberen Halbkreise mit Radius 1 und Mittelpunkt auf der z-Achse (ohne die
Punkte auf dieser Achse).

+/1-y?

Y

Bemerkung: Wenn wir die Differentialgleichung in der Form ¢ = f(y), d.h. ¢/ =

schreiben, ist die Funktion f(y) = iiv‘;ﬂﬁ bei y = 1 nicht stetig differenzierbar. Insbe-
sondere sind die Voraussetzungen des Satzes iiber Eindeutigkeit der Losungen (Stammbach,
Kapitel VII, Satz 3.1) nicht erfiillt.

Geometrisch kann man feststellen, das y = 1 eine Enveloppe der Kurvenschar und somit eine
singulédre Losung der Differentialgleichung ist. Dies lésst sich auch analytisch zeigen: Wenn
man F(z,y, K) := (x — K)? 4+ y? — 1 definiert, miissen die Enveloppen die Gleichungen

(r—K)*+y*=1 und Fg(z,y,K)=2(z—K)=0

erfiillen. Hier miissen wir nun den Scharparameter K eliminieren. Aus der zweiten Gleichung
folgt * = K und aus der ersten somit, dass y = 1 ist. Durch Einsetzen in die Differential-
gleichung lasst sich iiberpriifen, dass diese konstante Funktion tatséchlich eine Losung ist.

. Bestimmen Sie die Orthogonaltrajektorien der Kurvenschar

Skizzieren Sie diese Trajektorien.

Losung:
Nach Ableiten erhilt man % = 0. Somit ist 3/ = % die Differentialgleichung
der Kurvenschar und entsprechend 3y’ = —z—j die Differentialgleichung der Orthogonaltra-

jektorien. Diese ist separierbar.
Man findet als Losung

1
SV Yyt gt mr=C

(y—1)2+@x-1)?=C

Die Orthogonaltrajektorien sind also Kreise mit Zentrum (1,1).



8. Gegeben sei die Differentialgleichung
y—ay = V() + 1.

Bestimmen Sie die allgemeine und die singuléire Losung. Welche geometrische Form hat die
Enveloppe der Losungsschar?
Losung:

Die Differentialgleichung y — zy’ = 1/(y’)? + 1 ist eine Clairaut’sche Differentialgleichung
(vgl. Stammbach, Kapitel VIL.7). Die allgemeine Losung ist die Schar von Geraden

y(x) =Cax+C% +1.

Die Singulédre Losung ist die Enveloppe der Schar und hat Parameterdarstellung

-C
z(C) = ———
© C?+1
1
)= ——.
u(e) C?+1
Wir eliminieren das Parameter C:
2
1
2 492 ¢ 1,

Tyl oyl

Aus der Parameterdarstellung der Enveloppe sehen wir, dass die y-Koordinate positiv ist.
Daraus folgt, dass die Enveloppe der Losungsschar die obere hilfte des Einheitskreises ist.

9. Betrachten Sie die 3-parametrige Kurvenschar
y(x) = C} cosh(Csz) + Cy sinh(Csz)

mit den Parametern Cy,C5,Cs € R. Finden Sie eine zugehorige Differentialgleichung.

Lésung: Die Schar
y(x) = Cy cosh(C3z) + Cysinh(Csz) (1)

hat 3 Parameter. Deshalb wird die zugehorige Differentialgleichung dritter Ordnung sein.
Durch Ableitung nach x bekommen wir

y/ = 0103 Sinh(Cz;J?) + 0203 COSh(Cg.T) (2)

y" = C1C3 cosh(C3x) 4+ C2C3 sinh(Czx)  (3)



10.

y"" = C1C3 sinh(C3x) + CoC3 cosh(Cax)  (4).

Aus den Gleichungen (1), (2), (3), (4) sind nun die Parameter Cy,Cs,C3 zu eliminieren. Di-

vision von (4) durch (2) liefert
£ = (2

y
Ferner ergibt sich aus (1) und (3) die Gleichung
y" —Ciy=0.

Als Differentialgleichung der Schar erhalten wir somit

y/y// _ y///y —0.

Bemerkung: Die Schar y(z) = C; cosh(Csx) + Co sinh(Csx) entspricht Anfangsbedingungen

mit y? positiv (oder Null). Das Beispiel von Stammbach, Kapitel VII, S. 67-68 zeigt, dass

die Schar y(x) = C4 cos(Csx) + Cy sin(Csz) eine Losung der selben Differentialgleichung ist.
y//

Diese entspricht Anfangsbedingungen mit £- negativ (oder Null).

Ein schwenkbarer Lichtkegel im Raum beleuchtet in Abhéingigkeit des Parameters a €
[—Z,Z] den Bereich

2172
2 2 1
B, = {(m,y) €R?|z-sina +cosa > ”ai-i-g-&-}

in der (z,y)-Ebene.

\/

Ba

(a) Bestimmen Sie fiir a =0, o = § und o = 7 jeweils die Gleichung der Randkurve 0B,
von B, in moglichst einfacher Form. Um was fiir eine Kurve handelt es sich jeweils?
Skizzieren Sie die drei Kurven in der (z,y)-Ebene.

Hinweis: Tm Fall o = 7 ist auf das Vorzeichen von x zu achten.

(b) Bestimmen Sie die Begrenzung des beleuchtbaren Bereichs, d.h. die Gleichung der En-
veloppe der Kurvenschar 0B,,.

Loésung:

(a) Die Randkurve 0B, erhalten wir einfach, indem wir die Ungleichung in der Definition
von B, durch eine Gleichung ersetzen, d.h.

2 2 1
OB, = {(T,y) €R?* |z -sina+cosa = W}



e =0
Dann ist

2 2
OBy = {(J;,y) cR? | 1:1/33""?244'1}

—{(09) € R |2 =02+ 42+ 1)
= {(z,y) eR? |2 +y* = 1}.
Dabei handelt es sich um den Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius 1.

N

a=0.

-2

—iy
e =7

Dann gilt

1 24 y2 41
anz{(x,y)eRQx- St e }

1
AR 2
={(z,y) eR? | (z+1)* =22 + ¢ + 1}
={(z,y) eR? | y* =22}

Dabei handelt es sich um eine nach rechts getfinete Parabel mit Scheiten bei (0, 0)
und Symmetrieachse y = 0.
T

CI=4

us

e a=73
Dann gilt
2 2 1
Mﬁ={mmeRﬂx=w$+§+}
= {(z,y) €ER? | 222 = 2? + 9> + 1, z > 0}
={(z,y) eR? |2 =y* + 1,2 > 0}.



Dabei haben wir beim Quadrieren der obersten Gleichung benutzt, dass die Wurzel
positiv ist (und deshalb z > 0 gelten muss). Es haldelt sich um eine nach rechts
gedfineten Hyperbelast mit Scheitel bei (1,0) und Symmetrieachse y = 0.

—2F

(b) Die Kurvenschar 0B, ist gegeben durch die Nullstellenmenge der Funktion

2 241
F(z,y,a) =2 -sina + cos o — \/%,
T

wobei a € (=7, 5) der Scharparameter ist. Fiir die Gleichung der Enveloppe miissen
wir diese Gleichung nach « ableiten:

oF : !
— =zxcosa —sina = 0.

o

Daraus folgt © = tana (falls a nicht gleich £7 ist - diese zwei Spezialfille am Rand
beinflussen die Enveloppe nicht.
Variante 1 - Einsetzen von x = tan a und auflésen nach y:

/1 + tan? 2
F(z,y,®)|z=tana = 0< tanasina + cosa = w

& 2tan®asin?a+4tanasinacosa + 2cos? o = 1 + tan? a + ¢

& 2tan®asin? a4 2sin® a — tan® a + 1 = 3.

Mit Hilfe der trigonometrischen Identitéit tan® o = Z;‘;zg folgt

2 2

9 2sin? o + 2sin? a cos? a — sin? o + cos? «

y:

cos? o
2sin® a(sin a + cos? a) — sin” a + cos?
cos? a
-2 2
sin® o + cos” « 1
- 2 T oo’
cos? o cos? o

alsoy = icoi —. Es gibt deshalb zwei Kurven, die Enveloppen der Schar 0B,, sind, und

deren Parametrisierung ist gegeben durch

1 T
)= (tmno s ), ae(-Z.7).
(@) (ana cosa) et 5’3

Variante 2 - Quadrieren und auflésen
Wir quadrieren die Gleichung der Kurvenschar und der Enveloppe und erhalten

2 2
. . -ty +1
z?sin? o + 2z sin a cos o + cos® o — Ty

2

2% cos? a — 2z cosasina + sin? o = 0.



Summieren ergibt

2
s 2?4+ 2=0>4+42+1

2 4+1=

& 24 1=92%

Bei dieser Kurve y? — 22 = 1 handelt es sich um eine nach oben und unten gedffnete
Hyperbel mit Scheitel (0,41) und Symmetrieachse = 0. Der maximal beleuchtbare
Bereich wir durch die zwei Hyperbelédste begrenzt.
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