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1. Wir betrachten die folgende Quadraturregel
QLf] = af(0) + Bf(1/2) +1f(1)
zur Approximation von I[f] = fol f(z)dw.

a) Bestimmen Sie die Konstanten «, 8 and ~ so, dass der Genauigkeitsgrad dieser
Regel so hoch wie moglich ist.
Hinweis: Da wir drei Parameter haben («, /3, ), wollen wir diese so bestimmen,
dass die Regel I[1], I[z] und I[x?] exakt integriert.

b) Transformieren Sie die Quadraturregel auf ein beliebiges Intervall I = [a, b].
Haben wir eine dhnliche (oder sogar gleiche!) Quadraturregel bereits gesehen?

2. Wir betrachten eine 2-Punkte Quadraturregel iiber dem Referenz-Intervall I = [—1, +1]
der Form

QLf] =2 (wof(wo) + w1 f(21))

a) Bestimmen Sie die Quadratur-Knoten and -Gewichte so, dass die Quadraturregel
Genauigkeitsgrad ¢ = 3 hat.
Diese Quadraturregel ist die berithmte 2-Punkte Gauss Quadraturregel.

b) Transformieren Sie die Quadraturregel auf ein beliebiges Intervall I = [a, b].

3. Uneigentliches Integral mit Quadratur

Wir betrachten das folgende uneigentliche Integral

+oo
I —/ exp(—z*) dz.
0

Manchmal kann man durch eine geschickte (analytische) Manipulation des Integran-
den ein eigentliches Integral bekommen.

Verwenden Sie die Substitution x = tan(s) und schreiben Sie [ in ein (eigentliches)
Integral um.

Bitte wenden!



4. Numerische Differentiation: Finite Differenzen

Eine Anwendung von polynomialer Interpolation ist die numerische Differentiation,
d.h. die niherungsweise Berechnung von Ableitungen. Wir werden Anwendungen im
Verlaufe des Semester sehen, u.a. die Newton Methode und Riickwirtsdifferenzen-
methoden.

Die Grundidee ist einfach wie bei der numerischen Integration: approximiere die ge-
wiinschte Ableitung mit der Ableitung eines Interpolationspolynom:

f(x) = plflxo,. .. wn)(2)

und
(@) = p®[flao, . .., za] ()

wobei f*) die k-te Ableitung von f bezeichnet.
Zum Beispiel konnen wir die erste Ableitung basierend auf zwei Stiitzstellen zg, 1
wie folgt approximieren. Zuerst bestimmen wir das Interpolationspolynom
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f(@) = p[flzo,a] (w) = Y flay) Lj(w) = f(o)
7=0

Somit erhalten wir eine Approximations der ersten Ableitung mit

f(x1) — f(z0)

1 — Zo

f(@) = p' [flwo, 21] =
Setzen wir nun g = x, 1 = £ + h mit A > 0, erhalten wir

flx+h) = fx)
h

Um die Giite der Approximation etwas genauer zu untersuchen, benutzen wir die
Taylor-Entwicklung mit Restglied

fla+ h; —f@) _ % ( @)+ hf'(z) + %f”(é) - f<a:>)

= /() + 5hf"(©)

f'(x) =

fiir £ € [x,z + h|. Dies sagt uns, dass der Fehler der Approximation proportional zu
h ist (solange f” beschrinkt ist). Wir sagen, dass der Fehler von erster Ordnung ist.

a) Berechnen Sie Approximationen der ersten und zweiten Ableitung mit polyno-
mialer Interpolation und drei Stiitzstellen g, x1, x».

b) Setzen Sie die Stiitzstellen zu zo = x — h, x1 = z, x2 = = + h, und bestimmen
Sie den Fehler Threr Approximationen aus a) mittels Taylor-Entwicklung.

Siehe nachstes Blatt!



¢) Uberpriifen Sie Ihre Rechnung aus b) in einem numerischen Experiment mit Mat-
lab. Berechnen Sie hierzu den Fehler Threr Approximation der ersten und zweiten
Ableitung von f(z) = sin(z) bei z = 1.2 als Funktionvon h = %,7 =0, ..., 30.
Was beobachten Sie? Uberascht Sie etwas?

Abgabe: Bis Freitag, den 12.03.2021.

Laden Sie Ihre MATLAB -Programme unter sam—up.math.ethz.ch hoch.

Die schriftlichen Ergebnisse sollten Sie separat in den jeweiligen Ubungsgruppen abge-
ben.



