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Losung 12

1. Stabilitdts-funktionen und Gebiete

a) (1) Expliziter Euler

Wir haben

Yir1 = Y; + hf(t;, ;)
=y + hAy;

Deshalb, fiir z = A, ist die Stabilitiits funktion

g(z) =1+ z.

(i1) Impliziter Euler

Wir haben
kl = f(tj + h, Y + hkl) = )\(y] + hkl) = )\y] + h)\kl < (1 — h)\)kl = )\yj,

und daher
ki =y, A
VYT T )

Yjr1 = y; + hky
A
=y; +hy; (m)

(M
- 1— )Y

Dann

Bitte wenden!



Deshalb, fiir z = hJ, ist die Stabilitits funktion

(ii1) Heun Verfahren

N |
no

Wir haben

h
Yir1 = Y; + §(f(tj7yj) + f(tj + hyy; + hf(ts,95))

h
=y + §(>\yj + A(y; + hAy;))
h h h?
=Y + §>\y] + 5)\% + ?A2yj

h2
Deshalb, fiir z = hJ, ist die Stabilitits funktion

1
g(z) =1+ 2+ ézz.

(iv) Klassisches Runge-Kutta Verfahren

0
171
2 2
o
110 0 1
i1 1 1
6 3 3 6
Wir haben
kv = f(t;,v;) = AYjs
h h h
kQZf(tj+§»yj+§kl) =>\(yj+§/\yj),
h h h h
kg:f(tj‘i‘a,yj‘i‘ab) :)\(yj+§/\(yj+§)\yj)),

— f(4. . h h
bu = U+ Ry T 0Rs) Gy + S AWs + 5295)))-
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Dann

1 2 2 1
1 =vy; + h(=k —k —k —k
Yj+1 y]+ (61+62+63+64)

1 2 h 2 h h
=y, + hg)\yj + hg)\(yj + 5)\%) + ha)\(yj + §>\(yj + 5)\%‘))

1 h h
+ hgk(yj + hA(y; + §>\(yj + 5/\%’))))

1 2 1 2 1
=y; + —h\y; + ~hA\y; + =h°Ny; + —hAy; + ~h*N\?

1
Yj + Eh3>\3yj

6 6 6 6 6
+ 1hAy- + 1h2)\2y4 + ih?’A?’y- + ih4A4y-
6 776 712 Y J
1 2 1 2 1 1
= (14 ZhA+ X+ =Rh2X2 + ZhA + h2X\2 + —h3)8
(1+ 6 * 6 * 6 + 6 + 6 13
1 1 1 1
—hX 4+ =h2N% + RN+ — Ry,
MG RPN Ay,
_ 1 2412 1 313 1 444
_(1+h>\+2h A +6h A +24h Ay,

Deshalb, fiir z = h, ist die Stabilitits funktion
1

1 1
g(z)=1+z+ 522—1— 623—1— ﬂz‘l.

(v) Implicit midpoint rule

111
2|2
1
Wir haben
h h h h
ko= ft;+ 500+ Sk = My + k) = Ay + SAk =
and hence
P A o 2\
Ty ) T Ty

Dann

Yj+1 = y; + hky

2\
Zyj+hyj(m>
_ (1+ 2hA >y~

2—h\)"

(240N
VA

Bitte wenden!

h
(1 — 5)\)]{1 = )\yj,



Deshalb, fiir z = hJ, ist die Stabilitits funktion

9(z) = (;ji)

b) Siehe stabgebiete.m und draw_stabfunc.m. Die Stabilititsgebiete ist
schwarz lackiert.

¢) Wir bendtigen:
) 1+zj<l<=-1<l4+2<]l = —2<z2<0.
11—z

So
l<l—2 — 2<0 und 1<zx—-1 — x> 2.

1
(ii) —‘<1<:>1<|1—:v|.

1
<1<:>1+x+§x2<1<:>a:(:c+2)<0 = —2<x<0.

1 1 1 1 1 1
iv) |1 —? 4 -t —at <l o+ 2+ -2 + —2! <0.
@iv) —l—x—i-?x +6$ +24:U x—i—zx —|—6x +24x
Siehe stab_klassiches_RK.m. Wir haben eine Null bei z ~ —2.7853
und es ist klar, dass = 0 auch eine Null ist. Da g(x) auBerhalb dieser Region

zunimmt, das gilt das Stabilitétintervalle is —2.7853 < z < 0.

1
(iii) 1—|—x+§az2

2
(V) ’24—_95’ < 1<= |2+ x| < |2 — z|. Es ist klar gilt dies nur fiir z < 0.
—
d) Definiere
A = —1000 + mi.
We want to determine h such that
l9(2)| = |g(h\)| < 1, orequivalently |g(h))|* < 1.

(1) We have
g(hA) =1+ hA.

Therefore, h should be such that
1> |g(hA)> = |1+ A2 = |1 + h(—1000 + 73)|* = (1 — 1000h)* + (7h)?.

Hence we require that
2000

h < —-vw—.
1000000 + 72
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(i1)) We have
1

1—h\ )

g(hA) =
Therefore, h should be such that

1 4 1000h + hmi|®
‘ ’ 1+ 1000h hmi 1+ 1000k + hri
1+ 1000h , —hr
‘ 1+ 1000h)2 + (hr)? + "(1+ 1000h)2 + (hr)?

B 1 + 1000/ 2 N —hr ?
~ (1 + 1000h)2 4 (h)2 (14 1000h)2 + (h)2

~ (1+1000R)? + (h)?
~ ((1+ 1000h)2 + (hr)2)2
1

~ (1 + 1000R)2 + (hm)2’

2000
This holds when h < _WW or h > 0. As the step size must be

positive this means we require that

1> g(h\)? = \

h > 0.
(iii)-(v) First we rewrite the stability condition |g)(h)| < 1 as
G(h) :=1—|gxr(h)| > 0.

Then we use a root finding procedure to precisely locate the points where
G(h) = 0. Siehe grenzen_schrittweite_h.m

(iii) We require h < 0.002.
(iv) We require h < 0.0028.
(v) h can be any positive number.

e) Siehe schnelle_oszillation_verfall.mund Abbildung I.

2. Lineares homogenes System

a) Diagonalisieren die Matrix A als:

A=PDP '« D=P AP,

wO
15 —12 1 -1 0 0 14 1
p=|o 12 1|, p=|0 -15 o |, P'=|0 2 L
0 4 -3 0 0 —1000 0 L -3
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Abbildung 1 — Realteil und den Imaginirteil der Losung y() aus d).

Sei z = P~y +<= y = Pz und beachten Sie das
z2=P'y=P'Ay = P"'APz = Dz.
Wir haben jezt drei entkoppelte ODEs, wo die Losung gegeben ist
zi(t) = z(0)eM, i=1,...,3.

Wir haben
1 4 1 1 14
A=EYO= 1T w0
0 10
Deshalb
14
z1(t) = z1(0)eM! = %e—%t‘
1
2(t) = z2(0)€)\1t _ 56—15t.
Dann ist gilt
L —12 1 %e‘%t Te— 3t _ Ge—15t
yt)=Pz(t)=[0 12 1 %6—1515 _ Ge—15t
0 4 -3 0 915t
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b) Siehe 1insys.m. Beachtan Sie dass globale Diskretisierungsfehler divergiert,
withrend die Schrittgrofle grofer ist als die maximal zulidssige Schrittgrofle auf-
grund des Stabilitétsintervalle.

Fiir das verbesserte Euler-Verfahren haben wir
kv = f(t;,y;) = Ayj,
h

h h
ko= f(t; + 5 vt §/f1) = Ay, + §>\yj)-

und
h
Yir1 = yj + hky = y; + hA(y; + §>\yj)
1
= (1+hX+ §h2)\2)y]~
Deshalb, fiir z = h, ist die Stabilitits funktion

1
g(z) = 1—|—z—|—§z2.

Fir 2 = hA, von Teil 1.c) (iii). wir haben das
—2 < hA<0.

Das Worst-Case-Szenario ist, A = A3 = —1000. Dann wir haben

1
—2<h/\<0<:>0<1000h<2<:>0<h<%.

Wenn wir im Stabilititsintervall sind, d.h. h < %, konvergiert die Methode,

und auberdem konvergiert sie mit der erwarteten Ordnung, die p = 2 ist. Siehe
Abbildung 2.

Beachten Sie, dass die wahre Losung y(¢) nicht den A3 = —1000 Eigenwert
enthilt, was darauf hindeutet, dass wir es bei der numerischen Losung fiir y (%)
ignorieren konnen. Dies ist jedoch nicht der Fall, da die numerische Losung nicht
exakt ist und somit der Beitrag aus diesem Eigenwert die anderen Modi im nu-
merischen Fall beeinflussen wird. Es ist also notwendig, diesen Eigenwert zu
beriicksichtigen, um sicherzustellen, dafl die numerische Approximation korrekt
die wahre Losung darstellt.

3. Stabilitdits-funktionen fiir RK-ESV

Bitte wenden!
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Abbildung 2 — Konvergenz der verbesserten Euler-Methode fiir ein System von drei li-
nearen homogenen Differentialgleichungen 2 b).

a) Wir wenden ein explizites s-stufiges RK-ESV auf die ODE y = Ay an. Es gilt

i—1 i—1
ki = f(to + hei, yo +hzaijkj) = AMyo + hzaijkj) 1<i<s.

J=1 Jj=1

Wir behaupten, dass k; = p;(h\) Ay, wobei p; ein Polynom ist. Fiir i = 1 haben
wir k1 = Ay, weil das Verfahren explizit ist. Nehmen wir an, dass die Behaup-
tung fiir ¢ gilt. Dann

ki+1 = f(tO + hciay() + hzawkﬂ)

=1

= )‘<y0 +h Z aijkj)
j=1

= )\(yO + h Z aijpj(h)\))\yo)

j=1

J=1

=IDi+1 (h)\))\yo .

Da eine endliche Kombination von Polynomen wieder ein Polynom ist, folgt die
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Behauptung. Nun ist

Y1 :y0+hzbiki

i=1

=Y +h Z bipi(hA) Ayo

=1

= (1+hA i: bipi(hA))yo ,

i=1
was zeigt, dass die Stabilititsfunktion ein Polynom in A\ ist.

b) Nein, da die Stabilitdtsfunktion ein Polynom in A\ ist, ist das Stabilitédtsintervall
beschrinkt und |g(z)| = |[(1 4+ 2> ;_; bipi(2))| < 1 gilt nicht fiir alle = € C mit

Re(z) < 0.
4. L-Stabil
Ein Verfahren ist L-Stabil falls es A-Stabil ist und es gilt

mit z = h\. Aus der Aufgabe 1 haben wir fiir die implizite Mittelpunkt Methode die
Stabilitdtsfunktion

24z
9(2) = 5—
und A-Stabilitit.
Wir haben
. 2+ 2z
lim = —1,

z——0 2 — 2

somit ist die implizite Mittelpunktsmethode nich L-Stabil.

5. Steifes nichtlineares AWP

a) Zunichst miissen wir die Van der Pol-Gleichung umschreiben in ein System er-
ster Ordnung:

y(t)=£(y)

wobeli

y(t) = (Z?EED und £t y(6)) = ( (1 —yol(g;yl —yo) '

Die Anfangswerte sind dann y(0) = yo = [2,0]%.

Bitte wenden!



Lassen wir StiffvanDerPol .m laufen, so beobachten wir, dass der explizite
Loser ode45 viel ldnger braucht als der implizite ode23s. In Abb. 4 sehen
wir den Grund dafiir: ode45 macht ~ 10’000 mal kleinere Schritte als ode23s
wo die Losung glatt ist (d.h. wenig variiert)! Also obwohl ein Schritt mit dem
impliziten Verfahren ode23s massiv teurer ist, gewinnt man viel an Rechenzeit
verglichen mit dem expiziten Loser ode45 der sehr viele kleine Schritte (aus
Stabiltitsgriinden) machen muss .

Van der Pol DGL (Loesuny g) , Van der Pol DGL (Schrittweite)

st ' / /

2 |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
t t

Abbildung 3 — Losung y(t) links und Schrittweitte h rechts.

b) Da die Van der Pol Diff.-Gl. nichtlinear ist, miissen wir wie in den Vorlesungs-
notizen (Kap. 5 Seite 14) linearisieren. Die Jacobi Matrix von f(¢, y(t)) lautet

0 1
“KtY)::<—2uMKﬂyﬂﬂ-—1 Mﬂf‘y@)'

Setzen wir die Anfangszeit t, = 0 und die AWe ein, erhalten wir

0 1
J(t07YO) = (_1 _3000) :

Die Eigenwerte dieser Matrix berechnet man sehr einfach zu

—3000 £ v/8999996

Mo = 5

Damit lautet der Steifigkeitsparameter

max;—; .| Re )|

S = ~0x10°>>1

-----

Somit erwarten wir ein um den Punkt (%o, yo) lokal steifes Problem.

Siehe nachstes Blatt!



Van der Pol DGL (Steifigkeitsparameter)
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Abbildung 4 — Stefigkeitsparameter als Funktion der Zeit.

¢) In Abb. ist der Steifigkeitsparameter S als Funktion der Zeit gezeichnet. Wir
beobachten, dass die Losung hin und her oszilliert zwichen sehr steifen (S >>
1) und nicht steifen Verhalten. Somit ist klar, dass bei nichtlinearen Problemen
sowohl steife als auch nicht steife Abschnitte auftreten konnen. Weiter erklért die
Abb. wieso der explizite Loser so kleine Schrittweiten machen muss.

6. Lineare Mehrschrittverfahren : BDF-Verfahren

Bestimme das Interpolationspolynom durch y;1, y;, y;-1:

Yi— Y; Yj
pa(t) = ;T;(t =)t = tian) = 75 (8 = ) (E = ti) + 2%1(?5 —ti-1)(t —1;)

Die Ableitung zur Zeit ¢, 1st

Ol U2 202
Und damit
1/1 3
7 <§yj1 —2y; + 51/j+1> = f(tj+1,Yj41)
Oder 4 ] 5
Yitr = 3Yi + 3¥i-1= ghf(tj—l-la Yir1)

Dann erhalten wir oog = 1, oy = —%, y = % und 5y = %



