In diesem Ubungsblatt darf das Fundierungsaxiom in allen Ubungen aufier
Ubung F.2 verwendet werden.

UBUNG F.1. Man beweise, dass jede erblich transitive Menge eine Ordnungszahl
ist.

Losung: Sei « eine erblich transitive Menge. Dann ist « insbesondere auch transi-
tiv. Es bleibt also nur zu zeigen, dass « beziiglich € wohlgeordnet ist. Wir zeigen
zuerst, dass es eine Totalordnung ist. Wir nehmen dafiir das Gegenteil an. Dann
ist die Menge

M={zxca|ldyca- ey Nly€x)N(x#y)}

nichtleer, also existiert wegen dem Fundierungsaxiom ein minimales Element z.
Nun sei ¢y das minimale Element der Menge

yeal (@ gy Ay &€ xo)A(zo#y)}.

Sei nun z € . Wegen der Minimalitdt von yq folgt z € xy oder zy € z oder
xg = 2. In den letzteren Fallen wiirde wegen der Transitivitdt xg € yo folgen, im
Widerspruch zur Wahl von y,. Also muss z € zy gelten. Weil dies fiir alle z € g
so sein muss, folgt yo C xo9. Wegen yg # o existiert ein z € xq \ 0. Wegen der
Minimalitat von z gilt z € yy oder yy € z oder yo = 2. Der erste Fall ist unméglich
aus der Wahl von z. Aus den beiden anderen Féllen wiirde aber dann yy € xg
folgen, ein Widerspruch zur Wahl von y,y. Also war unsere Grundannahme falsch,
dass die Menge M nichtleer ist. Wir folgern daraus, dass « total geordnet ist. Nun
folgt direkt aus dem Fundierungsaxiom, dass jede Teilmenge von « ein minimales
Element besitzt, also ist a auch wohlgeorndet und damit eine Ordinalzahl.

UBUNG F.2. Man beweise, dass die Schlussfolgerung des Hierarchiesatzes dquivalent
zum Fundierungsaxiom ist.

Losung: Der Hierarchiesatz wurde mittels Fundierungsaxiom bewiesen, was die
eine Richtung der Aquivalenz zeigt. Nehmen wir nun an, dass der Hierarchiesatz
gilt. Sei a eine nicht-leere Menge. Aus dem Hierarchiesatz folgt, dass ein « existiert
mit a € v,. Wir definieren die Menge

M ={f<a|dreca xcuvs}.

Nach Satz 23.1 ist M nicht-leer. Weil M eine Menge von Ordinalzahlen ist, ist
M wohlgeordnet. Sei By ein minimales Element von M und sei © € a so dass
x € vg,. Nach Satz 23.1 existiert fiir jedes y € z ein v < fp mit y € v,. Wegen der
Minimalitat von [y folgt dann y & a. Also gilt x N a = (), wie gewiinscht.



UBUNG F.3. Seien a,b Mengen und sei a € Ord, so dass R(a) < a und R(b) < «
gilt. Man beweise, dass aller Mengen

{a,b}, (a,b), aUD, Ua, Pa, b*

einen Rang < o + w haben.

Losung:

1. Es gilt nach Voraussetzung insbesondere a,b € v,. Also folgt {a, b} € Puv, =
Vat1 und wegen o + 1 < o + w ist der Rang von R({a, b}) < a + w.

2. Gleich wie im ersten Fall gilt a,b € v,. Also folgt (a,b) = {{a},{a,b}} €
PP, = vas2. Daher gilt wie oben R({(a, b)) < a + w.

3. Wir nutzen Satz 24.1. Fiir jedes € aUb folgt x € a oder z € b, also R(x) < «a.
Mit dem dritten Teil des gleichen Satzes folgt nun R(aUb) < a+1 < o + w.

4. Wir argumentieren gleich wie bei 3. oben. Fiir jedes x € |Ja existiert ein
y € a mit x € y, also R(x) < R(y) < R(a). Wir folgern daher wiederum
RUa) <a+1<a+w.

5. Aus Satz 23.1 wissen wir, dass v, transitiv ist. Also folgt fiir jedes ¢ € Pa
auch ¢ C a C v,, also ¢ € Pov, = v411. Wir folgern wiederum mit Satz 24.1
dass R(Ba) < o +2 < a + w gilt.

6. Wie oben wissen wir, dass v, transitiv ist. Es gilt daher a C v, und b C v,,
also auch a Ub C v,. Nun ist

b* € Pla x b) € PPP(a U b) € PPPua = vays.
Wir folgern mit Satz 24.1 dass R(b*) < a + 3 < a + w gilt.

UBUNG F.4. Man beweise, dass v,, genau aus den erblich endlichen Mengen besteht.

Losung: Sei a € v,. Nach Definition von w existiert ein a < w mit a € v,. Wir
benutzen Induktion, um zu zeigen, dass v, endlich ist. Weil o < w, muss « eine
Nachfolgerzahl sein. Nun ist vy endlich und fiir @« = o/ 4+ 1 ist v, = P, wegen
Aufgabe C.2 und der Induktionsvoraussetzung ebenfalls endlich. Weil v, nach Satz
23.1 transitiv ist, gilt a C v,. Als Teilmenge einer endlichen Menge ist a demnach
selber endlich. Nun gilt fiir jedes b € a wegen der Transitivitdt b € v,, also muss
auch b endlich sein. Wir folgern dass a erblich endlich ist.

Sei nun umgekehrt a eine erblich endliche Menge. Wir nutzen Induktion. Fiir () gilt
0 € v; C v,. Wir nehmen nun an, dass fiir alle erblich endlichen Mengen b C a
auch b € v, gilt. Dann ist R(b) < w. Also folgt R(a) = sup{R(b) +1 | b € a} < w.
Also muss a € w gelten.

Eine Klasse C heiff transitiv, wenn V(z € C') -z C C. Die Klasse Ord ist transitiv.
Die néchsten beiden Ubungen verallgemeinern Satz 17.3 und der Rekursionssatz
auf beliebige transitive Klassen.



UBUNG F.5. Sei T eine transitive Klasse und C eine Klasse, so dass ) € C' und
VaeT) [V(ze€a) (xeC)— (ael)]
gilt. Man beweise, dass 7' C C'.

Losung: Wir nehmen an, dass T\ C' # () ist. Sei a € T'\ C'. Nach dem Hierarchiesatz
existiert eine Ordinalzahl o mit a € v,. Wir definieren die Menge

M ={f<a|dzecvg-zeT\C}

Diese ist wegen o € M nichtleer. Als Menge von Ordinalzahlen besitzt sie ein
minimales Element fy. Sei x € vg, mit x € T\ C. Wegen 0 € C ist x # (). Sei daher
y € x. Wegen der Tranisitvitdt von T folgt z € a C T, also auch x C T und daher
y € T. Falls y € C gelten wiirde, so wiirde x € C' folgen, im Widerspruch zur Wahl
von z. Also muss y € T'\ C sein. Es gibt aber wegen y € x eine Ordinalzahl v < (5
mit y € v,. Dies widerspricht der Minimalitdt von ;. Daher war die Annahme
T\ C # () falsch.

UBUNG F.6. Sei T eine transitive Klasse und sei H: 2 — Q eine Funktion. Man
beweise, dass es eine eindeutige Funktion G: T" — (2 existiert, so dass fiir alle x € T

gilt.

Losung: Wir gehen dhnlich vor wie im Beweis des Rekursionssatzes. Wir behaup-
ten, dass fiir jede Menge a € T eine eindeutige Funktion g: a — () existiert mit

V(b€ a)-g(b) = Hlgls]. (*a)

Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Seien f und g zwei Losungen von (%,). Ange-
nommen, die Losungen sind nicht gleich. Dann ist die Menge

{y€O0rd|3cea- (Rle)=7A[flc) #g(c)}

nichtleer, besitzt also ein minimales Element vy mit zugehorigem ¢y € a. Dann gilt
fiir jedes d € ¢y auch R(d) < R(cp) = v, also wegen der Minimalitdt von 7 dann
fleo = gleo, also

fleo) = H{fley) = Hlgle,] = g(co)

im Widerspruch zur Wahl von ¢j. Also muss f = g sein. Nun wollen wir die Existenz
von so einer Folge f zeigen. Angenommen, die Existenz ist nicht immer gegeben.
Dann ist die Menge

M :={a|3aeT-(R(a) =aA (es existiert keine Losung von (%,))}

nichtleer und besitzt daher ein minimales Element g mit zugehorigem ay € T'. Weil
fir jedes x € ap auch R(z) < R(ag) = ay gilt, muss wegen der Minimalitidt von «
fiir jedes solche x eine Losung von (x,) existieren. Dann ist die Funktion ¢g: ag — Q
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gegeben durch g(z) := Hlg|,] eine Losung von (x,,) im Widerspruch zur Wahl von
ag. Daher war die Menge M leer und die Existenz ist immer gegeben.
Schliesslich ist die Funktion G: T" — € definiert durch

G(a) == Hlgla]

fiir die eindeutige Losung g von (%,) die gesuchte Funktion G.

UBUNG F.7. Sei C eine Klasse. Man beweise, dass es eine eindeutige Klasse D gibt,
so dass

D={zeC|zCD}

gilt. Man beweise aufserdem, dass D die grofte in C' enthaltene transitive Klasse
ist.

Losung: Wir definieren
D::U{m§C|Vy€x-ygx}

und behaupten, dass dieses D die geforderte Bedingung erfiillt. Dazu sei y € D.
Dann existiert ein « C C, das transitiv ist und y € x erfiillt. Also gilt y C x. Dann
gilt fiir jedes z € y auch z € x, also z € D. Wir folgern y C D.

Umgekehrt sei y € {z € C'|  C D}. Dann gilt y C D. Nach Definition von D folgt
daraus, dass fiir jedes Element z € y eine transitive Menge x, C C existiert mit
z € x,. Weil die Vereinigung von transitiven Mengen wieder eine transitive Menge
ist, ist die Menge x := Uzey x, eine transitive Teilmenge von C' mit y C x. Nun
ist ' := 2z U {y} eine transitive Teilmenge von C' mit y € 2’. Also ist y € D. Wir
folgern daraus, dass tatséchlich D = {z € C' | z C D} gilt.

UBUNG F.8. Seien S, T transitive Klassen und F: S — T eine bijektive Funktion,
so dass
V(z € S)-V(aeS): [(z€a)+ (F(z) € F(a))].

Man beweise, dass S = T und dass F(z) = z fiir alle x € S gilt.
Losung: Wir behaupten, dass fiir alle a € S gilt
F(a)={F(z) | x € a}.

Fiir jedes y € F(a) gilt y € T wegen der Transitivitdt von 7', also existiert wegen
der Bijektivitdt von F ein x € S mit y = F(x). Wegen der Voraussetzung in der
Aufgabenstellung folgt dann = € a. Umgekehrt gilt fiir jedes x € a wegen der
Transitivitdt von S und der Voraussetzung in der Aufgabenstellung F(x) € F(a).
Also ist unsere Behauptung richtig. Nehmen wir nun an, dass die Menge

M:={x eS| F(x)#z}
nicht-leer ist. Dann existiert ein minimales Element xq € M. Dann gilt

F(zog) ={F(y) |y € xo} = {y | y € zo} = wy,
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wobei wir die Minimalitit von zy ausgenutzt haben, also dass fiir alle y € zy auch
F(y) = y gelten muss. Dies ist nun ein Widerspruch zur Wahl von zy. Also war die
Menge M leer. Wir folgern daraus, dass fiir alle z € S auch F(z) = = gelten muss.
Dann folgt aus der Bijektivitat von F', dass S =T gilt.



