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1 Vorbemerkungen

1.1 Mathematik zwischen Formalismus und Anschauung

Ich mo6chte mit einigen allgemeinen Bemerkungen zur Sprache der Mathematik be-
ginnen und auf Aspekte aufmerksam machen, die ich als besonders wichtig ansehe.
Mathematik zu treiben bedeutet generell, mathematische Objekte wie Zahlen, Funk-
tionen, Gleichungen, Ungleichungen, Mengen, Réume, Gruppen und viele weitere zu
untersuchen, also wichtige Fragen iiber diese Objekte zu beantworten und interessante
Satze iiber sie zu beweisen, aber auch neue Theorien zu entwickeln fiir vorher noch
nicht untersuchte Objekte, ... sicher miisste man diese Liste fortsetzen. All dies spielt
sich immer gleichzeitig auf zwei Ebenen ab: auf der formalen Ebene und der Ebene
der abstrakten Anschauung.

Auf der formalen Ebene driicken wir mathematische Sachverhalte aus, indem wir logi-
sche und mathematische Symbole zu Formeln verbinden, und fithren Beweise, indem
wir aus Aussagen, die wir bereits als wahr erkannt haben, durch Anwendung strenger
logischer Gesetze neue wahre Aussagen herleiten. Diese Ebene entspricht derjenigen
eines Computerprogramms. Ein Programm, das ein Computer ausfithren kann, muss
strengen syntaktischen und semantischen Regeln gehorchen. Der Computer kann nicht
erraten, was der Autor meint, wenn ein wesentliches Detail fehlt, und kann es nicht
korrigieren, wenn der Autor etwas Falsches geschrieben hat; und Einwénde der Art, es
sei natiirlich so oder so gemeint gewesen, lédsst er nicht gelten. Die formale Sprache der
Mathematik ist genauso stringent. Von Mathematikern wird verlangt, dass sie alles,
was sie sagen, korrekt und vollstdndig und unmissverstéandlich mit allen notwendigen
Details auf der formalen Ebene ausdriicken und begriinden kénnen. Dies zu lernen und
zu iiben wird vor allem jetzt im Basisjahr von [hnen erwartet.

Gleichzeitig wollen wir als Menschen die Welt, also auch die Welt der Mathematik,
verstehen und unsere Erkenntnisse dariiber anderen Menschen mitteilen. Dazu brau-
chen wir eine abstrakte Anschauung fiir die mathematischen Objekte, mit denen wir
arbeiten. Wir brauchen ein Versténdnis jenseits der formalen Ebene, um erkennen
zu konnen, was wichtig oder unwichtig, niitzlich oder unniitz, interessant oder lang-
weilig ist, also um die irrsinnige Menge an Formeln {iberhaupt zu iiberblicken und
uns beim Umgang damit in die richtige Richtung leiten zu lassen. Wir brauchen die-
ses Verstandnis auch, um zu wissen, welche mathematischen Theorien wir in welcher
Situation ausserhalb der Mathematik anwenden kénnen.

Fast jede Kommunikation in der Mathematik erfolgt gleichzeitig auf beiden Ebenen.
Wenn ich zum Beispiel in der Geometrie sage: ,, Jede Gerade enthélt mindestens zwei
verschiedene Punkte“, so ist das einerseits das sprachliche Aquivalent der formalen
Aussage Vg € G AP € g 3Q € g : P # Q“, wenn G die Menge aller Geraden be-
zeichnet. Andererseits haben wir dabei eine Vorstellung davon, was ein Punkt und
eine Gerade sei und was es bedeutet, ob zwei Punkte gleich oder verschieden sind,
und dadurch bekommt die Aussage fiir uns eine anschauliche Bedeutung. Fiir den For-
malismus ist diese Bedeutung irrelevant, fiir uns Menschen aber nicht. Wir Menschen
konnen Mathematik nur betreiben, indem wir uns gleichzeitig auf beiden Ebenen be-
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wegen. Wir konnen weder rein auf der formalen Ebene operieren, weil wir dann nichts
verstiinden, noch allein auf der Anschauungsebene, weil wir dann nichts beweisen und
somit als wahr oder falsch erkennen kénnten.

Nebenbei gesagt ist es grundsétzlich immer moglich und erlaubt, einen mathemati-
schen Formalismus mit einer anderen als der urspriinglich vorgesehenen Anschauung
zu versehen. Wenn wir zum Beispiel die Menge aller Schuhschachteln G nennen und
jedes Element g € G eine Menge von Schuhen ist, dann bedeutet die oben genann-
te formale Aussage, dass jede Schuhschachtel mindestens zwei verschiedene Schuhe
enthélt. Das ist vollig in Ordnung, soweit auch die weiteren postulierten Eigenschaf-
ten der Theorie in der neuen Interpretation gelten (was in diesem Beispiel allerdings
zweifelhaft erscheint).

Um uns frei auf beiden Ebenen bewegen zu kénnen, miissen wir dazu fihig sein, nach
Belieben von der einen auf die andere zu wechseln. Das heisst: Wir miissen alles in
die jeweils andere Ebene iibersetzen konnen. Was immer wir auf deutsch, englisch,
oder sonst einer natiirlichen Sprache sagen, miissen wir auch in mathematischen For-
meln ausdriicken konnen. Umgekehrt sollten wir uns selbst genauso wie anderen stets
erkldren konnen, was eine gegebene Formel anschaulich bedeutet. Beides miissen wir
standig praktizieren, wihrend wir mathematische Gedanken entwickeln, aber insbeson-
dere auch auf Nachfrage dann, wenn wir jemand anderem unsere Gedanken miindlich
oder schriftlich mitteilen wollen und uns der Adressat um die Ubersetzung bittet, da-
mit er genau versteht, was wir meinen. Das ist eine der wichtigsten Grundféhigkeiten,
die Sie erwerben sollen. Méngel an dieser Stelle sind oft ein Haupthindernis gegen ein
erfolgreiches Mathematikstudium, und darum sollten Sie diese Féhigkeit vor allem im
Basisjahr ausfiihrlich einiiben.

Sie werden erleben, dass wir zwar zu Beginn sehr auf formale Genauigkeit und Voll-
standigkeit pochen, dies aber bald reduzieren und uns viele explizite und implizite
Abkiirzungen erlauben. Das liegt daran, dass die Welt der Mathematik so reichhaltig
und komplex ist, dass wir gar nicht dazu in der Lage sind, stets alles so vollstandig
auszudriicken, wie es die anerkannten Regeln eigentlich erfordern wiirden. Unsere for-
malen Aussagen sind also leider oft nicht ganz vollstéindig, und sogar den besten Ma-
thematikern unterlaufen gelegentliche Irrtiimer und sie schreiben formal etwas ande-
res, als sie tatsdchlich meinen. Auch Dozenten von Anfingervorlesungen kénnen keine
Vollstandigkeit erreichen, schon allein, weil wir gar nicht die Zeit haben, alles auf der
formalen Ebene vollsténdig auszuschreiben. Das wird Thnen das Verstédndnis des Stoffs
erschweren, bis Sie etwas mehr mathematische Reife entwickelt haben.

Dazu baut der meiste Stoff in der Mathematik auf anderem, davor besprochenem
Stoff auf. Dieser wird als bekannt und selbstverstandlich vorausgesetzt und nicht wei-
ter diskutiert. Mathematik auf hohem Niveau zu verstehen ist vergleichbar damit,
die Funktionsweise eines komplexen elektronischen Geréts wie z.B. eines Handys zu
verstehen. Dieses besteht aus verschiedenen FEinzelteilen, darunter einem Mikropro-
zessor, der aus Modulen mit verschiedenen Aufgaben besteht, welche auf bestimmte
Weise miteinander interagieren und wiederum in kleinere Einheiten unterteilt sind, bis
hin zu Flip-Flops, welche selbst wieder aus einzelnen Transistoren und Widersténden
zusammengesetzt sind; daneben lduft auf diesem Mikroprozessor ein Programm, wel-
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ches ebenfalls eine geschachtelte Struktur hat, usw. Die Grundlage der elektronischen
Bauteile und deren Verdrahtung kann man als Analogon der formalen Ebene der Ma-
thematik, das Interagieren der Module auf den hoheren Ebenen als Analogon der
Anschauungsebene interpretieren. Genauso entsprechen die einzelnen Befehle des Pro-
gramms in Maschinensprache der formalen Ebene, seine Gesamtstruktur dagegen der
Anschauungsebene der Mathematik. Die Funktionsweise des Geréts als Ganzes kann
man nur vollstdndig erfassen, wenn man auf jeder dieser Komplexitéitsebenen Bescheid
weiss. Nicht mehr und nicht weniger als das Entsprechende in der Mathematik wird
von Thnen erwartet.

Fast jede mathematische Mitteilung ist also sowohl formal unvollstéindig als auch darin,
dass sie andere Begriffe als bekannt voraussetzt. Die Losung dieses Problems besteht
darin, dass man von Mathematikern erwartet, dass sie alles, was sie sagen, auf Nach-
frage hin préziser und vollstandiger ausdriicken und erkldren und die verwendeten
Grundlagen ergédnzen kénnen. Auch von Thnen wird erwartet, dass Sie alles, was Sie
lernen, auf der formalen und der Anschauungsebene vollstdndig erfassen. Solange Sie
nicht sicher sind, dass Sie das tun, miissen Sie eben nachfragen, und sollen das auch.
Hier kommt es wesentlich auf Ihre eigene Initiative an. Auf Ihre Nachfrage hin erhalten
Sie von uns entweder die gewiinschten Details, oder Hinweise dazu, wie Sie sich diese
Details selbst erarbeiten konnen.

In jedem Fall ist mathematische Erkenntnis ein aktiver Prozess. Wie beim Fahrrad-
fahren-Lernen geht es darum, gewisse Ablédufe so einzuiiben, dass sie mit der Zeit auto-
matisch werden. Dabei muss das Gehirn an bestimmten Stellen umverdrahtet werden,
und das geschieht nur durch viel Ubung und sténdige aktive Mitarbeit. Dieser Pro-
zess ist mit Teilerfolgen, aber auch Riickschldgen und Schmerzen verbunden, denn wie
man beim Lernen des Fahrradfahrens gelegentlich hinfallt, gehort es zur Mathematik,
dass man manchmal Fehler begeht und sich dies von anderen sagen lassen muss. Dar-
an muss man sich gew6hnen und es nicht {iberbewerten. Versuchen Sie zu erreichen,
was die folgende Maxime besagt: Mathematiker zeichnen sich den meisten anderen
Menschen gegeniiber dadurch aus, dass sie sich dariiber freuen, wenn man ihnen einen
Denkfehler nachweist, weil sie den Erkenntnisgewinn hoher bewerten als die damit ver-
bundene Peinlichkeit. Dazu sollten Sie natiirlich auch lernen, Thre eigenen Aussagen
stindig auf Korrektheit und Klarheit und Vollstdandigkeit zu iiberpriifen. Insgesamt
erfordert mathematische Erkenntnis also eine erhebliche psychische Anstrengung, mit
der man aber auch einen enormen Gewinn erzielen kann. Das dhnelt der physischen
Anstrengung, die man braucht, um auf einen sehr hohen Berg steigen und dort die
einzigartige Aussicht geniessen und sich als einer von relativ wenigen Menschen sagen
zu konnen: Das habe ich aus eigener Kraft getan.

1.2 Die Grobstruktur mathematischer Kommunikation

Mathematische Kommunikation, ob miindlich oder schriftlich, folgt gewissen Regeln,
im Grossen wie im Kleinen. Im Grossen geschieht Folgendes: Man fithrt mathemati-
sche Objekte ein, trifft Annahmen iiber sie und zieht schrittweise Folgerungen daraus,
beweist also Sétze iiber sie. Die folgenden Aspekte sind dabei besonders wichtig:
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Zuerst miissen die verwendeten Begriffe und Symbole erklart werden, und zwar bevor
man sie benutzt, sofern sie nicht zum gemeinsamen Standardrepertoire aller Beteiligten
gehoren. Genauso muss gesagt werden, aus welcher Menge die gebrauchten Variablen
gewihlt werden sollen. Ohne diese Erklarungen kann der Adressat nicht wissen, was
gemeint ist. Es ist sehr lastig fiir diesen, nachfragen zu miissen, was denn damit und
damit gemeint sei. Eine verniinftige mathematische Mitteilung beginnt daher oft mit
einer Einleitung der Art: ,Sei ... ein ... mit der Eigenschaft ..., und sei ...*

Die Variablendeklaration funktioniert genau wie in einer héheren Programmiersprache.
Dort hat man die Moglichkeit, Variablen mit einem wohldefinierten Giiltigkeitsbereich
zu deklarieren, zum Beispiel in einem Unterprogramm. Wie in der Mathematik muss
man dort zuerst sagen, welcher Art die Variable sein soll, bevor man sie verwenden
darf. (Gewisse éltere Programmiersprachen, die implizite Konventionen fiir Variablen-
namen erlauben, verleiten zu Fehlern und sollten heute nicht mehr benutzt werden.)
In der Mathematik definiert jeder Quantor einen Giiltigkeitsbereich fiir die quantifi-
zierte Variable, ausserhalb dessen die Variable entweder keinen Sinn ergibt oder, falls
sie vorher schon eine Bedeutung hatte, so nimmt sie diese nach Ende des Giiltigkeits-
bereichs des Quantors wieder an, unabhéngig von allem, was wahrend der Giiltigkeit
des Quantors geschah. Ein Beweis ist wie ein Unterprogramm; was innerhalb eines
Beweises eingefiithrt worden ist, ergibt ausserhalb keinen Sinn.

Wichtig ist, dass Anfang und Ende von Unterstrukturen deutlich markiert werden. Wie
fiir Klammerungen in mathematischen Formeln, insbesondere fiir Quantoren, muss
klar sein, wo eine Definition beginnt und endet, wo ein Satz beginnt und endet, wo ein
Beweis beginnt und endet. Der Standard ist auch, dass man das Ende eines Beweises,
an dem man also erklért, dass eine vorher angegebene Behauptung nun bewiesen sei,
besonders markiert. Das kann man mit Worten tun wie z.B. ,,was zu beweisen war®,
oder entsprechend lateinisch ,,quod erat demonstrandum®, meist abgekiirzt zu ,,q.e.d.”,
oder @hnlichem. Ublich ist auch das Symbol 0%, der Ubersichtlichkeit halber oft am
rechten Rand des Textes, wie am Ende des vorliegenden Absatzes. Wenn man dieses
Symbol verwendet, so sollte man es aber korrekt tun und nicht etwa als Zeichen fiir
yirgendetwas endet hier*: O

Kleine, mittlere, und grosse Sétze unterscheidet man wie folgt: Einen zentralen Satz
einer Theorie nennt man oft Hauptsatz. Das Wort Theorem entspricht dem englischen
und franzosischen Wort fiir Satz; im deutschen wird es oft fiir einen grossen Satz
verwendet. Einen mittleren oder kleinen Satz, dessen Aussage man im Rahmen der zu
entwickelnden Theorie fiir relevant hélt und spéter weiter zu benutzen gedenkt, nennt
man oft Proposition. Das ist lateinisch fiir Behauptung, das deutsche Wort Behauptung
benutzt man jedoch in der Regel nur fiir eine Zwischenbehauptung innerhalb eines
Beweises, fiir welche man sich ausserhalb des Beweises nicht mehr interessiert. Ein
Korollar oder eine Folge ist ein Satz, der mit wenig Aufwand aus einem grosseren Satz
folgt. Ein Lemma ist ein kleiner Satz, der dazu dient, eine Proposition oder einen Satz
zu beweisen, der aber nicht selbst von Interesse ist. Ein Lemma, das nur dazu dient, ein
anderes Lemma zu beweisen, heisst Sublemma. Ein Lemma kann fiir sich alleine oder
innerhalb eines Beweises auftreten. Oft enthélt es eine mehr oder weniger héssliche
formale Aussage im Rahmen einer Rechnung, wogegen der dazugehorige grossere Satz
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eine griffigere strukturelle Figenschaft ausdriickt. Wenn man einen mathematischen
Text tiberfliegt, orientiert man sich vor allem an den Definitionen und grosseren Sétzen
und lasst Beweise und Lemmata beim ersten Durchgang oft ganz beiseite. Gelegentlich
hat man im Nachhinein festgestellt, dass ein urspriinglich als Lemma ausgedriickter
Sachverhalt doch eine fundamentale Bedeutung hat. Als man darauf das Lemma zu
einem Satz befordern wollte, hatte sich die Bezeichnung Lemma schon eingebiirgert,
und darum behielt man sie bei. Ein typisches Beispiel dafiir ist das Zornsche Lemma.

Formal gesehen ist ein Beweis eine endliche Folge von Aussagen, von denen jede entwe-
der ein Axiom oder eine frither bewiesene Aussage ist oder mittels einer Schlussregel
aus im Beweis davor stehenden Aussagen folgt, so dass die letzte Aussage des Beweises
die zu beweisende Aussage ist. Zum vollstdndigen Aufschrieb eines Beweises gehort,
fiir jede Aussage zu erklaren, wieso sie gilt. Wenn zum Beispiel eine Aussage direkt
aus der unmittelbar vorhergehenden folgt, so kann man dies mit einem Doppelpfeil
= anzeigen. Wenn dabei noch eine bestimmte Grundeigenschaft oder ein Satz der
Theorie benutzt wird, so muss man dies ebenfalls erwéihnen. Wenn eine Aussage aus
einer fritheren Aussage oder einer Kombination von solchen folgt, so muss man auch
dies irgendwie aufzeigen. Ein verstdndlicher Beweis ist also nicht eine blosse Folge von
Aussagen oder Formeln, sondern erfordert fiir jeden Schritt eine Begriindung. Sonst ist
er lickenhaft und wird zu Recht nicht akzeptiert. Genauso ist eine Berechnung, zum
Beispiel eines Integrals, nicht bloss eine Folge von Umformungen einer mathematischen
Formel, sondern eine Folge von Umformungen mit jeweiligen Begriindungen.

1.3 Vorbilder

Zu Beginn versuchen wir in den Vorlesungen, jeden elementaren Rechen- und Beweis-
schritt auszuschreiben und zu begriinden. Das Gleiche verlangen wir von Thnen in den
Ubungsaufgaben. Das verlangen wir auch dann noch, wenn wir in der Vorlesung schon
langst aus Zeitgriinden damit begonnen haben, bestimmte Details zu iiberschlagen.
Denn als Mathematiker/innen im Werden miissen Sie diese Grundlagen noch lange
iiben, bis sie fiir Sie selbstverstandlich geworden sind. Sie miissen erst noch das rich-
tige Gefiihl dafiir entwickeln, welche Details wichtig und welche weniger wichtig sind.
Darum sind in den Ubungsaufgaben, und natiirlich genauso in den Klausuren, grund-
sétzlich alle Details aufzuschreiben und alle Begriindungen explizit anzugeben.

Gute Vorbilder dafiir finden Sie in vielen Skripten und Lehrbiichern, aber nicht not-
wendigerweise in allen. In meinen eigenen Vorlesungen bestehe ich darauf, dass die
Musterlosungen der Ubungsaufgaben mustergiiltig sind, aber auch das ist nicht iiber-
all so. Am besten ist es, Sie bilden sich selbst eine fundierte Meinung dariiber, was
fiir Sie mustergiiltig ist und was nicht. Vielleicht wihlen Sie sich ein Vorbild und ver-
suchen ihm nahezukommen, denken aber auch spéter einmal daran zu iiberpriifen, ob
Sie nicht noch andere Vorbilder finden. Auf hoherem Niveau sind die renommiertesten
Fachzeitschriften in der Regel gute Vorbilder.

Trotz unvermeidbarer Liicken hoffe ich, dass auch der Inhalt meiner Vorlesung diesen
Anforderungen entspricht und Vorbildcharakter hat. Jedoch wird mein Tafelanschrieb
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allein keineswegs vorbildlich sein. Denn vieles, was ich miindlich dazu sage und was
auch wichtig ist, werde ich aus Zeitgriinden nicht anschreiben. Insbesondere werde ich
viele Begriindungen nur miindlich angeben. Darum wird es auch nicht ausreichen, dass
Sie nur den Tafelanschrieb kopieren, sondern Sie sollten sich die wichtigsten miindli-
chen Nebenbemerkungen ebenfalls merken.

1.4 Die Sprache der Pradikatenlogik

Mathematische Formeln bestehen im Innern aus Konstanten, Variablen, Funktionen
und Relationen. Mit diesen Symbolen kann man Aussagen wie 1+ 1 =2 und (a + b)?
= a® + 2ab + b? ausdriicken. Solche einzelnen Aussagen werden verbunden mit den
logischen Symbolen ‘und” A, ‘oder’ V, ‘nicht” =, ‘impliziert’” —, ‘dann und nur dann,
wenn’ oder ‘genau dann, wenn’ <+, sowie den Quantoren ‘fiir alle’ V und ‘es existiert’ 3.
Der etwas weniger allgemeingebréuchliche Quantor 3! bedeutet ‘es existiert ein und
nur ein’ oder ‘es existiert genau ein’. Klammern der Form (...) oder [...| dienen dazu,
Teilformeln zusammenzufassen und eindeutig festzulegen, wie sie als Teil einer grosse-
ren Formel aufzufassen sind. Gelegentlich haben sie wie Mengenklammern {...} auch
spezielle Bedeutungen.

Ein Quantor bezieht sich immer auf eine nachfolgende Aussage; zum Beispiel steht
,Jdr C(x)* fir ,Es existiert ein z mit der Eigenschaft C(z)“. Meist schreibt man
LVr € X : C(x)“ als Abkiirzung fiir ,Vz : (x € X) — C(2)“ und ,,3z € X : C(x)“
als Abkiirzung fiir ,3z : (z € X) A C(z)“ und analog fiir 3. Der Doppelpunkt dient
hier nur dazu, verschiedene Formelteile besser auseinanderhalten zu kénnen, und hat
keine weitere mathematische Bedeutung. Einen Doppelpunkt oder senkrechten Strich
benutzt man auch, um durch eine Eigenschaft eine Teilmenge einer Menge zu spezi-
fizieren in der Form {z € X : C(2)} = {# € X | C(x)}. Fiir Zuweisungen verwendet
man das Symbol :=, wobei der Doppelpunkt stets auf der Seite des Symbols steht,
dem die andere Seite als Wert zugewiesen wird, wie in x := 2.

Die Implikation A — B als Teil einer mathematischen Formel ist zu unterscheiden von
der Folgerung ,,Wenn A gilt, dann gilt B* oder der Begriindung ,,Da A gilt, folgt B*
als Teil der natiirlichen menschlichen Sprache. In letzteren beiden Féllen behauptet
man die Folgerung aufgrund eines inneren Zusammenhangs zwischen den Aussagen A
und B. Solche Folgerungen ziehen wir oft im normalen Leben und sténdig, wenn wir
Mathematik betreiben. Sie sind nicht als Teil von Formeln anzusehen, sondern erkléaren
die Beziehung zwischen verschiedenen Formeln.

Bei der Implikation A — B als Teil einer mathematischen oder logischen Formel wird
dagegen kein innerer Zusammenhang zwischen A und B verlangt, schon weil man gar
nicht formal spezifizieren kann, was das genau bedeuten soll. Stattdessen sieht man
die Implikation einfach dann als wahr an, wenn B wahr ist oder wenn A falsch ist, und
als falsch nur dann, wenn B falsch ist und A wahr. Insbesondere kann die Implikation
den Wahrheitswert . falsch® annehmen und beliebig als Teil einer grosseren Formel
auftreten.

Entsprechendes gilt fiir die Beziehung zwischen der Aquivalenz A <+ B als Teil einer
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Formel und Aussagen der Form , A gilt dann und nur dann, wenn B gilt“ in der
natiirlichen Sprache.

Natiirlich fithrt das zu einer gewissen Verwirrung. Experten der mathematischen Logik
empfehlen, Implikation und Aquivalenz als Teile von Formeln mit einfachen Pfeilen zu
bezeichnen, solche ausserhalb dagegen mit den Doppelpfeilen = and < abzukiirzen.
Die Unterscheidung hat sich unter Mathematikern jedoch noch nicht durchgesetzt. Ich
versuche dennoch in dieser Vorlesung, mich an die beschriebene Konvention zu halten.

Die vorigen Bemerkungen sind auch ein Beispiel dafiir, dass man die Symbole der
Préadikatenlogik nicht einfach als Abkiirzung fiir Teile der natiirlichen Sprache ansehen
sollte. Ein weiteres Beispiel sind Quantoren. In einem natiirlichen Satz ist es z.B. in
Ordnung zu sagen, ,,dass z—x = 0 ist fiir alle reellen Zahlen z“. In diesem Fall steht die
Quantifizierung ,fiir alle x“ nach der quantifizierten Aussage ,,x — z = 0; die Regeln
der natiirlichen Sprache sorgen dennoch dafiir, dass wir in diesem wie in den meisten
Féllen eindeutig verstehen, was gemeint ist. Im mathematischen Formalismus dagegen
gelten strengere Regeln, aus guten Griinden. Wie fiir Computerprogramme hat man
dort festgelegt, dass jeder Quantor vor der durch ihn quantifizierten Aussage stehen
muss. Dadurch wird die Giiltigkeit des Quantors eindeutig festgelegt fiir den Bereich
von dem Quantor bis zum Ende der Formel oder der néchsten schliessenden Klammer,
die zu einer vor dem Quantor stehenden 6ffnenden Klammer gehort. Ohne Beachtung
dieser Regel kdme man bald zu Formeln der Art ,3x D(z,y)Vy“, bei denen keine
eindeutige logische Prizedenz der Quantoren mehr auszumachen ist. Die Beachtung
der Regel macht dagegen den entscheidenden Unterschied zwischen Formeln deutlich,
bei denen Quantoren vertauscht wurden, wie z.B. bei

Ve CIwe C:w?=2 gegeniiber Jw e CVz e C:w? =z

Beim Umgang mit dem Allquantor V ist weiter zu bemerken — und das ist etwas
gewOhnungsbediirftigc — dass im Fall der leeren Menge X = & jede Aussage der
Form ,Vx € X : C(x)*“ wahr ist. Das liegt nicht etwa daran, dass die leere Menge
doch irgendwelche Elemente hétte, sondern daran, dass die Aussage ja bedeutet ,,Vx :
(x € X) — C(x)“ und die Implikation ,,(z € X) — C(z)“ immer wahr ist, wenn die
Voraussetzung ,,x € X falsch ist. Dies gilt auch dann, wenn C'(x) eine von vorneherein
absurde Aussage iiber x ist. Zum Beispiel ist die Aussage ,,Jedes Element der leeren
Menge ist ein grosser griiner Bér, der sein eigener Vater ist,* wahr.

Missverstéandnisse mit der leeren Menge kénnen auch dadurch entstehen, dass man
ihre Eigenschaften mit den Eigenschaften ihrer Elemente verwechselt. Zum Beispiel
gibt es bekanntlich keine reelle Zahl x mit der Eigenschaft = + 1 < x. Dagegen gibt
es durchaus eine Menge reeller Zahlen X mit der Eigenschaft Vo € X : x +1 < x,
namlich die leere Menge X = &. Um solche Verwechslungen zu vermeiden, sollte man
sich stets genau iiberlegen, worauf sich ein Quantor bezieht und worauf nicht.

Man muss sich dessen bewusst sein, dass, wenn eine Menge X leer oder moglicher-
weise leer ist, uns dies nicht verbietet, iiber Elemente von X zu sprechen. Dass wir
dies konnen und diirfen, ist sogar essentiell wichtig. Wenn wir zum Beispiel fiir alle
Elemente = einer Menge X eine Aussage C(x) beweisen wollen, so kénnen wir dies oft
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durch einen Widerspruchsbeweis erreichen, indem wir annehmen, es géibe ein Gegen-
beispiel, das heisst, ein Element der Menge X' := {z € X | =C(z)}. In diesem Fall
versuchen wir zu zeigen, dass die Menge X' leer ist, indem wir die Eigenschaften eines
hypothetischen Elements x erkunden und schliesslich zu einem Widerspruch fiihren.
Wir sprechen also absichtlich iiber ein Element einer Menge, von der wir in Wirklich-
keit hoffen, dass sie leer ist. Die Schlussfolgerungen, die wir dabei benutzen, werden
ja nicht falsch, wenn die Anfangsvoraussetzung, es gibe ein Element z € X', falsch
ist; im Gegenteil, bei einer falschen Voraussetzung A wird eine Implikation A — B,
wie oben besprochen, ja erst recht richtig. Fiir mathematische Beweise, insbesondere
fiir Widerspruchsbeweise, miissen wir also argumentieren kénnen, ohne zu wissen, ob
die Voraussetzungen iiberhaupt erfiillbar sind. Die Regeln dariiber, wann zusammen-
gesetzte Aussagen der Form A — B u.a. richtig sind, erméglichen uns genau das.

Eine gute Ubung fiir den Umgang mit dem mathematischen Formalismus besteht
darin, beliebige Sétze der natiirlichen Sprache in die Sprache der Pradikatenlogik zu
iibersetzen und umgekehrt. Wenn zum Beispiel X die Menge aller Menschen bezeich-
net, so kann man die Aussage , Jeder Mensch hat einen Vater” formal ausdriicken
durch Vo € X Jy € X : (y ist Vater von z)“. Dass dieser Vater dann auch noch ein-
deutig ist, kann man ausdriicken durch ,Vx € X 3y € X : (y ist Vater von x)“, oder
ausgeschrieben durch

Ve e X Jy € X : (y ist Vater von ) AVz € X : (z ist Vater von x) — 2z = 3.

Uben Sie insbesondere den Umgang mit Implikationen und Quantoren. Ein weiteres
Beispiel: Wenn ich sage: ,,Jedesmal, wenn ich Stockelschuhe trage, fiihle ich mich un-
sicher auf den Beinen“, so ist diese Aussage in meinem Fall nicht etwa deshalb richtig,
weil ich zwar selten, aber eben doch manchmal Stockelschuhe tragen und mich dann
aus Mangel an Ubung unsicher fithlen wiirde, sondern deshalb, weil ich es nie tue. Aus
demselben Grund ist die Aussage ,,Jedesmal wenn ich Stockelschuhe trage, habe ich
einen Sechser im Lotto“ in meinem Fall wahr; trotzdem hatte ich leider noch nie einen
Hauptgewinn.

Die Ubersetzung zwischen natiirlicher Sprache und Pridikatenlogik ist nie ganz ein-
deutig, und es ist auch eine gute Ubung, verschiedene #quivalente Ubersetzungen zu
finden. Zum Beispiel ist die Implikation A — B &quivalent zu ihrem Kontrapositiv
-B — —A sowie zu =AV B, die Aussage -3z : C'(z) ist dquivalent zu Vz : =C(z), die
Aussage —Vz : C(z) ist dquivalent zu 3z : =C(z), und anderes mehr.

1.5 Widerspriiche

Ein beriihmter Widerspruchsbeweis ist Russells Paradoxon. Ein Paradoxon ist ein ver-
meintlicher Widerspruch in einer Theorie. Eine Grundkonstruktion der Mengenlehre
besagt, dass man zu einer beliebigen formalen Eigenschaft C(z) fiir Elemente x einer
beliebigen Menge X eine Teilmenge Y := {x € X | C(z)} spezifizieren kann mit der
Eigenschaft: Vx € X : x € Y > C(x). Wenn wir dies akzeptieren, und es eine ,, Menge
aller Mengen“ gébe, so gidbe es auch eine Teilmenge davon, deren Elemente genau
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diejenigen Mengen sind, welche sich nicht selbst enthalten. Russells Paradoxon zeigt
aber, dass es eine solche Menge nicht geben kann:

Satz: Es gibt keine Menge S mit der Eigenschaft, dass S genau diejenigen Mengen
enthélt, welche sich nicht selbst enthalten. In Symbolen, wenn M die Kollektion aller
Mengen bezeichnet: =35 €e M VX e M : X € S+ X ¢ X.

Beweis: Sei doch S eine Menge mit der genannten FEigenschaft. Dann kénnen wir
diese Eigenschaft insbesondere auf die Menge X := S anwenden und erhalten die
Folgerung S € S <+ S & S. Das bedeutet, dass die Aussage S € S wahr ist genau
dann, wenn sie falsch ist. In jedem Fall ist diese Aquivalenz ein Widerspruch. Somit
muss die Annahme, dass es eine solche Menge S gibt, falsch sein. q.e.d.

Russells Paradoxon hat zur Folge, dass man neue Mengen nicht allein durch Eigen-
schaften definieren kann wie in {z | C(z)}, sondern dass man bei der Konstruktion
neuer Mengen immer irgendwie von bereits bekannten Mengen ausgehen muss wie
z.B. in {z € X | C(x)} oder der Bildung von Potenzmengen. Die heute allgemein
akzeptierten Axiome der Mengenlehre nach Zermelo und Frankel leisten genau dies.
Ob diese aber auf irgendeinem anderen Weg zu einem Widerspruch fithren, wissen wir
nicht. Aus einem fundamentalen Satz von Godel folgt sogar, dass es gar nicht moglich
ist, ihre Widerspruchsfreiheit zu beweisen, wenn sie denn widerspruchsfrei sind. Ei-
ne vollstdndige Klarung der logischen Grundlagen unserer Disziplin bleibt uns also
endgiiltig verwehrt.

Wenn wir bei unserer mathematischen Tétigkeit auf einen Widerspruch stossen, ist
es theoretisch immer moglich, dass dies ein Widerspruch ist, der das gesamte auf der
Mengenlehre errichtete Gebaude der Mathematik zum Einsturz bringt. In der Praxis
hat sich aber bisher jeder solche vermeintliche Widerspruch als Folge eines Irrtums
herausgestellt.

1.6 Irrtiimer

Auch in der Mathematik liegt der Teufel im Detail, und die Moglichkeiten, Fehler zu
begehen, sind grenzenlos. Ich will hier nur einige Fallen erwéhnen, in die auch erfahrene
Mathematiker immer wieder tappen.

Ein verbreiteter Irrtum besteht darin, mathematische Objekte ohne nachzudenken als
verschieden anzusehen, wenn sie verschiedene Namen tragen. Dabei diirfen natiirlich
verschiedene Symbole dasselbe Objekt bezeichnen, genauso wie verschiedene Varia-
blen denselben Wert annehmen diirfen. Wenn wir zum Beispiel sagen ,,Seien x und y
reelle Zahlen“, so erlaubt dies selbstverstéandlich, dass sie gleich sind. Genauso schliesst
die Aussage der Geometrie ,,Seien P und ) Punkte einer Geraden g die Moglichkeit
P = @ mit ein. Auch in Aussagen der Form ,, Fiir je zwei Elemente von . .. gilt“ werden
die Elemente nicht automatisch als verschieden vorausgesetzt, zum Beispiel wenn man
sagt: ,Fir je zwei Elemente a und b einer Gruppe G existiert ein eindeutiges Element
x von G mit ax = b“. Was man als verschieden voraussetzen will, muss man also zu
Beginn klar benennen, um Mehrdeutigkeiten und Missverstindnisse zu vermeiden. So-
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bald man eine Aussage in Formeln ausdriickt, wie in ,Vg € G 3P € ¢ 3Q € g: P # Q°*,
wird meist klar, was gemeint ist.

Noch ein Beispiel dazu: Nach Definition hat jeder unitédre Ring R ein Nullelement Og
und ein Einselement 1z, und wenn man nicht aufpasst, nimmt man unbewusst an,
dass diese verschieden seien. Dabei kénnen sie durchaus gleich sein, ndmlich fiir den
Nullring. Wo man dies verbieten will, z.B. in den Axiomen fiir Koérper, muss man es
extra dazu sagen. Genauso neigt man generell dazu, sich jegliche mathematische Ob-
jekte als ,nicht-trivial“ vorzustellen, also Mengen und R&ume als nichtleer, Gruppen
und Vektorrdume und Ringe als aus mehr als einem Element bestehend, und so weiter.

Eine gute Vorkehrung gegen Irrtiimer besteht daher darin, alle Aussagen anhand von
Extrembeispielen zu testen. Zum Beispiel wende man eine Aussage iiber Mengen auf
die leere Menge an, eine Aussage iiber Vektorrdume auf den Nullraum, eine Aussage
iiber Zahlen auf die Zahl 0, eine Aussage iiber Gruppen auf die Gruppe mit einem
Element, usw., oder man betrachte eben den Fall, dass gegebene Objekte trotz ver-
schiedener Bezeichnungen gleich sind.

Ein dhnliches Problem entsteht beim unbedachten Verwenden der Alternative ,entwe-
der ... oder“. Ausserhalb der Mathematik benutzt man diese oft, ohne sich zu iiber-
legen, ob man das gleichzeitige Zutreffen beider Mdoglichkeiten wirklich ausschliessen
mochte oder nicht. Innerhalb der Mathematik, bzw. der Logik, bedeutet ,entweder . ..
oder” aber das ausschliessende ,,oder”, wohingegen das einschliessende logische ,,oder*
in Wirklichkeit viel haufiger richtig ist. Man kann dieses Problem vermeiden, indem
man sich bewusst dazu erzieht, das Wort ,,entweder” gar nicht erst zu benutzen, es also
aus dem aktiven Wortschatz streicht, bis man seine Sprechgewohnheiten entsprechend
umgestellt hat.

Ein weiterer hiaufiger Denkfehler liegt darin, ein Objekt durch gewisse Eigenschaften
zu charakterisieren und dann von ,dem* Objekt zu sprechen, ohne geklart zu haben,
ob es denn existiert und durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt ist. Vor allem
die Eindeutigkeit wird leicht vergessen. Wenn wir zum Beispiel einen Vektorraum ha-
ben, so diirfen wir zwar eine Basis wéhlen und danach von ,der* (gewéhlten) Basis
sprechen. Wir diirfen aber nicht einfach so von ,der“ Basis sprechen, weil es im all-
gemeinen verschiedene gibt. Die korrekte Definition der Dimension eines Vektorraums
lautet daher ,,die Kardinalitit einer Basis®, und damit das wohldefiniert ist, muss man
beweisen, dass eine Basis existiert und dass jede Basis dieselbe Kardinalitit besitzt.
Danach ist es in Ordnung, von ,,der Dimension des Vektorraums zu sprechen. Genau-
so sprechen wir erst dann von ,,dem“ Einselement einer Gruppe oder eines Korpers,
wenn wir bewiesen haben, dass dieses eindeutig bestimmt ist; bis dahin miissen wir
uns mit der Formulierung ,,ein Einselement“ begniigen.

Nach einer verbreiteten Konvention meint man mit ,,der Quadratwurzel einer nicht-
negativen reellen Zahl z stets die eindeutige nichtnegative reelle Zahl y mit der Eigen-
schaft y* = x. Die Bezeichnung /7 fiir diese ist durch ihre Eindeutigkeit gerechtfertigt.
Fiir Quadratwurzeln von komplexen Zahlen existiert dagegen keine verniinftige Vor-
zeichenregel; darum darf man dort stets nur von ,,einer* Quadratwurzel sprechen und
muss zuerst eine geeignete wahlen, bevor man mit dieser weiter arbeiten kann.
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Noch ein Beispiel aus der ebenen Geometrie: Ein Kreis K ist definiert als die Menge
aller Punkte, die von einem gegebenen Punkt O einen gegebenen positiven Abstand
r haben. Den Punkt O nennt man dann Mittelpunkt und die Zahl r Radius von K.
Diese Definition alleine schliesst aber nicht aus, dass eine andere Wahl von O und r
dieselbe Punktmenge K liefern kann. Bevor man geklért hat, ob dies in einer gegebenen
Geometrie der Fall ist, darf man daher nicht von ,,dem® Mittelpunkt und ,,dem® Radius
eines Kreises sprechen, ohne solche extra gewéhlt zu haben.

Generell sollte man also stets auf eine saubere Formulierung achten und aufpassen, wo
man den bestimmten Artikel und wo den unbestimmten Artikel verwendet.

Missverstdandnisse kénnen entstehen, wo einander widersprechende Konventionen ge-
bréauchlich sind. Allgemein akzeptiert ist, dass Zahlen x > 0 positiv und Zahlen x > 0
nichtnegativ heissen, also insbesondere, dass die Zahl 0 weder positiv noch negativ ist.
Die Mehrheit der Mathematiker folgt der Konvention, dass die Bezeichnung X C Y
fiir eine Inklusion von Mengen auch die Gleichheit erlaubt, und schreiben X C VY
oder X ;Cé Y fiir eine echte Inklusion. Andere schreiben fiir ersteres sicherheitshalber
X CY; was sie dann mit X C Y meinen, ist nicht immer klar. Vollig durcheinander
geht der Gebrauch des Symbols N fiir die Menge der natiirlichen Zahlen: Fiir manche
schliesst es die Zahl 0 mit ein, fiir andere nicht. Ich empfehle daher, das Symbol N gar
nicht erst zu verwenden, sondern stattdessen klarer Z=° bzw. Z>° zu schreiben. Mei-
ne personliche Meinung ist, dass die natiirlichen Zahlen die méglichen Kardinalitédten
endlicher Mengen sind und daher mit der Kardinalitét der leeren Menge, also mit 0
beginnen. In der mathematischen Logik ist das allgemein akzeptiert.

43

Viele Irrtiimer beginnen mit Worten der Art ,,Offensichtlich gilt ...“ oder verstecken
sich in Formulierungen wie ,, Das ist trivial“ oder ,,Man zeigt leicht, dass . ..“. Viel zu oft
iibertiinchen diese lediglich die Tatsache, dass es einem zu miithsam war, sich die Details
zu iiberlegen. In Wirklichkeit weiss man also genau, dass man eine erhebliche Liicke
lasst, will sich selbst und anderen aber aus Bequemlichkeit das Gegenteil weismachen
und begeht dabei leicht ernsthafte Fehler.

Natiirlich muss man andere nicht mit langweiligen Rechnungen quélen. Sich selbst aber
schon, wo man nicht die gleiche Rechnung schon hundertmal gemacht hat. Oft stellt
man dabei fest, dass die Sache viel weniger trivial war, als man gedacht hatte. Man
sollte sich also wirklich stets alle Details iiberlegen und zumindest fiir sich dokumen-
tieren. Wenn man dann in der Kommunikation Details wegldsst, kann man dem Adres-
saten genau sagen, worauf es dabei ankommt, und muss sich nicht mit Wischiwaschi-
Formulierungen herausreden. Dann kann man zum Beispiel sagen ,,Durch direkte An-
wendung von ... und ... folgt ...”. Das ist viel hilfreicher, und kaum langer, als ,, Jetzt
zeigt man leicht .. .“.

Ausserdem héngt es stets vom Zusammenhang ab, was man als leicht und offensicht-
lich oder als schwer und undurchsichtig empfindet. Mathematik hat die faszinierende
Eigenschaft, dass einem etwas fiir eine Weile als vollig unverstiandlich erscheinen kann,
bis sich die Ideen im Kopf so angeordnet haben, dass es einem danach als die natiirlich-
ste Sache der Welt vorkommt. Dann vergisst man nur zu leicht, wie sehr man um die
neue Erkenntnis ringen musste. Vor dem Moment des Aha-Erlebnisses war die Sache
dann eben weder trivial noch offensichtlich.
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Diesen Denkprozess beim Adressaten sollte man bei jeder mathematischen Mitteilung
beriicksichtigen, schon aus Respekt vor dem anderen Menschen. Ohnehin hort dieser
bei Worten wie , trivial“ und , offensichtlich® schnell den unterschwelligen Vorwurf ,, Du
bist dumm, wenn du das nicht verstehst“. Solche Worte werden schnell zu Waffen, die
den Adressaten beleidigen und zuriickstossen, auch wenn sie nicht so gemeint sind.
Man sollte sie daher nur sehr zuriickhaltend verwenden. Zum Respekt vor anderen
gehort auch, klar zu kommunizieren und Mehrdeutigkeiten zu vermeiden und sie nicht
raten zu lassen, was man denn eigentlich meint.

1.7 Die axiomatische Methode

Wie oben erklért, besteht das Ziel der Mathematik darin, Sétze iiber die untersuchten
mathematischen Objekte zu beweisen, also wahre Aussagen dariiber zu etablieren.
Dies tun wir, indem wir neue Aussagen mittels logischer Schlussregeln aus anderen,
bereits davor als wahr erkannten Aussagen herleiten. Vielleicht haben wir jene auf noch
frithere wahre Aussagen zuriickgefiihrt, und so weiter, aber wir konnen diesen Regress
nicht unendlich oft durchfithren. Wir miissen uns daher auf geeignete Anfangsaussagen
einigen, welche wir als wahr postulieren und nicht ldnger zu beweisen versuchen. Diese
Anfangsaussagen nennt man Axiome.

Die sogenannte axiomatische Methode besteht darin, geeignete Axiomensysteme her-
auszusuchen und alle weiteren Sitze nur aus diesen herzuleiten. Da die Axiome inner-
halb des formalen Systems nicht zu beweisen sind, miissen wir uns damit begniigen,
solche Axiome zu wéhlen, die uns aus unserer menschlichen Anschauung heraus als
besonders plausibel erscheinen. Dabei kénnen wir meist nicht beweisen, dass wir nicht
einem fundamentalen Irrtum erliegen. Zum Beispiel kann man nicht beweisen, dass die
iblichen Axiome der natiirlichen Zahlen oder der Mengenlehre widerspruchsfrei sind.
Wir konnen nur versuchen, Probleme zu minimieren, indem wir moglichst wenige und
moglichst einfache Axiome wihlen.

Oft hat man bei der Wahl der Axiome eine gewisse Freiheit, und verschiedene Axio-
mensysteme fiir dieselben Objekte stellen sich als dquivalent heraus. Die etablierten
Axiomensysteme fiir die gédngigsten mathematischen Begriffe haben sich jedoch als
glinstig bewéhrt.

Axiome fiir die gesamte Mathematik umfassen solche fiir die Préadikatenlogik und die
Mengenlehre. Diejenigen, welche man heute verwendet, gehen auf das erste Drittel des
20. Jahrhunderts zuriick und werden von fast allen Mathematikern akzeptiert. Dazu
gibt es Axiome fiir die natiirlichen Zahlen und die reellen Zahlen, welche man aber auf
die iiblichen Axiome der Mengenlehre zuriickfithren kann, das heisst: Im Rahmen der
Mengenlehre kann man beweisen, dass die Axiomensysteme fiir die natiirlichen Zahlen
und die reellen Zahlen erfiillbar sind.

Axiomensysteme benutzt man ausserdem, um spezielle mathematische Objekte wie
Korper, Gruppen, Ringe, Vektorrdume, topologische Ridume, usw. zu definieren. Sol-
che Objekte bestehen in der Regel aus einer oder mehreren Mengen sowie Funktionen
und Relationen auf diesen, welche gemeinsam gewisse Eigenschaften, eben Axiome,
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erfiillen miissen. Das Studium dieser Objekte besteht dann einerseits darin, Folgerun-
gen aus diesen Axiomen herzuleiten, und andererseits darin, die Beziehungen zwischen
verschiedenen Objekten, welche jedes fiir sich die Axiome erfiillen, zu kléren.

1.8 Euklids ,,Elemente*

Die axiomatische Methode wurde im antiken Griechenland entwickelt und vor rund
einem Jahrhundert endgiiltig klar formuliert und zur Grundlage der Mathematik er-
klart. Dieser Methode folgt das Werk ., Elemente“ aus dem 4. Jahrhundert vor unserer
Zeitrechnung, in dem Euklid das im Mittelmeerraum verfiighare geometrische Wissen
seiner Zeit zusammengefasst hat.

Er beginnt mit einigen Erlduterungen wie ,, Punkt ist, was ohne Teil ist“ und ,, Linze
ist Lange ohne Breite®. Er benennt also zuerst die Begriffe, mit denen er im folgenden
arbeiten will. Seine Definitionen haben allerdings keinen formalen mathematischen
Sinn, weil nicht bereits vorher erklirt worden ist, was ,, Teil“ und ,,Linge“ und ,,Breite®
bedeuten. Sie sind eher wie Definitionen aus einem Woérterbuch, in dem die Bedeutung
jedes Worts mittels anderer Worter erklért wird und das nur sinnvoll benutzen kann,
wer bereits einen nicht ndher bestimmten Basiswortschatz besitzt. Der einzige sinnvolle
mathematische Inhalt der zitierten Stellen liegt in der Ankiindigung ,, Wir werden
im folgenden von Punkten und Linien sprechen, deren Eigenschaften wir noch néher
angeben werden“. Oder in die heutige Sprache der Mengen {iibersetzt: ,, Gegeben sei
eine Menge &, deren Elemente wir Punkte nennen wollen“ und ,,Gegeben sei eine
Menge L, deren Elemente Teilmengen von £ sind, welche wir Linien nennen®.

Beim Umgang mit Euklids Bezeichnungen ist aber Vorsicht geboten. Zum Beispiel
meint er mit ,, Gleichheit” von Strecken oder Winkeln in Wirklichkeit Kongruenz. Und
mit Linien meint er Kurven und muss es folglich extra dazu sagen, wenn er von ei-
ner geraden Linie sprechen will. Er lasst auch unklar, welche Gebilde von Punkten er
genau als Linien ansehen will, und kann nur Beispiele wie z.B. Kreise angeben, aber
keine vollstindige mathematische Definition. Da er von Winkeln spricht, wo sich zwei
Linien schneiden, schwebt ihm sicher etwas der Art vor, was man heute reguldr ein-
gebettete differenzierbare Kurven nennt; insbesondere diirfen Linien keine Ecken oder
Selbstiiberschneidungen haben. Sie diirfen durch Anfangs- und Endpunkte begrenzt
sein oder sich bis ins Unendliche erstrecken.

Einen Kreis definiert er nach heutigen Massstédben vollstandig prazise als die Menge
aller Punkte, die von einem gegebenen Punkt, genannt Mittelpunkt, einen gegebenen
positiven Abstand, genannt Radius, haben. Er ist sich dessen bewusst, dass diese
Definition alleine keinesfalls impliziert, dass der Mittelpunkt oder der Radius durch
den Kreis eindeutig bestimmt sind, sondern dass dies erst spéater aus anderen Aussagen
hergeleitet werden muss und kann.

Sodann gibt Euklid einige Postulate und Axiome an, welche beide als Axiome im
heutigen Sinn gemeint sind. Zum Beispiel besagt sein Axiom ,,Was demselben gleich
ist, ist auch untereinander gleich“, dass die Kongruenzrelation transitiv ist. Moderner
als das geht es nicht. Andere seiner Axiome bediirfen aus heutiger Perspektive jedoch
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Prézisierungen und Ergédnzungen. Sein Axiom ,Das Ganze ist grosser als der Teil* ist
eher eine Definition des Begriffs ,grosser” denn ein Axiom, weil dieser Begriff vorher
noch nicht eingefithrt worden war.

Der Hauptteil von Euklids Werk enthélt Propositionen, also Lehrsédtze, die er aus
seinen Postulaten und Axiomen herleitet. Seine Behandlung ist aus heutiger Sicht
zwar nicht ganz vollstdndig, aber insgesamt ein eindriicklicher Beweis fiir die Stérke
der axiomatischen Methode.
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§2] Grundlagen

2 Grundlagen

2.1 Alphabete

Héufige Schriftsédtze zur Bezeichnung mathematischer Objekte sind:
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Handgeschriebene Versionen der wichtigsten Schriftsitze sind:
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2.2 Aussagenlogik

Definition: Eine Aussage ist eine wohlgeformte mathematische Behauptung, die ent-
weder wahr oder falsch ist.

Definition: Eine Aussage, die immer wahr ist, heisst eine Tautologie.

Definition: Mit wahr bezeichnen wir eine Aussage, die immer wahr ist; mit falsch
eine, die immer falsch ist.

Definition: Gegebene Aussagen A und B kann man wie folgt zusammensetzen:
AN B, gesprochen ,A und B, ist genau dann wahr, wenn A und B beide wahr sind.

AV B, gesprochen , A oder B“, ist genau dann wahr, wenn A oder B oder beide wahr
sind.

—A, gesprochen ,nicht A“, ist genau dann wahr, wenn A falsch ist.

Vorsicht: Die Aussage ., entweder A oder B*, die genau dann wahr ist, wenn A oder B
aber nicht beide wahr sind, muss man extra konstruieren durch (AV B) A =(A A B).

Definition: Die Aussage A — B, gesprochen ,, A impliziert B* oder ,,wenn A dann B*,
ist definiert als (—A) V B und ist wahr genau dann, wenn A falsch oder B wahr ist.

Definition: Die Aussage A <+ B, gesprochen A ist dquivalent zu B“ oder ,A genau
dann, wenn B* ist definiert als (A — B) A (B — A). Sie ist also wahr genau dann,
wenn A und B denselben Wahrheitswert haben.

Vorsicht: Bei Implikation und Aquivalenz wird kein innerer Zusammenhang zwischen
A und B gefordert.

Variante: Oft schreibt man dasselbe mit Doppelpfeilen A = B bzw. A < B anstatt
einfacher Pfeile. Genaugenommen sollte man die Doppelpfeile aber nur fiir die meta-
mathematische Implikation bzw. Aquivalenz verwenden, also wenn man tatséchlich
inhaltliche Folgerungen durchfiihrt in einem Beweis.

Zusammengesetzte Formeln: Die Negation — hat hohere Bindungskraft als die
Operatoren A und V, welche ihrerseits hohere Bindungskraft als die Operatoren — und
+> haben. (Letzteres wird aber nicht ganz einheitlich gehandhabt.) Um eine eindeutige
Lesung der Formel zu erreichen sollte man Klammern setzen.
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Grundregeln: Fiir alle Aussagen A, B, C gilt:

AN(BANC) <= (ANB)ANC (Assoziativitét)
AV(BVC(C) <= (AvB)VC (Assoziativitét)
ANB <= BAA (Kommutativitét)
AVB < BVA (Kommutativitét)
AN(BVC) <= (AANB)V (ANC) (Distributivitét)
AV (BANC) <= (AVB)A(AV () (Distributivitét)
ANA = A (Idempotenz)
AVA = A (Idempotenz)
AN(AVB) <= A (Absorption)
AV(AANB) <= A (Absorption)
AANwahr <= A
A A falsch <= falsch
AVfalsch <= A
AV wahr <= wahr
-(AAB) < -AV-B (de Morgan)
—(AVB) < -AA-B (de Morgan)
—(nA) = A
AV A < wahr
AN-A < falsch

Aus diesen Grundregeln kann man alle anderen universell giiltigen Aquivalenzen her-
leiten. Sie bilden somit ein Axiomensystem der Aussagenlogik. Manche dieser Regeln
folgen schon aus anderen und konnten weggelassen werden, aber letztlich sind dies die
Regeln, die man immer benutzt.

Weitere niitzliche Regeln: Fiir alle Aussagen A, B gilt:

AV(-mAANB) < AV B

AN(RAVB) < AAB
(A= B)A(mA— B) < B (Fallunterscheidung)
A— B < —-B— A (Kontrapositiv)
A< B < B+ -A (Kontrapositiv)

A< B < B+ A

Proposition: Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 und beliebige Aussagen Ai,..., A,
gilt: Bei jeder moglichen Klammerung der (so noch nicht wohldefinierten) Formel
Ay AN AN A, ist der Wahrheitswert derselbe. Das Gleiche gilt auch fiir die Formel
AV ...V A,. In diesen Fillen diirfen wir also doch auf Klammern verzichten.
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2.3 Pradikatenlogik

In der Pradikatenlogik konnen Aussagen noch von einer oder mehreren Variablen
abhéngen. Sie erhalten erst dann einen definitiven Wahrheitswert, wenn konkrete Wer-
te in die Variablen eingesetzt werden oder wenn die Variablen durch Quantoren ge-
bunden werden.

13

Beispiel: Bezeichnet A(z,y) die Relation ,z > y“, so entsteht durch Einsetzen die
variablenfreie Aussage A(2,3) = ,2 > 3%, die in diesem Fall falsch ist.

Definition: Das Symbol V heisst Allquantor, das Symbol 3 heisst Fzistenzquantor.
— Die Aussage Vx A(z) bedeutet ,, fir alle x gilt A(x)“, oder , fiir jedes x gilt A(x)“,
oder , fir beliebiges = gilt A(z)“.

— Die Aussage dx A(x) bedeutet , es gibt ein x mit A(z)“, oder , es gibt mindestens
ein x mit A(x)*, oder ,es ezistiert x mit A(x)“.

— Die Aussage dlx A(z) bedeutet , es gibt genau ein x mit A(x)“.

— A und ¥ sind Abkiirzungen fiir -3 und V.

Bemerkung: 3z A(z) ist gleichbedeutend mit 3z (A(z) AVy: (A(y) = y = 2)).

Bemerkung: Der Geltungsbereich jedes Quantors erstreckt sich von dem Quantor bis
zum Ende der Formel oder zur néchsten schliessenden Klammer, welche zu einer vor
dem Quantor stehenden 6ffnenden Klammer gehort. Der Quantor muss also immer vor
der quantifizierten Aussage stehen.

Bemerkung: Einen Quantor kann man ansehen wie eine Variablendeklaration in ei-
nem Computerprogramm. Dort muss jede Variable deklariert werden bevor sie benutzt
wird, und der Geltungsbereich erstreckt sich bis zum Ende des Unterprogramms, in
dem die Deklaration steht.

Bemerkung: Meist quantifiziert man iiber Elemente einer gegebenen Menge X und
kiirzt dies wie folgt ab:

Ve € X: A(x) bedeutet Vr: (r e X)— A(x).
dr € X: A(z) bedeutet Fz: (r € X) A A(x).
Jlz € X: A(z) bedeutet 3z € X: (A(z) AVy € X: (Aly) =y =1)).

Vorsicht: Diese zusammengesetzten Aussagen sind auch dann sinnvoll, wenn X die
leere Menge ist. Man muss dies sogar explizit zulassen, um Widerspruchsbeweise fiithren
zu konnen. Fir X = & ist jede Aussage der Form Vo € X : A(z)“ wahr, auch wenn
A(x) selbst absurd ist, und jede Aussage der Form ,3x € X : A(z)“ falsch, auch wenn
A(z) tautologisch richtig ist.
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Bemerkung: Die Reihenfolge der Quantoren macht oft einen wichtigen Unterschied.
So darf in der Aussage Vx Jy A(x,y) das y, welches fiir gegebenes x die Formel A(z,y)
erfiillt, von x abhéngen, in der Aussage JyVz A(z,y) dagegen nicht.

Beispiel: Die Aussage Vo € Z Jy € Z: y > x driickt aus, dass es zu jeder ganzen Zahl
x eine ganze Zahl y gibt, welche echt grosser als x ist. Diese Aussage ist wahr. Die
Aussage dy € Z Vx € Z: y > x dagegen driickt aus, dass es eine ganze Zahl y gibt,
welche echt grosser als jede ganze Zahl x ist. Diese Aussage ist falsch.

Bemerkung: In natiirlichen Sprachen steht die Quantifizierung oft erst nach der quan-
tifizierten Aussage, zum Beispiel wenn man sagt, dass ,2? > x ist fiir jede reelle Zahl
x > 1“. Dort sorgen aber die (meist unbewussten) grammatikalischen Regeln fiir eine
hoffentlich eindeutige Interpretation der Gesamtaussage. In der formalen Sprache der
Préadikatenlogik gibt es einfachheitshalber nur die eine Regel, dass der Quantor davor
stehen muss.

Vorsicht: Ignoriert man dies, so begeht man frither oder spéter Fehler, indem man
Quantoren vergisst oder mehrdeutig formuliert wie zum Beispiel 3y A(z,y) Vz, wo

nicht mehr klar ist, welche Reihenfolge der Quantoren gemeint ist.

Grundregeln: Einige Grundregeln zum Umformen zusammengesetzter Aussagen sind:

VeVy: A(z,y) <= VyVz: Az, y)
JrJy: A(z,y) < Jy3Ix: A(z,y)
(Vo A(x)) <= dz: -A(x)
—(Fr A(z)) <= Vz: -A(x)
Vo: (A(z) A B(z)) <= (VYx A(z)) A (Vo B(x))
dr: (A(z) V B(x)) <= (Fz A(z)) V (3z B(z))

Dagegen sind folgende Aussagen im allgemeinen nicht dquivalent:
Ve dy A(z,y) <5 JyVz A(z,y)

Vo: (A(z) V B(z)) <& (VxA(x))V (Vo B(x))

dr: (A(z) A B(z)) <~ (v A(x)) A (3x B(z))

Abkii: Tritt derselbe Quantor mehrmals in Folge auf, so kiirzt man oft ab wie z.B.:

Vey, ..o, x, € X Az, ..o, x,) <= Ve e X ... Vr, € X: Az, ...,x,)

Bemerkung: Viele Aussagen aus dem realen Leben konnen in Prédikatenlogik iiber-
setzt werden. Wenn zum Beispiel X die Menge aller Menschen bezeichnet, so bedeutet
,Jeder Mensch hat einen Vater® iibersetzt Vo € X Jy € X : (y ist Vater von x)“.
Eine mogliche Ubersetzung von ,, You can fool some people some time, but you can’t
fool all the people all the time* lautet:

(32 € X 3t: (you can fool z at time t)) A —=(Vaz € X Vi: (you can fool z at time t)).



§2] Grundlagen Lineare Algebra 2018/19  Prof. Pink Seite 25

2.4 Mengen

Definition: Eine Menge ist eine Ansammlung von FElementen. Falls a ein Element
von X ist, schreiben wir a € X, andernfalls a ¢ X.

Extensionalitatsaxiom: Zwei Mengen X und Y sind gleich genau dann, wenn sie
dieselben Elemente besitzen, das heisst:

X=Y < Ve:(zeX)(zeY).

Konstruktion: Eine Menge kann man angeben durch Auflisten ihrer Elemente, wie
zum Beispiel {Hans, Valeria, Biilent} oder {z1,...,x,}. Dabei sind sowohl die Rei-
henfolge als auch etwaige Wiederholungen irrelevant; so gilt zum Beispiel

{1,5,7,2,4,7,8,1} = {1,2,4,5,7,8}.
Beispiel: Die leere Menge @ = { } ist die Menge ohne Elemente.

Aussonderungsaxiom: Eine Menge kann man angeben als die Menge derjenigen
Elemente einer bereits bekannten Menge X, welche eine bestimmte Eigenschaft P
besitzen, geschrieben:

{re X | P(x)} oder {xe X:P(x)}
Beispiel: Die Menge aller positiven reellen Zahlen R* = {n € R | n > 0}.

Definition: Ein Ausdruck der Form (z1,...,z,) heisst n-Tupel. Zwei gegebene n-
Tupel (x1,...,2,) und (y1,...,¥y,) sind gleich genau dann, wenn fiir alle 1 < i < n
gilt x; = y;. Ein 2-Tupel heisst auch ein Paar, ein 3-Tupel ein Tripel, ein 4-Tupel ein
Quadrupel, und so weiter.

Vorsicht: Bei Tupeln kommt es auf die Reihenfolge an; also gilt (0,1) # (1,0), aber

{0,1} = {1,0}.

Definition: Das kartesische Produkt endlich vieler Mengen X1, ..., X, ist die Menge
aller n-Tupel

Xix...oxX, = XX; = {(w1,...,3,) | VI <i<n:x; € X}
i=1
Das kartesische Produkt von n Kopien derselben Menge wird abgekiirzt mit

X" = X x...xX.

Konstruktion: Fiir gegebene Mengen X und Y ist Abb(Y, X) oder X die Menge
aller Abbildungen Y — X. Durch Zusatzbedingungen kann man auch die Menge aller
Abbildungen mit gewissen gewiinschten Eigenschaften bilden.
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Konstruktion: Das kartesische Produkt einer beliebigen Kollektion von Mengen X;
fiir ¢ € I ist die Menge

X Xi = {(xi)icr € Abb(I,U;c;X;) | Vi € I 3 € X}

el
Definition: Fiir gegebene Mengen X und Y sind

XUY ={z|zeXVreY} die Vereinigung von X und Y,
XNY ={z|zeXANzxeY} der Durchschnitt von X und Y,
X\NY ={zr|ze XNz gY} die Differenzmenge von X und Y.

Sicherheitshalber vereinbaren wir, dass diese drei bindren Operatoren dieselbe Bin-
dungskraft haben, also in zusammengesetzten Formeln iiberall Klammern erfordern.

Elementare Grundregeln: Die Operationen U und N erfiillen dieselben formalen
Regeln wie die logischen Operationen V und A. Die leere Menge @ spielt dabei die
Rolle der immer falschen Aussage falsch. Pendants zur logischen Verneinung und zur
immer wahren Aussage gibt es allerdings nicht. Fiir alle Mengen X, Y, Z gilt also:

XNYnz)=XnY)nZ (Assoziativitat)
XUulYuz) = (XuYyY)u”z (Assoziativitat)
XNy =YnX (Kommutativitét)
XUY =YUuX (Kommutativitét)
XNYuZ) = (XNnY)u(XnZ) (Distributivitit)
XUulYnz) = (XuY)n(XuUZ) (Distributivitit)
XNX =X (Idempotenz)
XUX =X (Idempotenz)
XNXUY) =X (Absorption)
XUuXnYy) =X (Absorption)
XN@o =0
XUug =X

Diese Grundregeln wie auch den folgenden Satz leitet man am einfachsten aus ihren
Pendants in der Aussagenlogik her:

Proposition: Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 und beliebige Mengen X;,..., X, gilt:
Jede mogliche Klammerung des (so noch nicht wohldefinierten) Ausdrucks X;N...NX,
definiert dieselbe Menge. Das Gleiche gilt fiir den Ausdruck X; U...U X,,. In diesen
Fillen diirfen wir also doch auf Klammern verzichten.

Definition: Eine Menge Y heisst Teilmenge einer Menge X, und wir schreiben Y C X
oder X DY, wenn jedes Element von Y auch ein Element von X ist, das heisst, wenn
gilt:

Ve:zeVY —xeX.
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Falls zusétzlich Y # X ist, so heisst Y eine echte Teilmenge von X und wir schreiben
Y G X oder X 2Y.

Vorsicht: Manche Mathematiker benutzen das Symbol C nur fiir echte Teilmengen
und schreiben C, wenn sie die mogliche Gleichheit auch erlauben wollen. In dieser
Vorlesung bleiben wir aber immer bei der oben beschriebenen Konvention.

Definition: Eine Menge X heisst endlich der Kardinalitit n € Z7° wenn es eine
bijektive Abbildung {1,...,n} — X gibt, das heisst, wenn man X = {z,...,x,}
schreiben kann mit paarweise verschiedenen z1, ..., x,. Andernfalls heisst X unendlich
oder der Kardinalitit oo. Die Kardinalitdt von X ist eindeutig bestimmt und wird
bezeichnet mit | X| oder #(X) oder card(X).

Beispiel: Die leere Menge hat die Kardinalitit |@] = 0.

Definition: Die natiirlichen Zahlen sind die méglichen Kardinalitdten endlicher Men-
gen, also die Zahlen 0,1,2,.. ..

Vorsicht: Leider sind sich die Mathematiker uneinig: Fiir einige beginnen die natiirli-
chen Zahlen mit 1. Um Missverstindnisse zu vermeiden, benutze ich keine spezielle
Notation fiir die Menge der natiirlichen Zahlen, sondern schreibe jeweils prizise Z>°
oder Z>°.

Vorsicht: Verschiedene Bezeichnungen oder Formeln garantieren nicht, dass Elemente
einer Menge verschieden sind. Zum Beispiel ist

}{Heinz, Harun, Hrvoje}‘ = 1,
da es sich hier um verschiedene Vornamen derselben Person handelt, und

[{n* —6n+10|n=1,2,...,6}] = [{5,2,1,2,5,10}| = [{1,2,5,10}| = 4.

Weitere Axiome: Ein praktikables Axiomensystem fiir die Mengenlehre erfordert
noch eine Reihe weiterer Axiome, auf die wir hier aber nicht eingehen. Nur mit dem
Auswahlaziom oder dem dazu dquivalenten Lemma von Zorn werden wir zu tun haben.
Ansonsten stellen wir uns auf den Standpunkt der naiven Mengenlehre, wie man sie
im wesentlichen aus der Schule kennt.

Vorsicht: Man darf eine Menge nicht einfach nur durch Angabe einer Eigenschaft, also
ohne eine umgebende Menge wie im Aussonderungsaxiom, oder ohne eine besondere
Konstruktion wie die oben genannten, definieren. Denn erlaubte man dies, so konnte
man mit dem Russell-schen Paradozon einen Widerspruch herleiten, und die Theorie
wiirde bedeutungslos.
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2.5 Relationen

Definition: Eine bindre Relation R auf einer Menge X ist eine Teilmenge des karte-
sischen Produkts X x X. Fiir (z,y) € R schreibt man meist kiirzer x Ry. Als Relati-
onssymbole verwendet man oft abstrakte Symbole anstatt Buchstaben.

Definition: Eine bindre Relation R auf X heisst

reflexiv, wenn gilt Vo € X: z Rux.
symmetrisch, wenn gilt Vx,y € X: xRy — yRx.
antisymmetrisch, wenn gilt Vr,y € X: (tRyAyRx) — = =y.
total, wenn gilt Vx,y € X: x RyVyRx.
transitiv, wenn gilt Vr,y,z € X: (tRyAyRz) — xRz

Definition: Eine reflexive antisymmetrische transitive binédre Relation auf X heisst
eine Teilordnung oder Partialordnung auf X. Eine totale Teilordnung heisst Total-
ordnung. Eine Menge zusammen mit einer Teil- bzw. Totalordnung heisst eine teil-
bzw. totalgeordnete Menge.

Beispiel: Die Relation < auf der Menge der reellen Zahlen R ist eine Totalordnung.
Beispiel: Die Relation C auf einer beliebigen Menge von Mengen ist eine Teilordnung.

Definition: Sei (X, <) eine teilgeordnete Menge. Ein Element z € X mit

(a) Yy € X:y <z heisst griosstes Element von X.
(b) Vy € X: x Xy — x =y heisst ein mazimales Element von X.
(c) Yy € X: x =y heisst kleinstes Element von X.
(d) Vy e X:y =z — y = heisst ein minimales Element von X.

Proposition: (a) Besitzt (X, <) ein grosstes (bzw. kleinstes) Element, so ist dieses
eindeutig bestimmt und gleichzeitig maximal (bzw. minimal).

(b) In einer Totalordnung ist jedes maximale (bzw. minimale) Element ein grosstes
(bzw. kleinstes) Element.

Vorsicht: Es kann sein, dass keine oder mehrere maximale (bzw. minimale) Elemen-
te existieren. Zum Beispiel besitzt (R, <) kein maximales oder minimales Element.
Gegenbeispiele zur Eindeutigkeit findet man unter anderen im folgenden Spezialfall:

Proposition: Jede nichtleere endliche teilgeordnete Menge besitzt ein maximales und
ein minimales Element.
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2.6 Aquivalenzrelationen

Definition: Eine reflexive symmetrische transitive binéire Relation heisst A quivalenz-
relation.

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X.

Definition: Die Aquivalenzklasse eines Elements z € X ist die Teilmenge
[7] = {ye X:y~a},

und jedes Element y € [z] heisst ein Reprdsentant von [x]. Die Menge
X/~ = {[z] :x € X}

aller Aquivalenzklassen heisst der Quotient von X nach ~.

Proposition: Fiir je zwei Elemente z,y € X gilt

Nyl #2 <= [z]=[y] <= yelz] <= v~y

Beispiel: Die Gleichheit = ist eine Aquivalenzrelation auf X mit den Aquivalenzklas-
sen [x] = {z} fur alle x € X.

4

Beispiel: Fiir beliebige ganze Zahlen a, b, n sagen wir ,a ist kongruent zu b modulo n
und schreiben a = b mod (n), wenn a—b ein Vielfaches von n ist. Fixieren wir n > 0, so
definiert dies eine Aquivalenzrelation auf Z. Thre Aquivalenzklassen sind die Teilmen-
gen {a + kn : k € Z} fiir alle a € Z. Jede Aquivalenzklasse besitzt einen eindeutigen
Reprisentanten a mit 0 < a < n.
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2.7 Gruppen

Definition: Eine Gruppe ist ein Tripel (G, o,e) bestehend aus einer Menge G' mit
einer Abbildung
o: GxG—G, (a,b)r—aoch

und einem ausgezeichneten Element e € GG, so dass gilt:

Va,b,c € G: ao(boc)=(aob)oc (Assoziativitit)
Vae G: eoca=a (Linksneutrales Element)
Vae G3Jd €eG: doa=ce (Linksinverses Element)

Die Gruppe heisst kommutativ oder abelsch, wenn zusétzlich gilt:

Va,b e G: aob=boa (Kommutativitét)

Proposition: In jeder Gruppe (G, o, e) gilt:
(a) Das linksneutrale Element e ist auch rechtsneutral, das heisst, es gilt Va € G
aoe = a. Wir nennen e darum kurz neutrales Element von G.
(b) Jedes zu a € G linksinverse Element o’ € G ist auch rechtsinvers, das heisst, es
gilt a o a’ = e. Wir nennen o’ darum kurz inverses Element zu a.
(c¢) Das neutrale Element von G ist eindeutig bestimmt.
(d) Zu jedem a € G ist das inverse Element eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen es
mit a~L.
Fiir alle a € G gilt (a7')™' = a.
Fiir alle a,b € G gilt (aob)™' =b"loa™l.
Fiir alle a,b € GG existiert ein eindeutiges * € G mit aox = b.

)
)
)
(h) Fiir alle a,b € G existiert ein eindeutiges y € G mit yoa = b.
) Fiir alle a,b,c € G gilt b=c <— aob=uaoc.

)

Fiir alle a,b,c € G gilt b=c¢ <— boa=coa.

Proposition: Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 und fiir beliebige a4, ..., a, € G gilt: Bei
jeder moglichen Klammerung der (a priori nicht wohldefinierten) Formel a; o ... 0 a,
ist das Resultat gleich. Wir diirfen hier also doch auf Klammern verzichten.

Konvention: Bei allen Objekten der Mathematik, die aus einer Menge X mit Zusatz-
strukturen bestehen, schreibt man meist nur kurz X fiir das ganze Objekt und sieht

die Zusatzdaten als implizit mitgegeben an. Je nach Zusammenhang steht das Symbol
X dann fiir die Menge X oder fiir das Tupel (X ...).

Konvention: Das neutrale Element einer multiplikativ geschriebenen Gruppe G be-
zeichnet man meist mit 145 oder kurz 1, wobei sich jeweils aus dem Zusammenhang
ergeben sollte, welches Einselement man meint.

Eine abelsche Gruppe schreibt man oft additiv, das heisst mit dem Operator +, dem
neutralen Element 0g oder 0, und dem inversen Element —a zu a. Fiir a4 (—b) schreibt
man dann auch kiirzer a — b.



(Ill) VeeK: O+zx==x

(V) VeeK: 1l-z=x
(VII) Vee K~\{0} ' e K: 2/-x=1
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2.8 Korper, Ringe

Definition: Ein Kdrper ist ein Tupel (K, +,-,0, 1) bestehend aus einer Menge K mit
zwei Abbildungen
+: KxK—K, (v,y)—z+y

KxK—=K, (v,y)—ax-y

und ausgezeichneten Elementen 0, 1 € K, so dass die folgenden Kdrperaxiome gelten:

Assoziativitdt der Addition)
Kommutativitiat der Addition)
Neutrales Element der Addition)

D VreyzeK:z+(y+z)=(r+ty +2 (
(
(
(IV) VeeKdreK: z+4+2'=0 (Inverses Element der Addition)
(
(
(

(II) Ve,ye K: t4+y=y+=x

(V) VeyzeK: xz-(y-2)=(zr-y) 2 Assoziativitdt der Multiplikation)

Neutrales Element der Multiplikation)

Inverses Element der Multiplikation)

z-(y+z)=z-y+x-z
(y+z)=a-y } Distributivitit)

VIII) Vv e K:

(VD Ve, {(y+z)~x:y~x+z-x (

(IX)  1#0 (Nichttrivialitét)
(

(X) Ve,ye K: z-y=y-x Kommutativitiat der Multiplikation)

Die Axiome (I) bis (IV) besagen, dass (K, +,0) eine abelsche Gruppe ist, genannt die
additive Gruppe von K. Insbesondere ist das inverse Element —x von x beziiglich der
Addition eindeutig bestimmt.

Das inverse Element der Multiplikation zu x # 0 ist ebenfalls eindeutig bestimmt und
wird mit % bezeichnet. Fiir z- 1 schreibt man auch % Fiir -y schreibt man oft zy. Sei
K> := K ~ {0} die Menge aller von Null verschiedenen Elemente von K. Die Axiome
(V) bis (X) ohne (VIII) implizieren, dass (K*, -, 1) eine abelsche Gruppe ist, genannt
die multiplikative Gruppe von K.

Beispiel: Die rationalen Zahlen Q, die reellen Zahlen R, die komplexen Zahlen C,
jeweils mit den iiblichen Rechenoperationen und den iiblichen neutralen Elementen.

Definition: Lisst man das Axiom (X) weg, so erhéilt man den Begriff des Schiefkorpers
oder einer Divisionsalgebra. Ein kommutativer Schiefkorper ist also ein Korper.

Definition: Verlangt man nur die Axiome (I) bis (V) und (VIII), so erhdlt man den
Begriff des Rings. Gilt zusétzlich (VI), so heisst der Ring unitdr oder Ring mit Fins.
Gilt zusétzlich (X), so heisst der Ring kommutativ.

Beispiel: Der Ring Z der ganzen Zahlen mit den iiblichen +, -, 0, 1.

Beispiel: Der Ring Z/nZ der ganzen Zahlen modulo n fiir jede ganze Zahl n > 1.
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Beispiel: Der Korper F, := Z/pZ der ganzen Zahlen modulo p fiir jede Primzahl p.
Insbesondere fiir p = 2 der Korper der bindren Zahlen Fy = {0, 1} mit den Operatio-
nen:

+(0 1 10 1
010 1 070 O
1110 110 1

Definition: Fiir jedes Element x eines Rings R und jedes n € Z definieren wir

T+ ...+ mit n Summanden falls n > 0,
n-r = 0 falls n = 0,

—(x 4+ ...+ x) mit |n| Summanden falls n < 0.

Proposition: Fiir alle z,y € R und alle m,n € Z gilt:

(=n)z = ~(n-)
(m+n)-z = m-x+n-x
(m-n)-x = m-(n-x)
m-(x+y) = m-z+m-y
m-(x-y) = (m-z)-y

Definition: Fiir jedes Element z eines Rings R und jedes n € Z definieren wir

xr---x mit n Faktoren falls n > 0,
" =11 falls n = 0,
z7l---z7! mit |n| Faktoren falls n < 0 ist und z~! existiert.

Proposition: Fiir alle x,y € R und alle m,n € Z gilt, soweit definiert:

m4n mo, n

m m . ,m

(x-y)" = x
o= ()"
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2.9 Vollstindige Induktion

Beweis durch Induktion:
Sei ng € Z, und sei A(n) eine fiir jede ganze Zahl n > ny wohldefinierte Aussage.
Ziel: Beweise die Aussage Vn > ng: A(n) durch Induktion.

Methode 1: (Grundform)
Induktionsverankerung: Beweise A(ng) direkt.
Sodann nimm ein beliebiges n > ny.
Induktionsvoraussetzung: Es gelte A(n).

Induktionsschritt: Beweise A(n + 1) unter Beniitzung der Induktionsvoraussetzung.

Methode 2: (stiarkere Induktionsvoraussetzung, integrierter Induktionsanfang)
Nimm ein beliebiges n > ny.
Induktionsvoraussetzung: Fiir alle n’ mit ng < n’ < n gelte A(n').

Induktionsschritt: Beweise A(n) unter Beniitzung der Induktionsvoraussetzung.

Methode 3: (Widerspruchsbeweis)

Nimm an, die Aussage Yn > ng: A(n) gelte nicht. Dann existiert n > ng mit = A(n).
Insbesondere existiert dann ein kleinstes solches n, das heisst, ein n > ng mit = A(n)
und Vn': ng < n’ <n — A(n'). Aus diesen Aussagen leite einen Widerspruch her.

Proposition: Jede nichtleere Teilmenge von {n € Z | n > ny} besitzt ein eindeutiges
kleinstes Element.

»Proposition® (nicht ganz ernst gemeint): Jede natiirliche Zahl ist interessant.

Varianten: Analog beweist man eine Aussage A(n) fiir alle ganzen Zahlen n < ng
durch absteigende Induktion, was dquivalent dazu ist, die Aussage A(—m) fur alle
m > —ngy durch aufsteigende Induktion zu beweisen. Oft ist eine Aussage auch nur
fiir alle ganzen Zahlen in einem endlichen Intervall ny < n < n; zu beweisen, wofiir je
nach Situation aufsteigende oder absteigende Induktion giinstiger sein kann.
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Definition durch Induktion (oder Rekursion):

Ziel: Definiere ein mathematisches Objekt oder eine Eigenschaft B, fiir alle n > ng
durch Induktion.

Methode 1:

Induktionsverankerung: Definiere B, direkt.
Sodann nimm ein beliebiges n > ny.
Induktionsvoraussetzung: Sei B,, bereits definiert.

Induktionsschritt: Definiere B, 1 unter Beniitzung von B,,.

Methode 2:
Nimm ein beliebiges n > ny.
Induktionsvoraussetzung: Fiir alle n’ mit ng < n’ < n sei B, bereits definiert.

Induktionsschritt: Definiere B,, unter Beniitzung von B, fiir alle ng < n’ < n.

Beispiel: Fiir jede natiirliche Zahl n ist n!, sprich n Fakultdt, definiert durch

D 1 fiir n =0,
T (n—1)!-n furallen > 0.

Beispiel: Die Fibonacci-Zahlen F), sind fiir alle n > 0 definiert durch

0 fiir n = 0,
F, ={1 firn =1,
F, 1+ F,_o firallen > 2.

Beispiel: Sei  eine binére Operation, welche das Assoziativgesetz Va, b, c: (axb) x ¢ =
a * (b c) erfiillt. Fir alle n > 1 und alle geeigneten ay, . .., a, wihlen wir eine spezi-
fische Klammerung der Formel a; * ... % a,, durch die induktive Definition

ay firn =1,
a1 % ... % a, = (

ap*...%a, 1) *a, firallen>1.
Dann zeigen wir ebenfalls durch Induktion:
Proposition: Fiir alle 1 < m <n und ay,...,a, gilt

ap*...oka, = (ap%... % ap) % Qa1 * ... % ay,).

Folge: Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 und fiir beliebige a4, ..., a, ist dann bei jeder
moglichen Klammerung der (a priori nicht wohldefinierten) Formel ay * ... * a, das
Resultat gleich. Wir diirfen hier also doch auf Klammern verzichten.
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Piinktchen:

Jede Aufzéhlung oder Formel mit Piinktchen ergibt nur einen Sinn, wenn das Bil-
dungsprinzip aus dem Zusammenhang eindeutig ersichtlich ist. Dabei sollen die Leser
nie raten miissen, was gemeint ist.

Meist hat die Aufzdhlung eine natiirliche Laufvariable ¢, welche alle ganzen Zahlen in
einem gegebenen Intervall m < i < n durchlauft, und das i-te Glied ist durch eine
piinktchenfreie Formel gegeben. Oft ist es dann giinstig, diese Formel fiir das ¢-te Glied
mit anzugeben, wie zum Beispiel in

A1y e vy Qjy ooy Uy
-2 2
1,4,9,...,2%,...,n".

0,1,3,6,10,..., G0

PR

Am besten werden Missverstindnisse aber dadurch vermieden, dass man Piinktchen
ganz durch Quantifizierung und/oder Induktion ersetzt.

Beispiele zur Ubersetzung:

Mit Piinktchen Ohne Piunktchen
Seien xq,...,z, € X. Seien x; € X fur alle 1 <17 < n.
Das Tupel (aq, ..., a,) Das Tupel (a;), oder (a;)1<i<n

(...((a1 % ag) *as) *...xay,_1) *a, | By :=a; und B,, := B,,_1 * ay,
firalle2<m<n

nli=1-2---n 0!:=1und n!:= (n—1)! - n fir alle n > 0.

1

" .= g ...x mit n Faktoren x' =2 und 2" ;= x - 2" fiir alle n > 2.

Xz
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2.10 Summen

Sei K ein Korper.

Definition: Gegeben seien p,q € Z und a; € K fiir alle i € Z mit p < @ < ¢. Die

Summe dieser Elemente kiirzen wir ab wie folgt:

zq: {ap+ap+1+...+aq falls p < ¢,
a; ‘=

, 0 sonst.
1=p

Ohne Piinktchen geschrieben bedeutet das:

. 0 falls p > ¢,
Z a; =1 G falls p = q,
—p ( g;; ai) +a, fallsp<gq.

Bemerkung: Der Wert der leeren Summe ist also das neutrale Element 0 der Addition.
Dies garantiert, dass die folgende erste Grundregel iiber das Aufspalten einer Summe

in zwei Teilsummen auch fiir leere Teilsummen gilt.

Proposition: Fiir alle p,q,r € Z und a;, b;,a € K gilt:

Zr:ai:iai—l—iai falls p— 1< g <,
i=p i=p

i=q+1

q q
D (aitb) =D ait Y b
3 i=p i=p
q q

CLZbZ = ZCLZ)Z

i=p i=p

q
Z a; = Z a; (Umbenennen der Laufvariablen),
J=p

Variante: Eine Summe iiber eine endliche Menge ganzer Zahlen I schreiben wir in

der Form:

D

el

Alternativ schreiben wir nur die Bedingungen unter das Summenzeichen.

Proposition:

Zai = Zai—i—Zai—Zai.

i€ Ul i€l i€ls icl1Nis
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Beispiel: Es gilt

(Z%)Q = Za? + Q'Z a;a;.

p<i<q p<i<q pi<j<q

Definition: Fiir ganze Zahlen n > k > 0 ist der Binomialkoeffizient ,,n tief k“ definiert
durch

() = n! ~onn—1)---(n—k+1)

Bkl (n— k) k(k—1)---1

Satz: Fiir alle n € Z7° und alle a,b € K gilt die binomische Formel

(a+b)" = i (Z) ca" R

k=0

Variante: Gegeben seien eine beliebige Menge I und ein Element a; € K fiir jedes
1 € I. Wir fordern a; = 0 fiir fast alle ¢ € I, das heisst, es existiert eine endliche
Teilmenge Iy C I mit a; = 0 fiir alle ¢ € I . I5. Dann definieren wir

Dies ist unabhéngig von der gewihlten Teilmenge I, und daher wohldefiniert. Der
Strich © am Summenzeichen bezeichnet die Forderung a; = 0 fiir fast alle ¢ € I und
dient zur Unterscheidung von einer unendlichen Reihe im Kontext der Analysis.

Die Summe in diesem verallgemeinerten Sinn erfiillt dieselben Grundregeln wie oben.
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2.11 Produkte

Definition: Das Produkt endlich vieler a; € K kiirzen wir ab wie folgt:

ﬁw = Ha‘ - ApQp+1 - Qg fir p < ¢,
i b C 1 sonst.

p<isq

Ohne Piinktchen geschrieben bedeutet das:

. 1 falls p > ¢,
H a; =1 ap falls p = q,
i=p ( ?;; ai) a, fallsp<gq.

Bemerkung: Der Wert des leeren Produkts ist also das neutrale Element 1 der Mul-
tiplikation. Dies ermoglicht wieder das Aufspalten eines Produkts wie folgt.

Proposition: Fiir alle p, ¢, € Z und a;,b; € K und n € Z>° gilt:

T

Hai:ﬁai-ﬁai falls p—1 < g <,

i=p i=p i=q+1
q

q
H a; = H a; (Umbenennen der Laufvariablen),

1=p Jj=p
q q q
[Tab: = [Ja- 110
i=p 1=p i=p
q n q
(ITa:) = [T«
i=p i=p

Variante: In Analogie zu Summen schreiben wir ein Produkt iiber eine endliche Menge
I in der Form:
[ e

el
oder schreiben nur die Bedingungen unter das Summenzeichen. Fiir eine beliebige
Menge I und Elemente a; € K mit a; = 1 fiir fast alle ¢ € I definieren wir

/
| | a; = | | a;
el i€lp

fiir jede endliche Teilmenge [y C I mit a; = 1 fiir alle ¢ € I \ I. Dies ist unabhéngig
von der gewahlten Teilmenge I, und daher wohldefiniert.

Das Produkt in diesem verallgemeinerten Sinn erfiillt dieselben Grundregeln wie oben.
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3 Matrizen und Lineare Gleichungssysteme

Ab jetzt sei K ein Korper.

3.1 Lineare Gleichungssysteme

Definition: Ein System von Gleichungen 2?21 a;jr; = b; fir alle 1 < ¢ < m mit

natiirlichen Zahlen m und n, das heisst, ein Schema

a1 ry + ... + ATy = bl

Ap1T1 + oo+ GnTn = by

fiir gegebene a;;, b; € K und zu bestimmenden Variablen z;, heisst lineares Gleichungs-
system (kurz LGS) diber K. Sind alle b; = 0, so heisst das Gleichungssystem homogen.

Definition: Elementare Zeilenumformungen eines linearen Gleichungssystems sind:

(a) das Addieren von A € K mal einer Zeile zu einer anderen,
(b) das Multiplizieren einer Zeile mit A € K*,
(c) das Vertauschen zweier Zeilen.

Fakt: Jede elementare Zeilenumformung ist umkehrbar, ndmlich jeweils durch

(a) das Addieren von —\ mal derselben Zeile zu derselben anderen,
(b) das Multiplizieren derselben Zeile mit A\,
(c) das nochmalige Vertauschen derselben Zeilen.

Fiir das Gleichungssystem insgesamt erhalten wir daher eine Aquivalenzumformung.

Definition: Ein Gleichungssystem heisst in Zeilenstufenform, wenn die von Null ver-
schiedenen Terme in jeder Zeile echt spéter beginnen als in der Zeile davor.

Satz: (Gauss-Elimination) Jedes lineare Gleichungssystem lésst sich durch eine Folge
elementarer Zeilenumformungen in Zeilenstufenform bringen.

Satz: Jedes lineare Gleichungssystem lésst sich durch eine Folge elementarer Zeilen-
operationen und Vertauschen von Spalten (also Vertauschen von Variablen) in die
folgende Form bringen fiir ein gewisses 0 < 7 < min{m,n}:

1 + 141 Trp1 + o F AT, = b
Ty + Q41 Tr41 + o FaT, = br

0 = br+1

Ist dann b; # O fiir ein j > r, so hat das Gleichungssystem keine Losung. Andernfalls
erhdlt man alle Losungen, indem man man die Variablen z,q,...,x, € K beliebig
wéhlt und dann z; == b; — a; ;112,41 — ... — Qipwy setzt flir alle 1 <@ <7
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3.2 Matrizen

Seien m, n, ¢ natiirliche Zahlen.

Definition: Eine Matriz mit m Zeilen und n Spalten, oder kurz eine m x n-Matriz,
tber K ist ein Ausdruck A = (aij) 1<icm it Koeffizienten a;; € K, ausfiihrlich ge-
schrieben als rechteckiges Schema ' ~'<"

aiy; ... Qip

am1 --- Qmn

Der erste Index i in (...)1<i<m bezeichnet stets die Zeile, der zweite j die Spalte.
1<5<n

Definition: Eine m x m-Matrix heisst quadratisch. Eine m x 1-Matrix heisst ein
Spaltenvektor, eine 1 X n-Matrix ein Zeilenvektor.

Beispiel: Die Nullmatriz O := O,, ,, := (O) 1<i<m it allen Eintrdgen gleich 0.

1<jsn

Beispiel: Die (quadratische) Finheitsmatriz I := I, == (5ij)1<z‘ i<m mit der Kronecker-
Deltafunktion
5. 1 fiiri=j,
YU 0 fird #

das heisst, mit allen Diagonaleintrégen gleich 1 und allen {ibrigen Eintrégen gleich 0.

Definition: Das Produkt einer m x n-Matrix A = (aij) 1<icm it einem Element A\ € K
1<j<n

ist die m x n-Matrix

ANA = A\ = ()\aij) 1<icn

EVAS

Definition: Die Summe zweier m x n-Matrizen A = (al-j) 1<icm Uund B = (bij) 1<i<m
1<j<n 1<5<n

ist die m x n-Matrix
A+ B = (aij + bij) 1<ig<m -

1<isn

Wie immer bei Addition kiirzen wir ab —B := (—1)- Bund A — B:= A+ (—-1) - B.

Definition: Das Produkt einer m x n-Matrix A = (aij) 1<icm it einer n x ¢-Matrix

1<j<n
B = (bjk) 1<j<n 18t die m x f-Matrix
1<kt

A . B = (Z azyb]k) 1<i<m
7j=1

1<k<L
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3.3 Grundeigenschaften

Proposition: Fiir alle Matrizen A, B, C' iiber K und alle A\, u € K gilt, sofern die
Matrizen die fiir die jeweilige Formel richtige Grosse besitzen:

A+ (B+0) =

A+ B
Om,n+A

At (=1)-A =

(A+B)+C
B+ A
A
Omn
AN-A+N-B
NA4+p-A
(A-p)- A
A
Omn
(A-B)-C
A-B+A-C
A-C+B-C
A
A
= (A-A)-B
= A-(\-B)

(Assoziativitdt der Addition)
(Kommutativitidt der Addition)
(Neutrales Element der Addition)
(

Inverses Element der Addition)

(Linksdistributivitét der skalaren Multiplikation)
(Rechtsdistributivitidt der skalaren Multiplikation)
(Assoziativitdt der skalaren Multiplikation)
(Einselement und skalare Multiplikation)

(

Nullelement und skalare Multiplikation)

(Assoziativitat der Multiplikation)
(Linksdistributivitiat der Multiplikation)
(Rechtsdistributivitét der Multiplikation)
(Linksneutrales Element der Multiplikation)
(Rechtsneutrales Element der Multiplikation)

(Assoziativitat fiir gemischte Multiplikation)
(Assoziativitét fiir gemischte Multiplikation)

Insbesondere ist die Menge aller m x n-Matrizen iiber K zusammen mit der Addition
und dem neutralen Element O,,,, eine abelsche Gruppe.

Die Menge aller m x m-Matrizen iiber K zusammen mit der Addition und Multipli-
kation und dem Nullelement O,, ,, und dem Einselement I, ist ein unitérer Ring.

Vorsicht: Fiir m > 2 ist dieser Ring weder kommutativ noch ein Schiefkorper.

Bemerkung: Teilt man eine Matrix horizontal und/oder vertikal in Teilmatrizen auf,
so spricht man von einer Blockmatriz. Fiir die Addition und Multiplikation von Block-
matrizen passender Grosse gelten die entsprechenen Formeln wie in §3.21 Zum Beispiel
gilt fiir beliebige 2 x 2-Matrizen A;; and B;;:

Ay A X Biy By _ A+ By Aip+ By und
Ay Ao By By Aoy + Bar A + Boy

A A ) By Bis _ A By + A1eBay A1 Big + A19 B
As A By By Aoy By + Ay Boy AgBig+ Ay Bas )
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3.4 Transposition

Definition: Die Transponierte einer m x n-Matrix A = (aij) 1<i<m 18t die durch Ver-
1<j<n

tauschen der Zeilenindizes mit den Spaltenindizes entstehende n x m-Matrix

air ... Ami
T .
A= (aij) Igjsn =
1<i<m

A1p .. Omn

(Beachte: Hier bezeichnet der erste Index j die Zeile, der zweite i die Spalte.)

Proposition: Fiir alle Matrizen A, B iiber K und alle A € K gilt, sofern die Matrizen
die fiir die jeweilige Formel richtige Grosse besitzen:

)l = A
(A+B)T = AT+ B"
(A AT = X AT

(A-B)T = BT. AT

O%n - On,m
r =1,
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3.5 Invertierbare Matrizen

Definition: Eine m x m-Matrix A, zu der eine m x m-Matrix A’ existiert mit A- A" =
A’ - A = I, heisst invertierbar. Die betreffende Matrix A’ heisst dann Inverse von A
und wird mit A~ bezeichnet. Die Menge aller invertierbaren m x m-Matrizen iiber K
wird mit GL,,(K) bezeichnet.

Proposition: Die Menge GL,,(K) zusammen mit der Matrixmultiplikation und dem
Einselement I,,, bildet eine Gruppe. Insbesondere gilt fiir alle m xm-Matrizen A und B:

(a) Ist A invertierbar, so ist die Inverse A~! eindeutig bestimmt.

(b) Ist A invertierbar, so ist auch A~! invertierbar mit (A=1)~! = A.

(c) Sind A und B invertierbar, so ist A - B invertierbar und (A- B)™!' = B! . A71.

(d) Ist A invertierbar, so ist B invertierbar genau dann wenn A - B invertierbar ist
genau dann wenn B - A invertierbar ist.

(e) Esist A invertierbar genau dann, wenn AT invertierbar ist, und dann ist (A7)~ =

(AT,
Proposition: Fiir jede invertierbare m x m-Matrix A gilt:

(a) Fiir alle m x n-Matrizen B, C gilt A- B = C genau dann wenn B = A~ - C ist.
(b) Fiir alle n x m-Matrizen B, C gilt B+ A = C genau dann wenn B = C' - A7 ist.

Proposition: Fiir jede m x m-Matrix A iiber K sind dquivalent:

(a) Die Matrix A ist invertierbar.
(b) Es existiert eine m x m-Matrix A’ iiber K mit A"+ A = [, (Linksinverse).
(c) Es existiert eine m x m-Matrix A” iiber K mit A - A” = I, (Rechtsinverse).

In jedem der Fille (b) und (c) ist die Matrix A’ die eindeutig bestimmte Inverse A~1.

Vorsicht: Dies beweisen wir erst nach der Dreieckszerlegung.
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3.6 Spezielle Matrizen

Definition: Eine Matrix mit genau einem FEintrag 1 und allen iibrigen Eintrdgen 0
heisst Elementarmatriz. Genauer betrachten wir fiir gegebene 1 <7 <mund1 < j < n
die Elementarmatrix F;; := (51-1-/5]7-/) 1<i/ <m -

1<5/<n

Proposition: Seien A eine m x n-Matrix und A € K, und 1 < 4,7 < m mit ¢ # j.

(a) Addieren von A mal der j-ten Zeile zur i-ten ergibt die Matrix (1,,, + A\E;;) - A.
(b) Die Matrix I,,, + AE;; ist invertierbar mit der Inversen I, — AEj;.

Definition: Eine m x m-Matrix D = (dij)
Diagonalmatriz.

mit d;; = 0 fiir alle ¢ # j heisst

1<i,j<m

Proposition: Seien D = (dij) eine Diagonalmatrix und A eine m x n-Matrix.

1<i,57<m
(a) Multiplizieren der i-ten Zeile von A mit d;; fiir jedes i ergibt die Matrix D - A.
(b) Die Matrix D ist invertierbar genau dann, wenn alle d;; # 0 sind, und ihre Inverse
ist dann die Diagonalmatrix mit den Diagonaleintriigen d;}', ..., d ! .
Definition: Eine m x m-Matrix, in der jede Zeile und jede Spalte genau eine 1 und
sonst nur Eintrage 0 besitzt, heisst Permutationsmatriz. In Formeln: P = (pij)

1<i,j<m
ist eine Permutationsmatrix wenn gilt:

Vidjip,; =1 A V5 #j:pijy=0, und

Proposition: Seien P eine m x m-Permutationsmatrix und A eine m x n-Matrix.

(a) Die Matrix P - A entsteht aus A durch eine gewisse Permutation der Zeilen.
(b) Jede Permutation von Zeilen von A kann auf diese Weise beschrieben werden.
(c) Die Matrix P ist invertierbar mit P~! = PT.

Definition: FElementare Zeilenumformungen einer Matrix sind genauso definiert wie
fiir ein lineares Gleichungssystem. FElementare Spaltenoperationen sind entsprechend
definiert durch ihre Wirkung auf Spalten anstatt Zeilen.

Fakt: Jede elementare Zeilen- oder Spaltenumformung ist umkehrbar.

Proposition: Jede Folge elementarer Zeilen (bzw. Spalten-) operationen wird durch
Multiplikation von links (bzw. von rechts) mit einer geeigneten invertierbaren Matrix
reprasentiert,.
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3.7 Dreiecksmatrizen

Definition: Eine m x m-Matrix A = (aij)1<z‘j<m mit

(a) a;; = 0 fir alle ¢ > j heisst obere Dreiecksmatriz,
(b) a;; = 0 fiir alle ¢ < j heisst untere Dreiecksmatrix.

Proposition: Fiir jede obere (bzw. untere) Dreiecksmatrix A ist AT eine untere (bzw.
obere) Dreiecksmatrix.

Proposition: Betrachte die Matrix W := (5i7m+1—j)1<ij<m mit allen Eintragen auf
der Antidiagonalen gleich 1 und allen iibrigen Eintrigen 0. Dies ist eine Permutations-
matrix, und Linksmultiplikation mit W bewirkt die Umkehrung der Reihenfolge der
Zeilen. Weiter gilt W~ = W, und fiir jede obere (bzw. untere) Dreiecksmatrix A ist
die Matrix W - A- W' eine untere (bzw. obere) Dreiecksmatrix.

Bemerkung: Durch beide Transformationen kann man die meisten Aussagen fiir obe-
re Dreiecksmatrizen in analoge Aussagen fiir untere Dreiecksmatrizen iibersetzen, und
umgekehrt.

Proposition: Fiir jede obere Dreiecksmatrix mit allen Diagonaleintrigen gleich 1 gilt:

(a) Sie kann durch eine Folge elementarer Zeilenumformungen der Art ,, Addiere ein
Vielfaches einer spateren Zeile zu einer fritheren in die Einheitsmatrix iiberfiihrt
werden.

(b) Sie ist ein Produkt von Matrizen I, + AE;; fiir gewisse A € K und ¢ < j.

Proposition: Fiir je zwei obere Dreiecksmatrizen A und B derselben Grosse sind auch
A+ B und A- B obere Dreiecksmatrizen, und deren Diagonaleintriage sind die Summe
bzw. das Produkt der entsprechenden Diagonaleintrige von A und B.

Proposition: Jede Links- oder Rechtsinverse einer oberen Dreiecksmatrix ist wieder
eine obere Dreiecksmatrix.

Proposition: Fiir jede Dreiecksmatrix A der Grosse m x m sind dquivalent:

(a) Die Matrix A ist invertierbar.

(b) Es existiert eine m x m-Matrix A" iiber K mit A"+ A = [, (Linksinverse).
(c) Es existiert eine m x m-Matrix A” iiber K mit A - A” = I, (Rechtsinverse).
(d) Alle Diagonaleintrige von A sind ungleich Null.

Definition: Eine Matrix heisst in Zeilenstufenform, wenn die von Null verschiedenen
Terme in jeder Zeile echt spéter beginnen als in der Zeile davor.

Fakt: Jede quadratische Matrix in Zeilenstufenform ist eine obere Dreiecksmatrix.
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3.8 Dreieckszerlegung von Matrizen

Satz: Fiir jede Matrix A existieren eine Permutationsmatrix P und eine invertierbare
untere Dreiecksmatrix U, so dass UP A Zeilenstufenform hat.

Satz: (LR-Zerlegung) Fiir jede invertierbare Matrix A existieren eine Permutations-
matrix P, eine invertierbare untere Dreiecksmatrix L, und eine invertierbare obere
Dreiecksmatrix R, so dass gilt

PA = LR.

Satz: (Bruhat-Zerlegung) Fiir jede invertierbare Matrix A existieren eine Permutati-
onsmatrix P und invertierbare obere Dreiecksmatrizen B und B’, so dass gilt

A = BPB.

Satz: Fiir jede m x m-Matrix sind dquivalent:

(a) Die Matrix ist invertierbar.

(b) Die Matrix ldsst sich durch elementare Zeilenoperationen in eine invertierbare
Dreiecksmatrix iiberfiihren.

(c) Die Matrix lésst sich durch elementare Zeilenoperationen in die Einheitsmatrix
tiberfiihren.

(d) Die Matrix ist ein Produkt von Matrizen der Form I, + A\E;; fiir ¢ # j und
Permutationsmatrizen und invertierbaren Diagonalmatrizen.

(e) Wahrend der Gauss-Elimination bleiben alle Zeilen ungleich Null.

Proposition: Sei A eine m x n-Matrix, und sei (A4, I,,,) die durch Zusammensetzen
entstehende m X (n+m)-Matrix. Seien B eine m x n-Matrix und U eine m x m-Matrix,
so dass (B,U) durch eine Folge elementarer Zeilenoperationen aus (A4, I,,,) entsteht.
Dann gilt

B = UA.

Variante: Seien A eine m x m-Matrix und B eine m x n-Matrix, und sei (A, B) die
durch Zusammensetzen entstehende m x (m + n)-Matrix. Sei C' eine m x n-Matrix,
so dass (I, C') durch eine Folge elementarer Zeilenoperationen aus (A, I,,,) entsteht.
Dann ist A invertierbar und C die eindeutige Losung der Gleichung AC' = B, das
heisst

C = A'B.

Folge: Fiir jede invertierbare mxm Matrix A fiihrt die vollsténdige Gauss-Elimination
von der Matrix (A, I,,,) auf die Matrix ([,,, A™").
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3.9 Anwendung auf Lineare Gleichungssysteme

Fakt: Jedes lineare Gleichungssystem kann man schreiben in Matrixform
A-x=b

fiir die Matrix A = (aij) 1<i<m und die Spaltenvektoren b = (b;)1<i<m und = = (2;)1<j<n-
1<j<n

Fakt: Oft stellt man das LGS durch die zusammengesetzte m x (n + 1)-Matrix dar:
ayp ... Qip bl
(A, D) =
Am1 -+ Amn bm

Dann ist die Gleichung A - x = b dquivalent zu der Gleichung in Blockmatrixform

(A,b)- (_xl) —0.

Die Wirkung jeder elementaren Zeilenumformung auf das Gleichungssystem Az = b
entspricht der Wirkung derselben elementaren Zeilenumformung auf die Matrix (A, b).

Proposition: Ist A eine invertierbare quadratische Matrix, so besitzt das lineare Glei-
chungssystem A - x = b die eindeutige Losung

x=A"1.b

Wenn man also einmal die inverse Matrix A~! bestimmt hat, so kann man effizient die
Losungen zu verschiedenen rechten Seiten b berechnen.

Satz: Jede Matrix lésst sich durch eine Folge elementarer Zeilenoperationen und Ver-
tauschen von Spalten in die folgende Blockmatrixform bringen fiir ein geeignetes 7:

(510,

Bemerkung: Vertauschen von Spalten in der zur linken Seite eines linearen Glei-
chungssystems assoziierten Matrix bedeutet Vertauschen von Variablen. Sobald man
die linke Seite in die obige Form gebracht hat, ergeben sich die Losungen wie folgt:

Satz: Ein lineares Gleichungssystem der Form

I,| C d
O O*,Z €
mit einem Spaltenvektor d der Linge r besitzt eine Losung genau dann, wenn der

Spaltenvektor e gleich Null ist. In diesem Fall ist y = (d) eine partikuldre Losung, und

0
die allgemeine Ldsung ist

v= (1) +(‘[§7>.§:(d—§c§>

fiir einen beliebigen Spaltenvektor z der Linge /.
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4 Vektorriaume

4.1 Definition

Sei K ein Korper.

Definition: Ein Vektorraum diber K, oder kurz ein K-Vektorraum, ist ein Tupel
(V,+,+,0y) bestehend aus einer Menge V' mit zwei Abbildungen

+: VxV-=SV, (v,v)—ov+d
KxV =V, (\Av)—A-v

und einem ausgezeichneten Element 0y € V', so dass die folgenden Vektorraumaziome
gelten:

(I)  (V,4,0y) ist eine abelsche Gruppe.

(I) VYAe KYu,o'eV: A-(v+v)=X-v+ -0 (Linksdistributivitét)
(III) VAN eKYoeV: A+ XN)-v=A-v+ XN v (Rechtsdistributivitét)
(IV) VApue KYveV: A (u-v)=(A-pu)- v (

(V) YoeV: lg-v=w (

Assoziativitét)

Einselement)

Die Elemente von V nennt man Vektoren.

Proposition: Fiir jeden K-Vektorraum V und alle v € V und A € K gilt:
(a) Og -v=MX-0y = 0y.
(b) A-v =0y genau dann, wenn A = Ox oder v = Oy ist.
() (—1g)-v=—ov.

Beispiel: Die Menge Mat,,,, (K) aller mxn-Matrizen iiber K mit den oben definierten
Operationen ist ein K-Vektorraum.

Spezialfall: Der Raum Mat,,.; (K) der Spaltenvektoren der Linge n, bzw. der Raum
Maty ., (K) der Zeilenvektoren der Lénge n iiber K. Beide kiirzt man meist mit K™ ab.
Sobald man das Matrixprodukt verwenden mochte, muss man dann aber dazu sagen,
ob man Spaltenvektoren oder Zeilenvektoren meint.

Verallgemeinerung: Fiir jede Menge [ ist die Menge K aller Abbildungen f: I — K
mit komponentenweiser Addition und skalarer Multiplikation sowie der Nullabbildung
x + 0 als Nullelement ein K-Vektorraum.

Beispiel: Jede Menge mit einem Element besitzt eine eindeutige Struktur als K-
Vektorraum und heisst dann Nullraum. Zum Beispiel Mat,, ., (/) im Fall m = 0 oder
n =0, oder K" im Fall n = 0, oder KX im Fall X = @&. Einen Nullraum bezeichnet
man oft kurz mit O = {0}.
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4.2 Unterriaume

Definition: Ein Unterraum oder Teilraum eines K-Vektorraums V' ist eine Teilmenge
U C V mit den Eigenschaften:

(a) U # 2.
(b) Yu,u' € U: u+u €U.
(c) VAe KVueU: N-uel.

Proposition: Eine Teilmenge U C V ist ein Unterraum genau dann, wenn sie zusam-
men mit den Restriktionen der Addition und der skalaren Multiplikation von V' selbst
einen K-Vektorraum bildet.

Beispiel: Der Nullraum O = {0y} und V' selbst sind Unterrdume von V.

Beispiel: Fiir jede m x n-Matrix A iiber K ist die Losungsmenge des homogenen
linearen Gleichungssystems {x € K" | Az = 0} ein Unterraum von K™ (Spaltenvek-
toren).

Beispiel: Sei I eine Menge. Wir identifizieren eine Funktion I — K, i — a; mit dem
System ihrer Werte (a;);c;. Dann ist die Menge aller Funktionen mit endlichem Tréger

KU = {(ai)igEKI a; = 0 fiir fast alleiEI}

ein Unterraum von K.

Beispiel: Im Fall I = Z2° ist K! der Raum aller unendlichen Folgen in K, und K
ist der Unterraum aller Folgen, die ab irgendeiner Stelle konstant Null werden.
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4.3 Durchschnitte und Summen

Proposition: Der Durchschnitt jeder nichtleeren Kollektion von Unterrdumen von V'
ist ein Unterraum von V.

Proposition: Die Vereinigung zweier Unterrdume von V ist ein Unterraum von V
genau dann, wenn einer der beiden Unterrdume in dem anderen enthalten ist.

Die Vereinigung von Unterrdumen ist daher im allgemeinen kein verniinftiger Begriff.
Stattdessen hat man den folgenden:

Definition: Die Summe jeder Kollektion von Unterrdumen {V; | i € I} von V ist die
Teilmenge

S { X

el el

v; € V; fir alle 7 € 1, cV
v; = 0 fiir fast alle 1 € 1 '

Proposition: Die Summe ., V; ist der eindeutige kleinste Unterraum von V, wel-
cher alle V; enthilt. Genauer gilt

2.Vi=(0

el

wobei der Durchschnitt iiber alle Unterrdume U C V genommen wird, welche alle V;
enthalten.

ADbkii: Die Summe endlich vieler Unterrdume V4, ..., V, schreibt man auch so:

Vi+...+V, = {v1+...+vn Vizl,...,n:mé%}.
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4.4 FErzeugnis, Erzeugendensystem

Definition: Gegeben seien eine Menge I sowie Vektoren v; € V fiir alle ¢ € I. Jeder
Ausdruck der Form
/

iel
mit a; € K fiir alle ¢ € I, und a; = 0 fiir fast alle ¢ € I, heisst eine Linearkombination
der Elemente v; fiir ¢ € I. Eine Linearkombination heisst trivial, wenn alle Koeffizienten
a; gleich Null sind, andernfalls heisst sie nicht-trivial.

Linearkombinationen einer beliebigen Teilmenge S C V' kann man elegant und sparsam
hinschreiben mit der Indexmenge I := S und v, := s fiir alle s € S.

Definition: Fiir jede Teilmenge S eines K-Vektorraums V heisst die Menge

/ a, € K fiir alle s € S,
(S) = {;CLS'S ‘ aS:(JﬁirfastallesGS} <V

das Erzeugnis von S.

Proposition: Das Erzeugnis (S') ist der eindeutige kleinste Unterraum von V', welcher
die Teilmenge S umfasst. Genauer gilt

sy =0

wobei der Durchschnitt iiber alle Unterrdume U C V' genommen wird, welche S um-
fassen.

Beispiel: Das Erzeugnis der leeren Menge ist der Nullraum (@) = {0}.

Definition: Eine Teilmenge S C V mit (S) = V heisst ein Erzeugendensystem von V.

Eine Teilmenge S ist also ein Erzeugendensystem von V' genau dann, wenn jeder Vektor
in V eine Darstellung als Linearkombination der Elemente von S besitzt.

Beispiel: Die Menge V' ist ein Erzeugendensystem von V.
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4.5 Lineare Unabhingigkeit

Definition: Eine Teilmenge S C V heisst linear abhingig, wenn Koeffizienten a, € K
fiir alle s € S existieren, so dass as = 0 ist fiir fast alle, aber nicht fiir alle s € .S, und

/
g as-s=0.
seS

Existieren keine solchen ag, so heisst S linear unabhdngig.

Eine Teilmenge S ist also linear unabhéngig genau dann, wenn der Nullvektor keine
nicht-triviale Darstellung als Linearkombination der Elemente von S besitzt.

Proposition: Fiir jede Teilmenge S C V sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) S ist linear unabhéngig.
(b) Kein Element von S ist eine Linearkombination der iibrigen Elemente von S.

(¢) Jeder Vektor in V' besitzt hochstens eine Darstellung als Linearkombination der
Elemente von S.

Fakt: Die leere Teilmenge @ C V' ist immer linear unabhéngig.
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4.6 Basis

Definition: Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V' heisst eine Basis
von V.

Eine Teilmenge S ist also eine Basis von V' genau dann, wenn jeder Vektor in V' genau
eine Darstellung als Linearkombination der Elemente von S besitzt.

Bemerkung: Eine endliche Basis vy, ..., v, eines Vektorraums V liefert ein Koordi-
natensystem auf V', das heisst, eine Bijektion

~

K" —V, (x1,...,2%) = 2101 + ... + 2305

Satz: Fiir jede Teilmenge S C V sind die folgenden Aussagen #dquivalent:
(a) S ist eine Basis von V.
(b) S ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

(c) S ist eine maximale linear unabhingige Teilmenge von V.

Satz: Fiir jedes Erzeugendensystem £ von V und jede linear unabhéngige Teilmenge
L C F existiert eine Basis B von V mit L C B C E.

Folge: (a) Jedes Erzeugendensystem von V' enthélt eine Basis von V.
(b) Jede linear unabhéngige Teilmenge von V' lésst sich zu einer Basis von V' erwei-
tern.

(c) Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Vorsicht: Ein Vektorraum besitzt im allgemeinen viele verschiedene Basen. Bevor
man eine spezielle Basis gefunden oder gewihlt hat, darf man daher nur mit dem
unbestimmten Artikel von ,einer Basis® sprechen.

Proposition: Fiir jeden Unterraum U des Raums der Spaltenvektoren K" kann man
jede der folgenden Beschreibungen effektiv in jede andere umrechnen:

(a) Als Erzeugnis von Vektoren uy,...,uy € K™.

(b) Durch eine Basis uy,...,u, von U.

(c¢) Als Losungsmenge eines homogenen LGS der Form Az = 0 fiir eine Matrix A.

Bemerkung: Diese Beschreibungen benutzt man zur Berechnung von Summen und
Durchschnitten von Unterrdumen von K™, wie folgt:

(a) Aus U = (S) und U" = (5') folgt U+ U" = (SUS").

(b) Aus U ={z € K" | Az =0} und U’ = {z € K" | Az = 0} folgt UNU’" =
{xGK”|(2‘/)x:O}.
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4.7 Dimension

Steinitzscher Austauschsatz: Fiir jede Basis B von V und beliebige linear un-
abhéngige Vektoren vq,...,v, € V existieren paarweise verschiedene bq,...,b, € B,
so dass (B~ {b1,...,b,})U{vy,...,v,} eine Basis von V ist.

Satz: Je zweil Basen von V haben dieselbe Kardinalitét.

Definition: Diese Kardinalitdt heisst die Dimension von V', geschrieben dimg (V)
oder dim(V).

Beispiel: Der Nullraum hat die Basis @ und folglich die Dimension 0.

Satz: Fiir jeden Vektorraum V' der Dimension n < oo gilt:

(a) Jedes Erzeugendensystem E von V mit |E| = n ist eine Basis von V.

(b) Jede linear unabhéngige Teilmenge L von V mit |L| = n ist eine Basis von V.

Beispiel: Fiir jede natiirliche Zahl n bilden die Vektoren e; := (51',]‘)]:1
1 =1,...,n eine Basis von K", genannt die Standardbasis von K™. Insbesondere ist
also dimg (K™) = n.

. fiir alle

Satz: Gegebene Spaltenvektoren vq,...,v, € K" bilden eine Basis von K" genau
dann, wenn die n x n-Matrix (vy,...,v,) invertierbar ist.

Beispiel: Fiir jedes 1 < i < n sei v; = (a;5); mit a; # 0 und a;; = 0 fiir alle j > 4.
Dann ist (vq,...,v,) eine obere Dreiecksmatrix mit allen Diagonaleintragen ungleich
Null und folglich invertierbar; also ist {vy,...,v,} eine Basis von K".

Beispiel: Die Addition und Multiplikation von reellen und komplexen Zahlen macht
C zu einem Vektorraum iiber R. Dieser hat die Basis {1, ¢} und folglich die Dimension

Beispiel: Die Addition und Multiplikation von reellen und rationalen Zahlen macht
R zu einem Vektorraum iiber Q. Dieser ist unendlich-dimensional; genauer gilt

dimg(R) = [R|.

Beispiel: Fiir jede Menge I gilt dim(K ) = |I|. Dagegen ist dim(K') > |I] im Sinne
unendlicher Kardinalzahlen, wenn I unendlich ist.
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4.8 Direkte Summen, Komplemente

Definition: Seien V; und V5 Unterrdume von V mit V' =V; + V, und V) NV, = {0}.
Dann heisst V' die (innere) direkte Summe von Vi und V,, und wir schreiben

Vi=Vial.

Weiter heisst dann V5 ein Komplement von V; in V|, und umgekehrt.

Proposition: Die genannten Bedingungen an V; und V5 sind dquivalent zu der Bijek-
tivitdt der Abbildung

Vi x Vo — V) (v1,03) — v1 + va.
Satz: Jeder Unterraum eines Vektorraums besitzt ein Komplement.
Beispiel: Es gilt V = V @& {0}; somit sind V' und {0} Komplemente voneinander in V.
Beispiel: Sei V; := (({)) C K? fiir gegebene a,b € K. Dann ist ((;)) ein Komplement
von Vj genau dann, wenn b # 0 ist, und <((1))> ist ein Komplement von V; genau dann,

wenn a # 0 ist.

Variante: Analog zu Summen beliebig vieler Teilrdume von V' kann man auch belie-
bige direkte Summen definieren. Siehe dazu §5.4] sowie [Kowalsky-Michler, §2.3].
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4.9 Dimension von Unterriumen

Satz: Sei V' ein Unterraum von V.
(a) Dann gilt dim(V’) < dim(V).
(b) Gilt weiter dim (V") = dim(V') < oo, so folgt V' = V.

Beispiel: Wie friither sei F' := K Z*° der Raum aller unendlichen Folgen in K und
Fy der Unterraum aller Folgen, die schliesslich Null werden. Fiir jedes i > 0 sei e; :=
(0i5);>0 die Folge mit Eintrag 1 an der Stelle ¢ und allen iibrigen Eintrédgen 0. Dann ist
{e; | i = 0} eine Basis von Fj. Insbesondere ist dim(Fp) abzéhlbar unendlich. Dagegen
ist dim(F') iiberabzahlbar.

Satz: Ist V =V, @ V4, so gilt

dim(V) = dim(V;) + dim(V5).

Satz: Fiir beliebige Unterrdume V; und V5, von V' gilt

dim(Vy 4+ Va) +dim(Vy N'Vy) = dim(V}) 4 dim(V3).
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5 Lineare Abbildungen

5.1 Definition

Gegeben seien Vektorrdume U, V', W iiber einem Korper K.

Definition: Eine Abbildung f: V' — W heisst K-linear, wenn gilt:
(a) Yo,o" € Vi f(u+') = f(v)+ f(v') und
(b) Yo e VVA e K : f(Av) =X f(v).

Wenn der Korper K aus dem Zusammenhang ersichtlich ist, sagt man nur kurz linear.

Grundeigenschaften: Fiir jede lineare Abbildung f: V — W gilt:

(a) f(Ov) = 0w, und
(b) Yo e Vi f(—v)=—f(v).

Beispiel: Die Nullabbildung V- — W, v+ Oy ist linear.
Beispiel: Die identische Abbildung idy : V — V', v+ v ist linear.

Proposition: Fiir jede Basis B von V und jede Abbildung fo: B — W existiert genau
eine lineare Abbildung f: V — W mit Vb € B: f(b) = fo(b), ndmlich

Z/l’b b — ZISL’b : fo(b)

beB beB

Beispiel: Sei A eine m x n-Matrix iiber K. Dann ist Linksmultiplikation mit A eine
lineare Abbildung der Rdume von Spaltenvektoren

Ly: K" — K™, v Av,
und Rechtsmultiplikation mit A eine lineare Abbildung der Radume von Zeilenvektoren

Ry: K™ — K", v vA.

Proposition: Fiir jede lineare Abbildung der Rd&ume von Spaltenvektoren f: K™ — K™
existiert genau eine m x n-Matrix A iiber K mit L4 = f. Die j-te Spalte von A ist
genau das Bild des j-ten Standardbasisvektors e; unter f.

Tipp: Die Matrix A klar von der linearen Abbildung L4 bzw. R4 unterscheiden!
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5.2 Kern und Bild
Sei f: V — W eine lineare Abbildung.

Definition: Der Kern von f und das Bild von f sind die Teilmengen

Kern(f) := {veV | f(v)=0} CV,
Bild(f) = {f(v)|veV} c W

Proposition: (a) Kern(f) ist ein Unterraum von V.

(b) f ist injektiv genau dann, wenn Kern(f) = 0 ist.

Proposition: (a) Bild(f) ist ein Unterraum von W.
(b) f ist surjektiv genau dann, wenn Bild(f) = W ist.

Beispiel: Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem Ax = b ist losbar genau dann,
wenn der Vektor b im Bild Bild(L,4) der linearen Abbildung L4 liegt. Ist es losbar, so

ist die Losung eindeutig genau dann, wenn Kern(L4) = 0 ist.

Satz: Es gilt
dim(V) = dimKern(f) + dim Bild(f).

Insbesondere ist dim Kern(f) < dim(V') und dim Bild(f) < dim(V).

Satz: Ist dim(V) = dim(W) < oo, so gilt

f injektiv <= f surjektiv <= f bijektiv.
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5.3 Komposition, Isomorphismen

Proposition: Fiir je zwei lineare Abbildungen f: U — V und ¢g: V — W ist die
Komposition go f: U — W linear.

Proposition: Fiir jede m x n-Matrix A und jede n x (-Matrix B gilt Lyo Lg = Lag.

Definition: Eine lineare Abbildung f: V' — W, zu welcher eine lineare Abbildung
g: W — V existiert mit go f =idy und f o g = idy, heisst ein Isomorphismus.

Satz: Eine lineare Abbildung f ist ein Isomorphismus genau dann, wenn sie bijektiv
ist. Die beidseitige Inverse g in der obigen Definition ist dann eindeutig bestimmt und

gleich der Umkehrabbildung f~*: W — V.

Beispiel: Die Abbildung L4: K™ — K™ ist ein Isomorphismus genau dann, wenn
m = n ist und A invertierbar ist. Thre Umkehrabbildung ist dann L' = L.

Definition: Zwei Vektorrdume V und W iiber einem Korper K heissen isomorph, in
Symbolen V' = W wenn ein Isomorphismus zwischen ihnen existiert.

Vorsicht: Gibt es einen Isomorphismus, so gibt es im allgemeinen viele, und mogli-
cherweise keinen besonders ausgezeichneten. Isomorphe Vektorrdume darf man also
nicht ohne weiteres miteinander identifizieren.

Satz: Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation. Genauer ist jede Komposition zweier
[somorphismen ein Isomorphismus, die identische Abbildung auf jedem Vektorraum ein
[somorphismus, und die Inverse jedes Isomorphismus ein Isomorphismus.

Satz: (a) Jeder Isomorphismus V' — W bildet jede Basis B von V bijektiv auf eine
Basis von W ab.

(b) Es gilt V=2 W genau dann, wenn dim (V') = dim(W) ist.

Definition:

(a) Ein Homomorphismus ist eine lineare Abbildung, geschrieben V' — W.

(b) Ein Monomorphismus ist eine injektive lineare Abbildung, geschrieben V' — W.
(c¢) Ein Epimorphismus ist eine surjektive lineare Abbildung, geschrieben V' — .
(d) Ein Isomorphismus ist ... (siche oben) ..., geschrieben V = W.

(e) Ein Endomorphismus von V ist eine lineare Abbildung V' — V.

(f) Ein Automorphismus von V ist ein Isomorphismus V = V.

Proposition: Die Menge Aut(V') aller Automorphismen von V' zusammen mit der
Komposition o und dem neutralen Element idy ist eine Gruppe, genannt die Auto-
morphismengruppe von V.

Beispiel: Die Abbildung A — L, induziert eine Bijektion GL,(K) — Aut(K™),
welche mit der Gruppenoperation auf beiden Seiten vertraglich ist, also einen Gruppen-
Isomorphismus.
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5.4 Direkte Produkte und Summen

Definition: Das kartesische Produkt von K-Vektorrdumen
X Vi == {(vi)ies | Vi: v; € Vi}
el
versehen mit den Operationen
(vi)i + (v)i == (vi + v))s
A (UZ>Z = <)\U1>l
und dem Nullelement (Oy,); heisst das (direkte) Produkt von (V;);e;. Thre Teilmenge
Hv = {(vi)iel ‘ Vi: v; € V;, fast alle v; = Ow}
el

heisst die dussere direkte Summe von (V;)er.

Konvention: Sind alle Faktoren gleich, so schreibt man oft VI := XieIV und

v .= H i1 V. Die Elemente von H ie1 Vi, insbesondere von H ser KX, schreibt man
oft als formale Linearkombinationen (v;); = >, ,v;-X; mit neugewshlten Symbolen X;.

Proposition: Das Produkt Xiel V; ist ein K-Vektorraum und EHZ-GI V; ist ein Un-
terraum, und fiir jedes j € I sind die folgenden Abbildungen linear:

proj;: XzeIVi — Vi, (v)i—=v;

. fallsi=j
incl; : Vj—>EHZ-€IVZ-, vjl—><{ oas j})

0 fallsi#j

Proposition: Fiir beliebige Unterrdume V; eines Vektorraums V' ist die folgende Ab-
bildung linear:

Bﬂ Vi—V, (v); — Zlvi-

icl ,
el
Definition: Der Vektorraum V' heisst die innere direkte Summe von V; fir i € I,
wenn die obige Abbildung ein Isomorphismus ist, und dann schreiben wir

Dy - v
el
Konvention: Im Fall 7 = {1,...,r} schreiben wir auch

Vix..xV, = XV
viB..8Vv, = H._,v,
Vie...eV, = @._,V.

Fiir r = 2 stimmt diese Definition von V; & V5 mit derjenigen in §4.8] {iberein.

Konvention: Oft werden innere und #ussere direkte Summe mit demselben Symbol
P bezeichnet. Welche dann jeweils gemeint ist, muss man aus dem Zusammenhang
erschliessen.
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5.5 Geordnete Basen

Definition: Ein Tupel (vy,...,v,) von Vektoren in V' heisst
(a) linear unabhdngig, wenn Vaq, ... x, € K: (Z?:1 Ti0; = O) — (3:1 =...=x,= 0).
(b) Erzeugendensystem von V., wenn Yo € V 3xy,...,x, € K: v=> " x;v;.

n

(c) geordnete Basis von V., wenn Yo € V Il ay, ...z, € K: v =) zu;.

Der Begriff ,,geordnete Basis® setzt also voraus, dass der Vektorraum endlich-dimensional
ist.

Proposition: Ein Tupel (vy,...,v,) von Vektoren in V ist
(a) linear unabhéngig genau dann, wenn vy, ..., v, paarweise verschieden sind und
die Menge {v1,...,v,} linear unabhéngig ist.
(b) ein Erzeugendensystem von V' genau dann, wenn die Menge {vy,...,v,} ein
Erzeugendensystem von V' ist.
(c) eine geordnete Basis von V' genau dann, wenn vy, ..., v, paarweise verschieden
sind und die Menge {v1,...,v,} eine Basis von V ist.

Proposition: Fiir jedes Tupel T" := (vy,...,v,) von Vektoren in V ist die Abbildung

x n
or: K" =V, | HZSL}'U@'

linear. Sie ist

(a) injektiv genau dann, wenn 7' linear unabhéngig ist.
(b) surjektiv genau dann, wenn 7' ein Erzeugendensystem von V' ist.

(c) ein Isomorphismus genau dann, wenn 7" eine geordnete Basis von V' ist.
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5.6 Darstellungsmatrix

Definition: Ein Diagramm aus Mengen und durch Pfeile dargestellte Abbildungen
heisst kommutativ, wenn fiir je zwei Wege in Pfeilrichtung mit demselben Startpunkt
und demselben Endpunkt die zusammengesetzten Abbildungen iibereinstimmen.

Bemerkung: Ein zusammengesetztes Diagramm ist oft genau dann kommutativ,
wenn seine Teile kommutativ sind.

Definition: Seien B = (vy, ..., v,) eine geordnete Basis von V und B’ = (wy, ..., wy,)
eine geordnete Basis von W. Die Darstellungsmatriz einer linearen Abbildung f:
V — W beziiglich der Basen B und B’ ist die eindeutig bestimmte m x n-Matrix A,
fiir die fopp = ppr o L4 gilt, das heisst, fiir die das folgende Diagramm kommutiert:

v—ew

ZTSOB ZTSDB/

K" 4 K,
Wir bezeichnen diese Matrix A mit g Mp(f).

Eine explizite Rechnung mit dem Ansatz A = (al-j) 1<icm liefert fiir alle 1 < 7 < n:
1<j<n

o) = fleslen) = eo(Lales)) = ep(dey) = m(| ) = D ayws

A

Beispiel: Die Darstellungsmatrix von L4: K" — K™ beziiglich der jeweiligen Stan-
dardbasis ist A.

Satz: Fiir jede geordnete Basis B = (vy,...,v,) von V gilt

pMp(idy) = I,,.

Proposition: Sei B, B’, B” je eine geordnete Basis von U, V', bzw. von W. Fiir alle
linearen Abbildungen f: U — V und ¢g: V — W gilt dann

g'Mgp(go f) = pMp(g) - g Mg(f).

Proposition: Seien B = (vy,. .., v,) eine geordnete Basis von V und B’ = (wy, ..., w,,)
eine geordnete Basis von W. Eine lineare Abbildung f: V' — W ist ein Isomorphismus
genau dann, wenn die Darstellungsmatrix g Mp(f) quadratisch und invertierbar ist,
und dann gilt gpMp (f~') = g Mp(f)~L
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5.7 Basiswechsel

Definition: Die Matrix 3Mg(idy) fiir geordnete Basen B und B desselben Vektor-

raums V heisst die zu B und B assoziierte Basiswechselmatriz.

Proposition: Die Basiswechselmatrix zMp(idy ) ist invertierbar, und ihre Inverse ist
gleich BMB(idv)_l = BMB(ldV)

Proposition: Seien B, B geordnete Basen von V', und B', B’ geordnete Basen von W.
Dann gilt fiir jede lineare Abbildung f: V — W

aMp(f) = pMp(idw) - g Mp(f) - pMp(idy).

Spezialfall: Seien B und B geordnete Basen von V. Dann gilt fiir jede lineare Abbil-
dung f: V -V

BMp(f) = pMsg(idy) - pMp(f) - pMp(idy)
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5.8 Rang

Definition: Der Rang einer linearen Abbildung f ist Rang(f) := dim Bild(f).

Proposition: Fiir jede lineare Abbildung f: V — W und beliebige Isomorphismen
: V' S Vund v: W S W gilt

Rang(t o f o ¢) = Rang(f).

Satz: Fiir jede m x n-Matrix A existieren invertierbare Matrizen U und V', so dass

UAYV eine Blockmatrix der Form
1. | O
0|0

ist fiir ein geeignetes 0 < 7 < min{m, n}, wobei jeweils O die Nullmatrix bezeichnet.

Satz: Die obige Zahl r ist gleich

(a) der maximalen Anzahl linear unabhéngiger Spalten von A (Spaltenrang).

(b) der maximalen Anzahl linear unabhéngiger Zeilen von A (Zeilenrang).

(c) dem Rang der linearen Abbildung von Spaltenvektoren L,: K™ — K™, v — Av.
(d) dem Rang der linearen Abbildung von Zeilenvektoren R : K™ — K", v — vA.

Insbesondere hiangt r» nur von A ab.
Definition: Die Zahl r heisst der Rang von A und wird bezeichnet mit Rang(A).

Proposition: Fiir jede lineare Abbildung f und je zwei geordnete Basen B und B’
gilt
Rang(f) = Rang(p' Mg(f)).

Beispiel: Eine m x n-Matrix hat Rang m genau dann, wenn man aus ihren Spalten
Vektoren vy, ..., v, auswihlen kann, so dass die Matrix (vq,...,v,,) invertierbar ist.

Beispiel: Eine m x m-Matrix hat Rang m genau dann, wenn sie invertierbar ist.
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5.9 Abbildungsraume
Definition: Fiir je zwei K-Vektorrdume V und W setzen wir

Homg(V,W) = {h: V — W | h K-linear}.
Proposition: Dies ist ein Untervektorraum des Raums WV aller Abbildungen V' — W.

Proposition: Fiir je zwei lineare Abbildungen f: V' — V und g: W — W’ ist die
Abbildung
Cy.p: Hompg (V,W) — Homg (V',W'), h+s goho f

wohldefiniert und linear. Sind f und g Isomorphismen, so auch C, ;.

Proposition: Die folgende Abbildung ist ein Isomorphismus von K-Vektorraumen:

Mat,,n (K) — Homg (K", K™), A La.

Proposition: Fiir jede geordnete Basis B = (vq,...,v,) von V und jede geordnete
Basis B = (wy, ..., w,,) von W ist die folgende Abbildung ein Isomorphismus:

HOH’IK(‘/, W) — Matmxn<K)7 f = B'MB<f>'

Satz: Fiir je zwei endlichdimensionale K-Vektorrdaume V und W gilt

dimg Homg(V, W) = dimg (V) - dimg(W).

Definition: Fiir jeden K-Vektorraum V setzen wir

Endg (V) := Homg(V,V).

Proposition: Mit der Addition und Komposition von Endomorphismen sowie der
Nullabbildung und der identischen Abbildung ist (Endg(V'),+,0,0y,idy) ein Ring,
genannt der Endomorphismenring von V. Im Fall dimg (V') > 1 ist dieser nicht kom-
mutativ.
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5.10 Dualraum

Definition: Der Vektorraum
VY :=Homg(V, K)
heisst der Dualraum von V', und seine Elemente heissen Linearformen auf V.
Proposition-Definition: Sei B = (vy,...,v,) eine geordnete Basis eines K-Vektor-
raums V. Fiir jedes 1 < i < n sei ¢; € V'V die lineare Abbildung
bie V— K, 370 w0 =z,

Dann ist BY := ({1, ...,{,) eine geordnete Basis von V'V, genannt die duale Basis zu B.

Satz: Fiir jeden K-Vektorraum V' gilt

dimg (V) falls dimg (V) < oo,

d. V\/ —
img(VY) { 50 falls dimg (V) =

Beispiel: Fiir jede Menge I sei wie frither K7 der Raum aller Abbildungen I — K und
K@ der Unterraum aller Abbildungen mit endlichem Tréiger. Dann ist der Dualraum
(KD)V natiirlich isomorph zu K’. Insbesondere ist dim(VY) > dim(V) im Sinne
unendlicher Kardinalzahlen, wenn dim (V') = oo ist.

Proposition: (a) Fiir jede lineare Abbildung f: V — W ist die Abbildung
WY = VYl lof

wohldefiniert und linear. Sie heisst die duale Abbildung zu f.

(b) Fiir je zwei lineare Abbildungen f: U — V und g: V. — W gilt (go )V = f¥Yog".

(c) Die duale Abbildung der identischen Abbildung ist idy, = idyv.
(d) Fiir jeden Isomorphismus f: V — W ist f¥: WY — V'V ein Isomorphismus.

Proposition: Seien B eine geordnete Basis von V und B’ eine geordnete Basis von W,
und sei f: V' — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

B Mpv (fY) = pMg(f)"

Proposition: Fiir jeden K-Vektorraum V und jedes Element v € V ist die Auswertungs-
Abbildung (evaluation)
evy: VY — K, £ ((v)

linear, also ein Element des Bidualraums (V¥)V. Die induzierte Abbildung
V — (VY)Y v ev,

ist linear und injektiv. Sie ist ein [somorphismus genau dann, wenn V" endlich-dimensional
ist.
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5.11 Quotientenvektorrdume

Sei U ein Unterraum eines K-Vektorraums V. Fiir jedes v € V betrachte die Teilmenge
v4+U = {v+uluelU} C V.

Geometrisch ist dies ein zu U paralleler affin-linearer Teilraum von V.

Proposition: Je zwei Teilmengen der Form v + U sind entweder gleich oder disjunkt,
und die Vereinigung aller ist V. Genauer gilt

v+U=0v4U <<= v—0v el +<— vV ev+U <— ved+U.

Proposition: Die Menge der Teilmengen
VIU = {v+U|veV}

besitzt eine eindeutige Struktur eines K-Vektorraums, so dass gilt:
(a) Vo,o' e V:i(v+U)+ @0 +U)=(v+)+U.
(b)y VveVVAEK : A (v+U)=(\)+U.

Fiir diese gilt weiter:

(c) Das Nullelement von V/U ist Oy, = 0y +U =U.
(d) Das additive Inverse jedes Elements v + U ist —(v + U) = (—v) + U.

Definition: V/U heisst der Quotientenvektorraum oder Faktorraum von V nach U.

Proposition: Die Abbildung 7: V — V/U, v — v + U ist linear und surjektiv und
hat Kern U.

Beispiel: (a) Es ist U =V genau dann, wenn V/U = 0 ist.

(b) Es ist U = 0 genau dann, wenn 7 ein Isomorphismus ist.

Proposition: (Universelle Figenschaft) Fiir jeden K-Vektorraum W und jede linea-
re Abbildung f: V — W mit U C Kern(f) existiert genau eine lineare Abbildung
f:V/U— W mit form = f, das heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert:




g8l Lineare Abbildungen Lineare Algebra 2018/19  Prof. Pink Seite 68

Proposition: Ein Unterraum U’ C V ist ein Komplement von U genau dann, wenn
die Abbildung 7|y : U" — V/U ein Isomorphismus ist.

Beispiel: Fiir m < n betrachte die Injektion ¢: K™ — K", =z (g

dazu komplementédre Injektion j: K™ — K" y (2) Dann induziert j einen
Isomorphismus K"~ = K" /i(K™).

) sowie die

Proposition: Sei B eine Basis von V', so dass BN U eine Basis von U ist. Dann ist
{v+U |ve B~ U} eine Basis von V/U. Insbesondere gilt

Variante: Sei B = (by,...,b,) eine geordnete Basis von V', deren Anfangssegment
B’ := (by,...,by,) eine geordnete Basis von U ist. Dann ist B” := (by,11+U,...,b,+U)
eine geordnete Basis von V/U.

Proposition: Fiir jedes i = 1,2 sei V; ein K-Vektorraum mit geordneter Basis B;, sei
U; C V; der von einem Anfangssegment B, von B; erzeugte Unterraum, und sei B! die
wie oben induzierte geordnete Basis von V;/U;. Jede lineare Abbildung f: V; — V,
mit f(U;) C Us induziert natiirliche lineare Abbildungen

U — Uy u f(u),
f”iV1/U1—>VQ/U2, v+ U — f(v) + Us,

und die Darstellungsmatrix von f hat die Blockdreiecksgestalt

_( Mp(f) i
BQM&(JC) - ( 0 BgMB{(f”) ) .

Beispiel: Von der Raumzeit der Newtonschen Mechanik aus gesehen ist die Zeit auf
natiirliche Weise ein Faktorraum und kein Unterraum.
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6 Determinanten

6.1 Symmetrische Gruppe

Definition: Eine bijektive Abbildung von einer Menge X auf sich selbst heisst eine
Permutation von X.

Proposition-Definition: Die Menge aller Permutationen der Menge {1,...,n} zu-
sammen mit der Komposition von Abbildungen und der identischen Abbildung id als
neutrales Element ist eine Gruppe, genannt die symmetrische Gruppe vom Grad n.

Elemente von S, bezeichnet man iiblicherweise mit kleinen griechischen Buchstaben
und schreibt ihre Operation klammernlos in der Form o: i — oi.

Proposition: Es gilt |S,,| = nl.

Definition: Ein Paar (7, 7) mit 1 < i < j < nund o7 > o heisst ein Fehlstand von o.
Die Zahl

Anzahl Fehlstéinde von o
sgn(o) = (—1)
heisst das Signum oder die Signatur oder das Vorzeichen von o. Eine Permutation mit
sgn(o) = 1 heisst gerade, eine mit sgn(o) = —1 heisst ungerade.

Lemma: Fiir jedes o € S, gilt
I] (0j—oi) = sen(o)- [T G-
1<i<j<n 1<i<j<n
Proposition: Fiir alle o, 7 € S,, gilt:
sgn(id) = 1
sgn(o o7) = sgn(o) - sgn(r)
sen(o~!) = sgn(o)
Das bedeutet, dass die Abbildung sgn: S,, —{=£1} ein Gruppenhomomorphismus ist.

Beispiel: Eine Permutation, die zwei verschiedene Ziffern vertauscht und alle iibrigen
Ziffern festldsst, heisst Transposition. Jede Transposition hat Signum —1.

Beispiel: Eine Permutation, die k verschiedene Ziffern zyklisch vertauscht und alle
iibrigen Ziffern festliisst, hat Signum (—1)*~1.

Definition: Fiir jedes o € 5, betrachte die n x n-Matrix
Po = (5i70j)1<i,j<n'
Proposition: Die Matrix P, ist eine Permutationsmatrix. Umgekehrt ist jede n x n-
Permutationsmatrix gleich P, fiir genau ein o € S,,. Ausserdem gilt fiir alle 0,7 € S,
PO'T - Po : PT'

Das bedeutet, dass o — P, einen Gruppenisomorphismus von S,, auf die Gruppe aller
n X n-Permutationsmatrizen induziert.
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6.2 Konstruktion und Grundeigenschaften

In diesem Kapitel rechnen wir in einem beliebigen kommutativen unitidren Ring R.

Definition: Die Determinante einer n X n-Matrix A = (aij)1<zj<n ist
n
det(A) = Z sgn(o) - Haim‘-
UESn =1

Beispiel: Explizite Formeln fiir n = 0,1, 2, 3.

Bemerkung: Halten wir alle Zeilen von A ausser der i-ten Zeile fest, so ist det(A)
eine lineare Abbildung der i-ten Zeile. Dasselbe gilt fiir Spalten anstelle von Zeilen.

Proposition: Es gilt det(AT) = det(A).
Proposition: Fiir jede Permutation o € S, gilt det(FP,) = sgn(o).
Proposition: Fiir jede Blockdreiecksmatrix der Form

A'| B Al O

A = ( ) oder ( )

O A// B/ A//

mit quadratischen Matrizen A’ und A” und der jeweiligen Nullmatrix O gilt
det(A) = det(A") - det(A”).

Proposition: Fiir jede obere oder untere Dreiecksmatrix A = (aii)1 <ij<n gilt

i=1
Folge: Insbesondere gilt det(/,) = 1.

Satz: Fiir je zwei n x n-Matrizen A und B gilt det(AB) = det(A) - det(B).
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6.3 Berechnung der Determinante

Proposition: Die Determinante verhélt sich unter elementaren Zeilenoperationen wie
folgt: Entsteht A" aus A durch ...

(a) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen, so gilt det(A’) = det(A).
(b) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A € R, so gilt det(A’) = X - det(A).
(c) Vertauschen zweier Zeilen, so gilt det(A’) = —det(A).

Die entsprechenden Aussagen gelten fiir elementare Spaltenoperationen.

Uber einem Korper lisst sich die Determinante daher mit Gauss-Elimination berech-
nen.

Beispiel: Ist eine Zeile oder Spalte von A eine Linearkombination der iibrigen, so gilt
det(A) = 0.

Beispiel: Hat A zwei gleiche Zeilen oder zwei gleiche Spalten, so gilt det(A) = 0.

Beispiel: Fiir beliebige a4, ..., a, € R hat die n x n-Matrix

1 ay a2 ... a}?
_ j—l) _ . :
A= (az‘ I<igj<n : :
2 n—1
1 ap, a; ... ay

die Vandermonde-Determinante

det(A) = ] (¢ — ).
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6.4 Zeilen- und Spaltenentwicklung

Konstruktion: Sei A eine n x n-Matrix mit n > 0. Fiir jedes Paar von Indizes
1 <i,j < nsel A;; diejenige (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die durch Streichen der i-ten
Zeile und der j-ten Spalte aus A entsteht.

Satz: Fiir jedes 1 < ¢ < n gilt

n

det(A) = > (1) - qy; - det(Ay).

j=1
Fiir jedes 1 < j < n gilt

n

det(A) = > (1) - q; - det(Ay).

i=1
Definition: Die Adjunkte von A ist die Matrix

A = ((—1)’+]det(Aﬂ))

1<i,j<n’

Satz: Es gilt ) 3
A-A = A-A = det(A) -1,

Satz: Eine quadratische Matrix A iiber einem Korper ist invertierbar genau dann,
wenn det(A) # 0 ist. In diesem Fall gilt weiter

det(A™!) = det(A)~!  und
A1 = det(A)"!- A

Beispiel: Fiir jede invertierbare 2 x 2-Matrix gilt

a b5 1 d —b
c d ad—be \—c a )’
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6.5 Ahnlichkeit und Determinante eines Endomorphismus

Sei K ein Korper.

Definition: Zwei n x n-Matrizen A und B iiber K heissen dhnlich oder zueinander
konjugiert, wenn eine invertierbare n x n-Matrix U iiber K existiert mit B = UAU!.

Proposition: Dies ist eine Aquivalenzrelation.
Proposition: Ahnliche Matrizen haben dieselbe Determinante.

Proposition: Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums
V. Dann sind die Darstellungsmatrizen g Mp(f) beziiglich beliebiger geordneter Basen
B von V zueinander &hnlich. Insbesondere ist det(gMp(f)) unabhingig von B.

Definition: Das Element det(f) := det(gMp(f)) € K heisst die Determinante von f.

Proposition: Fiir alle Endomorphismen f und g eines endlich-dimensionalen K-
Vektorraums V' gilt:

(a) det(idy) = 1.

(b) det(go f)=det(g) - det(f).

(c) Die Abbildung f ist ein Automorphismus genau dann, wenn det(f) # 0 ist.
(d) Fiir jeden Automorphismus f gilt det(f~1) = det(f)™*

(e) Fiir jeden Isomorphismus h: V = W gilt det(ho f o h™!) = det(f).
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7 Polynome

7.1 Polynome einer Variablen

Sei R ein kommutativer unitiarer Ring, und sei X ein noch nicht verwendetes Symbol.

Definition: Eine Abbildung der Form f: R — R, x — f(z) = Z;}Oaixi, mit Koeffi-
zienten a; € R und fast allen a; = 0, heisst eine Polynomfunktion.

Definition: Ein ,formaler Ausdruck® der Form F(X) = Z;EOaiXi, mit Koeffizienten
a; € R und fast allen a; = 0, heisst ein Polynom in X dber R. Fiir jedes solche F,
jeden kommutativen unitdren Ring R’, der R enthilt, und jedes Element x € R/, ist
der Wert von F an der Stelle x das Element

F(z) = Z/aixi €R.

120

Insbesondere induziert F' eine Polynomfunktion R’ — R/, z — F(x).
Beispiel: Ein Polynom mit reellen Koeffizienten kann man auf ganz C auswerten.

Vorsicht: Ist R endlich, so konnen verschiedene Polynome iiber R dieselbe Polynom-
funktion R — R induzieren, z.B. die beiden Polynome 0 und X? — X iiber F,. Es
gibt aber immer einen grosseren Ring R, auf dem die induzierten Polynomfunktionen
verschieden sind.

Definition: Fiir je zwei Polynome F(X) = 222()@@-)(@' und G(X) = E;>Obz~Xi und
jedes A € R setzen wir

(F+G)(X) == F(X)+G(X) == Y (a + bi) - X,

(F-G)(X) = F(X)-G(X) = Y (Xjmpai-jb) - X'
A-F)(X) == AF(X) = Y X,

Proposition: Diese Operationen sind vertraglich mit der Auswertung, das heisst, fiir
alle x € R’ wie oben gilt (F' + G)(z) = F(z) + G(z) und so weiter.

Proposition-Definition: Die Menge R[X] aller Polynome in X {iber R mit den
obigen Operationen, dem Nullpolynom 0 = 2220 0 - X*® und dem Finspolynom 1 =
2220 8;0 - X' ist ein kommutativer unitérer Ring, genannt der Polynomring in X

iber R.

Konstruktion: Ein Polynom E;>OCL¢X ¢ anzugeben ist nach Definition dquivalent da-
zu, seine Koeffizienten anzugeben. Man kann den Polynomring daher konkret realisie-
ren als die Menge aller Folgen (a;);>o in R, die schliesslich Null werden, mit kompo-
nentenweiser Addition und skalarer Multiplikation sowie dem Produkt (a;); - (b;); :=
(Z;:O ai_jbj)i. Dabei repriisentieren die Folge (0,0,...) das Nullelement, die Folge

(1,0,0,...) das Einselement, und die Folge (0, 1,0,0,...) das Variablensymbol X.
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7.2 Grad eines Polynoms
Definition: Der Grad eines Polynom F(X) = Z;>Oa,~X" iber einem Korper K ist

max{i > 0| a; # 0} falls I 0,

deg(F') :=
es(F) { —00 falls F' = 0.

Ein Polynom vom Grad < 0 heisst konstant, eines vom Grad > 0 heisst nichtkonstant.
Ein Polynom vom Grad < 1 heisst linear, eines vom Grad < 2 quadratisch, eines vom
Grad < 3 kubisch. Ein Polynom vom Grad n > 0 mit héchstem Koeffizienten a,, = 1
heisst normiert. Der Koeffizient ap von X° = 1 in F heisst der konstante Koeffizient
von F.

Proposition: Fiir je zwei Polynome F' und G {iber K und jedes A € K* gilt:

deg(F + G) < max{deg(F),deg(G)},
deg(F - G) = deg(F) + deg(G),
deg(A- F) = deg(F).

Proposition: Fiir je drei Polynome F', G, H iiber K mit H # 0 gilt:
F-G=0 <« (F=0)V(G=0),
FH=GH & F=0G.

Proposition: Der Ring K[X] ist ein Vektorraum iiber K, isomorph zu dem Folgen-
raum Fy aus §£21 Eine Basis von K[X] ist {X*| ¢ > 0}. Die Polynome vom Grad < n
bilden einen Unterraum der Dimension n + 1 mit Basis {X*| 0 < i < n}.
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7.3 Nullstellen

Satz: Fiir je zwei Polynome F und G € K[X] mit G # 0 existieren eindeutige Poly-
nome @ und R € K[X]| mit deg(R) < deg(G) und FF = Q -G + R.

Diese Polynomdivision mit Rest erfolgt von Hand wie die Division ganzer Zahlen.
Sei nun F' € K[X] beliebig.
Definition: Ein Element A € K mit F/(\) = 0 heisst eine Nullstelle von F.

Proposition: Ein Element A € K ist eine Nullstelle von F' genau dann, wenn ein
Polynom G iiber K existiert mit F'(X) = (X — \) - G(X).
Definition: Fiir jedes A € K heisst

pr = sup{m >0 |3IGeK[X]: F(X)=(X-N"-G(X)} € Z7°U{oo}
die Nullstellenordnung von F' in X. Ist uy > 0, so heisst A eine Nullstelle der Vielfach-
heit oder Multiplizitit ju) von F.
Bemerkung: Es gilt p) < deg(F) falls F' # 0 ist, und p) = oo falls F' = 0 ist.

Satz: Jedes von Null verschiedene Polynom F' {iber K lésst sich schreiben in der Form
FX) = (X =A)" - (X = A)f - GX)

mit geeigneten » > 0 und p; > 1 und paarweise verschiedenen \; € K, sowie einem
Polynom G iiber K ohne Nullstellen in K. Dabei sind Ay, ..., A, genau die Nullstellen
von F'in K und p1, . . ., 4, deren jeweilige Nullstellenordnung. Ausserdem sind r und G,
sowie die Paare (\;, ;) bis auf Permutation der i, eindeutig bestimmt.

Definition: Ist in der obigen Zerlegung G eine Konstante in K™, so sagen wir, dass
F diber K in Linearfaktoren zerfillt.

Folge: Fiir jedes von Null verschiedene Polynom F iiber K ist die Anzahl der Null-
stellen von F'in K, mit Vielfachheiten gezihlt, kleiner oder gleich deg(F).

Proposition: Ist K ein unendlicher Kérper, so ist jedes Polynom F' iiber K durch die
Polynomfunktion K — K, x — F(z) eindeutig bestimmt.

Satz: Fiir jedes normierte Polynom F' € Z[X] gilt: Jede Nullstelle von F' in Q liegt
schon in Z und teilt den konstanten Koeffizienten von F'.

Folge: Es gibt einen effektiven Algorithmus, der fiir jedes Polynom in Q[X] alle Null-
stellen in Q bestimmt.
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7.4 Algebraisch abgeschlossene Korper

Satz: Fiir jeden Korper K sind dquivalent:
(a) Jedes nichtkonstante Polynom iiber K besitzt eine Nullstelle in K.
(b) Jedes Polynom iiber K zerfillt in Linearfaktoren tiber K.
(¢) Jedes Polynom vom Grad n > 0 tiber K besitzt, mit Vielfachheiten gezihlt,
genau n Nullstellen in K.

Definition: Ein Kérper mit den obigen Eigenschaften heisst algebraisch abgeschlossen.

Beispiel: Ist K ein endlicher Kérper, soist FI(X) := 14+] [, (X =) ein Polynom vom
Grad | K| > 0 iiber K ohne Nullstellen in K. Also ist K nicht algebraisch abgeschlossen.

Satz: Jeder Korper ist in einem algebraisch abgeschlossenen Korper enthalten.

(Beweis in der Vorlesung Algebra II.)
Fundamentalsatz fiir die Algebra: Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.
Beispiel: Der Korper R ist nicht algebraisch abgeschlossen.

Proposition: Fiir jedes Polynom F' iiber R und jede Nullstelle A € C von F' ist die
komplex Konjugierte A eine Nullstelle von I’ derselben Multiplizitiat wie .

Satz: Jedes Polynom {iber R ist ein Produkt von Polynomen vom Grad < 2 iiber R.
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7.5 Irreduzible Polynome

Sei K ein Korper.

Definition: Ein Polynom in K[X], welches sich als Produkt zweier Polynome in K[ X]
vom Grad > 1 schreiben lésst, heisst reduzibel. Ein Polynom in K[X| vom Grad > 1,
welches nicht reduzibel ist, heisst irreduzibel.

Beispiel: (a) Jedes Polynom vom Grad 1 ist irreduzibel.

(b) Ein Polynom vom Grad 2 oder 3 ist irreduzibel genau dann, wenn es keine
Nullstelle hat.

Beispiel: Die irreduziblen Polynome in R[X] sind genau
(a) die Polynome vom Grad 1, also aX + b fiir alle a,b € R mit a # 0, sowie

(b) die Polynome vom Grad 2 ohne reelle Nullstellen, also aX? + bX + c fiir alle
a,b,c € R mit a # 0 und b* — 4ac < 0.

Beispiel: (a) Das Polynom X2 + 1 ist irreduzibel in R[X] und reduzibel in C[X].
(b) Das Polynom X? — 2 ist irreduzibel in Q[X] und reduzibel in R[X].
(c) Das Polynom X7 — 3X? + 12 ist irreduzibel in Q[X] und reduzibel in R[X].
(d) Das Polynom X69936 4 X65935 4 X2 4 X + 1 ist irreduzibel in Q[X].
(e) Das Polynom X3 + X + 1 ist irreduzibel in Fy[X].

Proposition: Fiir jedes irreduzible Polynom p(X) € K[X] und je zwei Polynome ¢/,
o' € K[X] gilt:
p teilt o'p" <= p teilt ¢’ oder ¢”.

Beweis siche Algebra I.

Satz: Jedes normierte Polynom in K[X] ist ein Produkt von normierten irreduziblen
Polynomen in K[X], und diese sind bis auf Vertauschung eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Ob und wie man diese Faktorisierung konkret bestimmen kann, héngt
vom Korper K ab. Ist K endlich, so gibt es iiberhaupt nur endlich viele Polynome
von kleinerem Grad, und es geniigt, jedes davon auf Teilbarkeit zu iiberpriifen. Fiir
ein effektives Verfahren z.B. im Fall K = Q siehe Algebra II.
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8 Endomorphismen I

8.1 Charakteristisches Polynom
Definition: Das charakteristische Polynom einer n x n-Matrix A iiber K ist

chary(X) = det(X - I, — A) € K[X].

Proposition: Das Polynom char4(X) ist normiert vom Grad n, und sein konstanter
Koeffizient ist (—1)" - det(A).

Bemerkung: Das charakteristische Polynom kann man auch bestimmen aus der For-
mel det(A — X - [,,) = £ chars(X).

Proposition: Je zwei dhnliche Matrizen iiber K haben dasselbe charakteristische
Polynom.

Sei nun f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V', und
sei B eine geordnete Basis von V.

Proposition: Das charakteristische Polynom von g Mpg(f) ist unabhéngig von B.

Definition: Dieses heisst das charakteristische Polynom von f, bezeichnet mit
chary(X) := char,u,)(X).

Dies ist ein normiertes Polynom vom Grad dimg (V) iber K, und sein konstanter
Koeffizient ist (—1)" - det(f).

Proposition: Fiir jeden Isomorphismus von Vektorrdumen ¢: V = W gilt
char o fo,-1(X) = charp(X).
Proposition: Fiir jedes A € K gilt

chary(\) = det(A-idy — f).
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8.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei f ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V.

Definition: Ein Vektor v € V heisst Eigenvektor von f zum FEigenwert A € K, falls
v # 0ist und f(v) = A -wv. Ein Element A € K, welches als Eigenwert zu einem
geeigneten Eigenvektor von f auftritt, heisst schlechthin ein Figenwert von f.

Proposition-Definition: Ein Element A\ € K ist Eigenwert von f genau dann, wenn
der Endomorphismus A -idy — f: V' — V nicht injektiv ist. Der von Null verschiedene
Unterraum

Eigy ; = Kern(\-idy — f) CV

heisst dann der zu A gehorende Figenraum von f. Seine von Null verschiedenen Ele-
mente sind genau die Eigenvektoren von f zum Eigenwert .

Definition: Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts A € K von f ist die
Dimension des zugehorigen Eigenraums Fig, .

Proposition: Seien A\,..., )\, € K paarweise verschiedene Eigenwerte von f. Dann
ist die folgende lineare Abbildung injektiv:

Eigy, s x ... x Eigy, , —V, (v1,...,0;) = v+ ...+ 0.
Ab jetzt sei V' endlich-dimensional.
Satz: Die Eigenwerte von f sind genau die Nullstellen von charf(X) in K.

Folge: (a) Es gibt hochstens endlich viele Eigenwerte von f.
(b) Ist V # 0 und K algebraisch abgeschlossen, so gibt es Eigenwerte von f.

Definition: Die arithmetische Vielfachheit eines Eigenwerts A\ € K von f ist die
Vielfachheit von A als Nullstelle von char(X).

Folge: Die Anzahl der Eigenwerte von f, mit arithmetischen Vielfachheiten gezdhlt,
ist < dimg(V), und sogar = dimg (V') wenn K algebraisch abgeschlossen ist.

Nach Konstruktion sind die geometrische Vielfachheit und die arithmetische Vielfach-
heit jedes Eigenwerts > 0.

Satz: Die geometrische Vielfachheit ist stets < der arithmetischen Vielfachheit.

Definition: Die Eigenwerte, Eigenvektoren, und Eigenrdume einer n x n-Matrix A
iiber K sind die Eigenwerte, Eigenvektoren, bzw. Eigenrdume des Endomorphismus

Lpy: K" — K™,
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8.3 Diagonalisierbarkeit

Sei weiterhin f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V.

Proposition: Fiir jede geordnete Basis B von V sind dquivalent:

(a) Die Darstellungsmatrix gMp(f) ist eine Diagonalmatrix.
(b) Die Basis B besteht aus Eigenvektoren von f.

Definition: Besitzt V' eine solche Basis B, so heisst [ diagonalisierbar.

Satz: Ein Endomorphismus f ist diagonalisierbar genau dann, wenn char (X)) iiber K
in Linearfaktoren zerfillt und fiir alle Eigenwerte von f die geometrische Vielfachheit
gleich der arithmetischen Vielfachheit ist.

Folge: Zerfillt chary(X) iiber K in Linearfaktoren und haben alle seine Nullstellen
die Vielfachheit 1, so ist f diagonalisierbar.

Proposition: Sei A eine n x n-Matrix A iiber K. Fiir eine invertierbare Matrix U
ist U~'AU eine Diagonalmatrix genau dann, wenn die Spalten von U eine Basis aus
Eigenvektoren von A bilden. Ausserdem sind dquivalent:

(a) Der Endomorphismus L4: K™ — K" ist diagonalisierbar.
(b) Die Matrix A ist dhnlich iiber K zu einer Diagonalmatrix.

Definition: Eine solche Matrix A heisst diagonalisierbar iber K.

Beispiel: Die reelle Matrix A := (g g) hat charakteristisches Polynom X2 — 10X + 16
= (X — 2)(X — 8) und somit zwei verschiedene Eigenwerte der arithmetischen Viel-
fachheit 1 in R. Also ist A diagonalisierbar iiber R.

Beispiel: Die reelle Matrix B := ( (1] *é) reprasentiert eine Drehung um 90° in der
Ebene R2. Thr charakteristisches Polynom ist X2 + 1 und hat somit keine Nullstellen
in R. Also ist B nicht diagonalisierbar iiber R. Uber C hat das charakterische Polynom
jedoch zwei verschiedene einfache Nullstellen +i. Also ist B diagonalisierbar iiber C.

Beispiel: Die Matrix C' := ((1] 1) iiber einem beliebigen Korper hat charakteristisches
Polynom (X — 1)? und somit nur den Eigenwert 1 der arithmetischen Vielfachheit 2.
Der zugehorige Eigenraum <(é)) hat aber Dimension 1, also ist die geometrische Viel-

fachheit gleich 1. Somit ist C' nicht diagonalisierbar.

Anwendung: Sei A diagonalisierbar, also A = UDU™! fiir eine invertierbare n x n-
Matrix U und eine Diagonalmatrix D mit Diagonaleintriagen Ay, ..., \,. Dann sind die
Potenzen von A gegeben durch:

A" = UD™UT = Y AN -UEUT

i=1
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8.4 Trigonalisierbarkeit

Sei weiterhin f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V.

Definition: Eine Menge F von Teilrdumen von V', die durch Inklusion total geordnet
ist, heisst eine Fahne oder Flagge.

(b) Eine Fahne, die fiir jedes 0 < m < dimg (V') einen Unterraum der Dimension m
enthélt, heisst vollstindig oder mazimal.

Definition: (a) Ein Unterraum U mit f(U) C U heisst f-invariant.

(b) Eine Fahne, die aus f-invarianten Unterrdumen besteht, heisst f-invariant.

Satz: Die folgenden Aussagen sind &dquivalent:

(a) Der Endomorphismus f ist trigonalisierbar, das heisst, es existiert eine geordnete
Basis B von V, so dass die Darstellungsmatrix s Mp(f) eine obere Dreiecksma-
trix ist.

(b) Es existiert eine f-invariante vollstandige Fahne von V.

(c) Das charakteristische Polynom char;(X) zerfallt in Linearfaktoren in K[X].

Folge: Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist jeder Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen K-Vektorraums trigonalisierbar.

Beispiel: Fiir beliebige a, b, c € Q mit b # —c gilt:
—1

11 a -1 -3 —4 1 1 a -2 % %
-1 0 b -1—-1 0 3 |/-1 0 b| = 0 -2 %
1 0 ¢ 1 -2 =5 1 0 ¢ 0 0 =2
Beispiel: Uber dem Korper Fy mit 2 Elementen gilt:
1111 -1 0001 1111 1100
1010 1000 1010 |J]0110
1100 0100 1100 |00 11
1000 0010 1000 0001
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8.5 Nilpotente Endomorphismen I

Definition: Existiert ein m > 1 mit f™ = 0, so heisst f nulpotent.

Definition: Eine obere Dreiecksmatrix mit allen Diagonaleintragen O heisst strikte
obere Dreiecksmatriz.

Satz: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) Der Endomorphismus f ist nilpotent.

(b) Es existiert eine Fahne {Uy,Uy,...,U,} von V mit Uy = 0 und U, = V und
f(U;) C Uy fir alle 1 <i<r.

(c) Es existiert eine geordnete Basis B von V, so dass die Darstellungsmatrix s Mp(f)
eine strikte obere Dreiecksmatrix ist.

(d) Es gilt char(X) = X4mV,

Beispiel: Die Matrix

1 -3 —4
B =] -1 2 3
1 -2 -3

hat charakteristisches Polynom X?. Wir schauen uns ihre Wirkung auf irgendeinen
Basisvektor an:

0 —4 —1 0
0 |—2 - 3 | —E 1 [—2—~1o0
—1 -3 -1 0

Aus dieser Rechnung folgt schon

010 —1 =4 0
U'BU =10 0 1 fiir U = 1 30
000 -1 =3 1
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9 Endomorphismen II

9.1 Minimalpolynom

Sei weiterhin f ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V.

Definition: Fiir alle natiirliche Zahlen 7 sind die Endomorphismen [ € Endg (V)
definiert durch f° :=idy und f**! := fo f’. Fiir jedes Polynom ¢(X) =Y/ ja; X' €
K[X] ist der Endomorphismus ¢(f) € Endg (V') definiert durch

o(f) = Z/aifii VoV, v Z/aifi(v).
i>0 >0

Grundeigenschaften: Fiir alle ¢, j > 0 und ¢,v¢ € K[X] und a € K gilt:
(a) frofl=fma.

(b) (ap)(f) = ap(f).
(©) (p+)(f) = o(f) + ().
(d) () (f) = @(f) 0 D(f).

Proposition: Fiir jedes normierte Polynom ¢(X) € K[X] sind dquivalent:
(a) Esist ¢(f) =0, und fiir alle ¢)(X) € K[X]| mit ¢ (f) = 0 gilt o).
(b) Esist ¢(f) =0, und fiir alle ¢)(X) € K[X]|~{0} mit ¢»(f) = 0 gilt deg ¢ < deg .

Ausserdem ist ein solches ¢ eindeutig bestimmt, wenn es existiert.
Definition: Dieses ¢ heisst das Minimalpolynom von f.

Proposition: Ist dimg (V) < 0o, so existiert das Minimalpolynom von f.
Proposition: Fiir jeden Eigenwert A € K von f gilt ¢(f) =0 = ¢(\) = 0.

Folge: Ein Endomorphismus eines unendlich-dimensionalen Vektorraums mit unend-
lich vielen Eigenwerten besitzt kein Minimalpolynom.

Definition: Fiir jede quadratische Matrix A {iber K definieren wir genau wie oben
p(A) = Z/aiAi falls p(X) = Z/aiXi
>0 >0

sowie das Minimalpolynom von A durch die entsprechenden Eigenschaften. Dann gilt
insbesondere L4y = ¢(L4), und das Minimalpolynom von A ist gleich dem von L 4.
Beispiel: (a) Die Matrix A := (§ ;) hat Minimalpolynom X2 —4X + 1.

(b) Die Matrix A := (2 0) hat Minimalpolynom X — 2.

(c) Die Matrix A := (} }) hat Minimalpolynom (X — 2).
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9.2 Satz von Cayley-Hamilton

Ab jetzt sei zusitzlich dimg (V) < co.

Proposition: Ist f diagonalisierbar mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten \;
der Multiplizitat m; fir ¢ = 1,...,r, so hat f das

charakteristische Polynom [[_, (X — ;)™
und das Minimal-Polynom []/_, (X — X;).

Beispiel: Besitzt V' eine Basis B mit Darstellungsmatrix der Form
Al

A
so sind das charakteristische und das Minimal-Polynom von f beide gleich (X — \)".

Satz: (Cayley-Hamilton) Fiir das charakteristische Polynom chary(X) von f gilt

charg(f) = 0.
Folge: Das Minimalpolynom von f teilt das charakteristische Polynom von f.

Proposition: Fiir jede invertierbare Matrix A mit charakteristischem oder Minimal-
Polynom Z;>OaiXi ist ag # 0 und

AT = —Z/Z—;A“.

i>1

Beispiel: Fiir die Matrix 4 := (1) gilt A" =4I, — A.

9.3 Blocktrigonalisierung
Proposition: Fiir das charakteristische Polynom einer Blockdreiecksmatrix der Form
A * ... %
ook
A,
gilt
chars(X) = HcharAi(X).

i=1
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Proposition: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Der Endomorphismus f ist blocktrigonalisierbar, das heisst, es existiert eine ge-
ordnete Basis B von V, so dass die Darstellungsmatrix s Mp(f) eine Blockdrei-
ecksmatrix der Form (3 :) ist fiir eine Zerlegung n = ny + ny mit ny,ny > 1.

(b) Es existiert ein f-invarianter Unterraum {0} # U S V.
(c) Das charakteristische Polynom char;(X) ist reduzibel in K[X].
Definition: Die Begleitmatriz eines normierten Polynoms
O(X) = X" +ap X" P+ 4+ X +ag

ist die folgende n x n-Matrix:

—a,-1 1 0 ... 0
: 0 - "
oo . 0

: : 1
—aQ 0 ... ... 0

(Oft nimmt man auch die Transponierte, oder die durch Umkehren der Reihenfolge
der Zeilen sowie der Spalten entstehende Matrix, oder die Transponierte davon.)

Proposition: Die Begleitmatrix von ¢ hat das charakteristische und das Minimal-
polynom ¢.

Proposition: Ist das charakteristische Polynom char;(X) irreduzibel in K[X], so
existiert eine geordnete Basis B von V, so dass die Darstellungsmatrix gMpg(f) die
Begleitmatrix von char (X)) ist.

Satz: Es existiert eine geordnete Basis B von V, so dass die Darstellungsmatrix
pMp(f) die Blockdreiecksgestalt

A+ o0 %
*

A,

hat, wobei jedes A; die Begleitmatrix eines irreduziblen Faktors von chary(X) ist.
Dabei sind die A; bis auf Vertauschung durch f eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Im Fall K = R hat dann jeder Block die Grosse 1 oder 2; siehe 7.5

Satz: Das Minimalpolynom von f hat dieselben irreduziblen Faktoren und dieselben
Nullstellen wie das charakteristische Polynom von f.
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9.4 Hauptraumzerlegung
Lemma: Seien ¢(X), ¥(X) € K[X] teilerfremd mit (¢¢)(f) = 0. Dann gilt

V = Kern(p(f)) ® Kern(¥(f)),

und beide Summanden sind f-invariant.

Schreibe nun

char;(X) = Hpi(X)m"
i=1
mit verschiedenen normierten irreduziblen p;(X) € K[X] und Exponenten m; > 1.

Definition: Fiir jedes 7 heisst der Unterraum

Hauy, (f) = Kern(p;(f)™)

der Hauptraum oder verallgemeinerte Figenraum von f zum irreduziblen Faktor p;(X).
Bemerkung: Fiir jeden Eigenwert A von f gilt Eig,(f) C Haux_»(f).

Satz: Jeder Hauptraum ist f-invariant, und die Einschréinkung f\Haupi () hat das cha-
rakteristische Polynom p;(X)™ . Ausserdem gilt

V= @Haupi(f)-
i=1
Beispiel: Die reelle Matrix

A=

o O O -
o O O -
O = N
S W O Ot

hat charakteristisches Polynom (X — 0)?(X — 1)? und die Hauptriume
1 —7

-1 0

RE 3 >7 HauX—l(LA) - <

0 -1

HauX_O(LA) = <

o O O =
O =N O
~——
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9.5 Nilpotente Endomorphismen II

Definition: Fiir jedes j > 1 heisst die folgende j x j-Matrix ein Jordanblock zum
Eigenwert 0:

010 ..0
N; = 0
1

0.t 0

Satz: (Jordansche Normalform) Ist f nilpotent, so existiert eine geordnete Basis B
von V', so dass die Darstellungsmatrix eine Blockdiagonalmatrix der folgenden Form
ist:

N

J1

BMg(f) =

N;

Zusatz: Dabei gilt weiter:

(a) Fiir jedes k > 1 ist die Anzahl der 1 < < r mit j; = k gleich
2 dim Kern(f*) — dim Kern(f*~') — dim Kern(f**1).

(b) Die Diagonalblocke sind bis auf Vertauschung unabhéngig von B.
(c) Die Anzahl r der Jordanblocke ist die Dimension des Eigenraums Eig,(f).

Beispiel: Jede n x n-Matrix der Form

0 ay * ...
: *
: S ay
0 ......... 0

mit allen a; # 0 ist dhnlich zu N,,.

Beispiel: Die folgenden reellen Matrizen haben die Jordansche Normalform

4 30 O 0123 4 3 0 O

020 2 000 2 020 2|

010 -1 0001 010 -1 1| '
001 O 0000 001 O

—1

20 30 012 3 20 30

00 -2 0 000 =2 00 -2 0]

01 10 000 1 o1 10|

00 01 000 O 00 01
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9.6 Jordansche Normalform

Definition: Fiir jedes k > 1 heisst eine k x k-Matrix der Form

A1 0 ...0
0 e
Do 0

g
0...... 0 A

ein Jordanblock der Grosse k zum Figenwert \.

Satz: (Jordansche Normalform) Ist f trigonalisierbar, so existiert eine geordnete Ba-
sis B von V, so dass die Darstellungsmatrix gMp(f) eine Blockdiagonalmatrix mit
Jordanblocken auf der Blockdiagonalen ist.

Zusatz: Dabei gilt weiter:

(a) Fiir jedes k > 1 ist die Anzahl der Jordanblocke der Grosse k zum Eigenwert A
gleich

2 dim Kern ((f—A-idy)*) —dim Kern ((f —A-idy)* ") —dim Kern ((f — A-idy)**1).

(b) Die Diagonalblécke sind bis auf Vertauschung unabhéngig von B.

(c¢) Die Anzahl der Jordanblocke zum Eigenwert A ist die Dimension des Eigenraums

Eig, (f).

Folge: Der Endomorphismus f ist diagonalisierbar genau dann, wenn sein Minimal-
polynom gleich [[.(X — );) ist fiir paarweise verschiedene \; € K.

Beispiel: Die folgende reelle Matrix hat die Jordansche Normalform

—1

-7 6 0 1 1 45 1 =76 0 07010 0O

-1 0 0 2 00 26 -1 002 10(0]0 0
0 3 01 0013 0 301 |o0of0]1 1
0 -1 0 O 0000 0 -1 00 07010 1

Bemerkung: Die obige Version der Jordanschen Normalform beinhaltet insbesondere
den Fall, dass K algebraisch abgeschlossen ist.
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Fiir den allgemeinen Fall miissen wir die Jordanblocke aus Begleitmatrizen anstatt aus
Eigenwerten zusammensetzen:

Definition: Sei P € Mat;xq(K) die Begleitmatrix eines irreduziblen Polynoms p(X) €
K[X], und betrachte die d x d-Elementarmatrix

0 ... ... 0
En = O
1 0 . 0

Fiir £ > 1 heisst eine kd x kd-Matrix der Blockdiagonalgestalt

PFE;s 0 ... 0
o
: . .0
N
0 ... ... 0 P

ein Jordanblock der Grisse kd zum irreduziblen Polynom p(X).

Satz: (Jordansche Normalform) Es existiert eine geordnete Basis B von V, so dass
die Darstellungsmatrix g Mp(f) eine Blockdiagonalmatrix mit Jordanblocken auf der
Blockdiagonalen ist.

Zusatz: Dabei gilt weiter:

(a) Fiir jedes k > 1 ist die Anzahl der Jordanblécke der Grosse kd zu einem irredu-
ziblen Polynom p(X) vom Grad d gleich

1
7 (2 dim Kern(p(f)*) — dim Kern(p(f)*') — dim Kern(p(f)kﬂ)),
(b) Die Diagonalblécke sind bis auf Vertauschung unabhéngig von B.

Folge: Zwei Matrizen sind dhnlich genau dann, wenn sie dieselbe Jordansche Normal-
form haben bis auf Vertauschung der Jordanblécke.

Folge: Jede quadratische Matrix ist ahnlich zu ihrer Transponierten.

Beispiel: Die folgende reelle Matrix hat die Jordansche Normalform

1 001 - 00 1 -1 1 001 0 1| 0 0
1110 14 -3 -3 1110} -1 07 10
1 100 03 -2 =2 1100 0 0] 0 1
1 010 1 2 -1 -2 1 010 0 O ‘—1 0
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9.7 Anwendungen

Potenzen: Sei U ' AU = J = diag(Jy, . . ., J,) die Jordannormalform von A als Block-
diagonalmatrix mit Jordanblécken Ji, ..., J,.. Dann sind die Potenzen von A gleich

AP = UJFUTY = U - diag(JF,...,J ") U

Fiir jeden Jordanblock J; der Grosse n; zum Eigenwert A; schreibe J; = A; - I, + N,
mit der n; x n;-Matrix
1

Ny, = : 1

Mit der binomischen Formel und mit Nﬁj = 0 fiir alle £ > n; folgt dann

nj—1
TEo= (N Ly + N, = D () NN

J
=0
Rekursionsgleichungen: Eine vektorwertige Rekursionsgleichung vy 1 = Avy, mit

Anfangswert vy besitzt die eindeutige Losung v, = Ay, fiir alle k > 0.

Eine skalarwertige Rekursionsgleichung xpy, = ap_1Tpin_1 + ... + agxr vom Grad n
iibersetzt man in die vektorwertige Rekursionsgleichung vy, = Av, vom Grad 1 mit

Th+n—1 ap—1 ... Q1 Qo
: 1
v = und A :=
Lh+1
Ty 1
Hier ist AT die Begleitmatrix des Polynoms f(X) = X" —a,_ X" ' —...—ayg, hat also

dieses Polynom als Minimal- und charakteristisches Polynom; daher hat A genau einen
Jordanblock zu jedem irreduziblen Faktor von f. Ist also f(X) = J[j_, (X — ;)" mit
paarweise verschiedenen )\; € K, so hat A die Jordannormalform U AU = J =
diag(.Jy, ..., J;) mit je einem Jordanblock J; der Grosse n; zum Eigenwert \;. Somit
ist jeder Eintrag von v, = U - diag(J},...,J*) - U vy eine Linearkombination von
(lz) )\?4 fir 1 <j <rund 0 < /¢ < n;. Daraus folgt

r n;j—1

T = ZZC]‘7g-/{3£')\§

j=1 £=0

mit geeigneten Koeffizienten ¢;, € K. Umgekehrt ist jede so definierte Folge eine
Losung der Rekursionsgleichung.
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Matrixwertige Reihen: Wir versehen den Raum der komplexen m x n-Matrizen mit

der Norm |[[(a; )il := /2o lare|?. (Vergleiche Abschnitt [0.2])

Proposition: Fiir jede komplexe ¢ x m-Matrix A und jede komplexe m x n-Matrix B
gilt |AB| < | All - [|B].

Proposition: Fiir alle komplexen n x n-Matrizen A und B gilt:
(a) Fiir jedes k > 1 gilt ||A*|| < ||AJlx.

(b) Die folgende matrixwertige Reihe ist absolut konvergent:

oo m 2 3
A) = — =L +A+—+—+....
exp(A) n;) p— + A+ 5 + 5 +
(c) Ist B invertierbar, so gilt exp(B~'AB) = B~! - exp(A) - B.

(d) Gilt AB = BA, so ist exp(A+ B) = exp(A ) exp(B).
(e) Die Matrix exp(A) ist invertierbar mit exp(A)~! = exp(—A).

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten: Eine vektor-
wertige Differentialgleichung % = Av mit A € Mat,x,(C) und Anfangswert v(0) = vy
besitzt die eindeutige Losung v(x) = exp(Ax)v, fiir alle z € R.

Eine skalarwertige Differentialgleichung jZ—g = an,l% +...+ alj—i + apy der Ord-
nung n mit konstanten Koeffizienten a, € C iibersetzt man in die vektorwertige Dif-
ferentialgleichung % = Av der Ordnung 1 mit

dn—ly

dgn—1 Ap—1 ... Q1 Qo
vy = dEy und A := !
Y 1
Hier ist AT die Begleitmatrix des Polynoms f(X) = X" — a,_1 X" ! — ... — ag, hat

also dieses Polynom als Minimal- und charakteristisches Polynom; daher hat A genau
einen Jordanblock zu jedem irreduziblen Faktor von f. Ist also f(X) = [[[_, (X — A;)™
mit paarweise verschiedenen )\; € K, so hat A die Jordannormalform U AU = J =
diag(Jy, ..., J;) mit je einem Jordanblock J; der Grésse n; zum Eigenwert \;. Somit ist
v(z) = U - diag(exp(Jix), . . ., exp(Jrx)) - U vg. Mit der Notation der vorhergehenden
Seite gilt weiter

n;—1
exp(Jjz) = exp(Njz - Ly, +aNy,) = exp(Ajz- ;) - exp(zNy,) = Z o "J
Daher ist U
B9 ST
j=1 ¢=0

mit geeigneten Koeffizienten c;, € C. Umgekehrt ist jede so definierte Funktion eine
Losung der Differentialgleichung.
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10 Euklidische Vektorraume

10.1 Normierte Korper

Sei K ein Korper.

Definition: Eine Norm auf K ist eine Abbildung
| |0 K =R 2|z
mit den folgenden Eigenschaften fiir alle z,y € K:

lz] =0 & =0 (Separiertheit)
|z -yl = |z|- |y (Multiplikativitét)
lz+y| < |z|+]y] (Dreiecksungleichung)

Ein Koérper zusammen mit einer Norm heisst ein normierter Korper (K,| |).

Beispiel: Die Standard-Norm auf R ist der Absolutbetrag

r falls x > 0,

R — R>O, T
—z falls z < 0.

Beispiel: Die Standard-Norm auf C ist der Absolutbetrag

C =R, 2|z := V22
Wenn nichts anderes gesagt wird, meinen wir mit | | die Standard-Norm auf R oder C.

Beispiel: Die triviale Norm auf einem beliebigen Korper K ist die Abbildung

0 fallsxz =0,

K-SR 2z |z| =
it { 1 falls 2 # 0.
Lemma: Fiir alle reelle Zahlen o, 8 > 0 und p > 1 gilt o? + g7 < (a + p)P.

Proposition: Fiir jede Norm | | auf K und jede reelle Zahl 0 < ¢ < 1 ist auch die
Abbildung = — |z| eine Norm auf K.

Bemerkung: Weitere interessante Normen, insbesondere auf dem Korper QQ, werden
in Algebra I behandelt.
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10.2 Normierte Vektorraume

Sei (K, | |) ein normierter Korper, und sei V' ein K-Vektorraum.

Definition: Eine Norm auf V ist eine Abbildung
: V=R v o]
mit den folgenden Eigenschaften fiir alle v,v" € V und = € K:

v =0 <& v=0 (Separiertheit)
|- vl = |z|- | (Multiplikativitét)
lo+ < |lvl|+ |||  (Dreiecksungleichung)

Ein Vektorraum zusammen mit einer Norm heisst ein normierter Vektorraum (V|| ||).

Variante: Eine Abbildung, die alle obigen Eigenschaften ausser moglicherweise die
Separiertheit erfiillt, heisst eine Seminorm auf V.

Proposition: Fiir jede Norm || || und alle v,w € V gilt ’ ||| — |Jw]| ’ < v —wl.

Definition: Zwei Normen || || und || ||" auf V" heissen dquivalent, wenn reelle Zahlen
¢, > 0 existieren mit

VoeV: c ol < fol" < -l
Proposition: Dies ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen auf V.
Beispiel: Fiir jedes p € R*! U {oo} ist die £,-Norm auf K™ definiert durch

(Jz1 P + ... \:cn|p)1/p falls p < oo,
yTn)lp =

(..
max{|z1],...,|z,|} falls p = ooc.

Beispiel: Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und F, £’ endliche Erzeu-
gendensysteme des Dualraums VY. Dann sind

|v]l1,e = D ek 0(V)] und
10|00, 1= max {|{(v)|: £ € E'}

Normen auf V. Ein klassischer Satz zur Geometrie der konvexen Polyeder besagt, dass
sich jede Norm der ersten Form in der zweiten Form schreiben lisst und umgekehrt.

Satz: Je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum sind dquivalent.
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10.3 Bilinearformen

Definition: Eine Bilinearform auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung
f: VxV =K, (vw)— pv,w)
so dass fiir alle v, v, w,w" € V und A € K gilt:
Bv,w+w') = Bv,w)+ B(v,w)
Blo+v,w) = Blv,w)+ B, w)
Blo, ) = AB(v,w)
BAv,w) = AB(v,w)

rechts additiv)
links additiv)

rechts homogen)

A~~~ I/~

links homogen)
Eine Bilinearform [ heisst symmetrisch, wenn zusétzlich fiir alle v,w € V gilt
Blo,w) = Blw,v).
Definition: Eine quadratische Matrix A mit A = AT heisst symmetrisch.
Beispiel: Fiir jede nxn-Matrix A {iber K ist die folgende Abbildung eine Bilinearform:
Ba: K'"x K" = K, (z,y) = 2"Ay.

Diese ist symmetrisch genau dann, wenn A symmetrisch ist.

10.4 Darstellungsmatrix

Sei B = (vy,...,v,) eine geordnete Basis von V.

Definition: Die Darstellungsmatriz einer Bilinearform g auf V' beziiglich B ist die
n x n-Matrix

Mp(B) = (5(%@]))” Lo

Proposition: Fiir je zwei Vektoren x = (zy,...,2,)7 und y = (y1,...,y,)? in R?
setze v := ), ryv; und w =Y y;v; in V. Mit A := Mp(8) gilt dann

Blv,w) = 2T Ay.

Proposition: Fiir jede n x n-Matrix iiber K existiert genau eine Bilinearform g auf
V mit Mg(p) = A.

Proposition: Eine Bilinearform auf V' ist symmetrisch genau dann, wenn ihre Dar-
stellungsmatrix beziiglich B symmetrisch ist.

Proposition: Die Darstellungsmatrix von 3 beziiglich jeder weiteren geordneten Basis
B’ von V ist
Mp(B) = pMp(idy)" - Mp(B3) - pMp (idy)
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10.5 Reelle Skalarprodukte

Sei V ein R-Vektorraum.

Definition: Eine symmetrische Bilinearform
(,): VXV =R, (v,w)— (v,w)
heisst positiv definit, wenn zusétzlich gilt:
VoeV ~A{0}: (v,v) > 0.
Der Betrag eines Vektors v € V' beziiglich ( , ) ist dann die Zahl

||| == v/ {v,v) € R,

Definition: Eine positiv definite symmetrische Bilinearform heisst ein Skalarprodukt.
Ein R-Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt heisst euklidischer Vektorraum

Vi {50).

Definition: Das Standard-Skalarprodukt auf R™ ist fiir x = (x;); und y = (y;); gegeben
durch
(,y) == 2Ty = ;Y1 + ...+ Tpyn.

Der zugehorige Betrag ist die o-Norm

|z|| == a2+ ... +22.

Beispiel: Sei V' ein Unterraum des Raums der stetigen Funktionen [a,b] — R fiir
reelle Zahlen a < b. Sei ¢ eine stetige Funktion [a,b] — RZ? mit héchstens endlich
vielen Nullstellen. Dann ist

b
() = [ fO90e
ein Skalarprodukt auf V.

Definition: Eine reelle symmetrische n x n-Matrix A mit der Eigenschaft 27Az > 0
fiir alle 0 # x € R™ heisst positiv definit.

Proposition: Sei B eine geordnete Basis von V. Eine symmetrische Bilinearform ( , )
auf V' ist positiv definit genau dann, wenn die Darstellungsmatrix Mp(( , )) positiv
definit ist.

Beispiel: Fiir jede positiv definite symmetrische reelle n x n-Matrix A ist die folgende
Abbildung ein Skalarprodukt auf R”:

R™ x R" = R, (z,y) — 27Ay,

und umgekehrt hat jedes Skalarprodukt auf R™ diese Form.
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10.6 Grundeigenschaften

Im diesem und den folgenden Abschnitten sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum
mit der zugehorigen Betragsfunktion || ||.

Satz: (Cauchy-Schwarz Ungleichung) Fiir beliebige v, w € V' gilt
(v, w)| < ol - [Jw]-

Weiter gilt Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhéngig sind.
Proposition: Der zugehorige Betrag || || ist eine Norm auf V.

Proposition: Fiir beliebige v,w € V gilt ||[v + w|| = ||v|| + [Jw| genau dann, wenn
einer der Vektoren ein nicht-negatives skalares Vielfaches des anderen ist.

Definition: Ein Vektor v € V' mit Betrag ||v|| = 1 heisst normiert.

Proposition: Fiir jeden von Null verschiedenen Vektor v € V ist W normiert.
v

Definition: Der Winkel zwischen zwei von Null verschiedenen Vektoren v, w € V ist
die eindeutige reelle Zahl 0 < o < 7 mit

(v, w) < voow >
cosa = = : :
[o]] - [lwll [l ]|

Definition: Zwei Vektoren v,w € V mit (v,w) = 0 heissen zueinander orthogonal,
und man schreibt v L w.

Ist ein Vektor v € V orthogonal zu jedem Element einer Teilmenge S C V', so heissen
v und S orthogonal und man schreibt v L S oder S L v.

Ist jedes Element einer Teilmenge S C V orthogonal zu jedem Element einer Teilmenge
S" C V, so heissen S und S’ orthogonal und man schreibt S L S’.

Bemerkung: Fiir jeden Vektor v € V gilt v L v < v = 0.

Proposition: Zwei Vektoren v und w sind orthogonal genau dann, wenn gilt

lv+wl* = [lol* + [lw]*.
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10.7 Orthonormalbasen

Definition: Eine Teilmenge S C V'~ {0}, so dass je zwei verschiedene Elemente von
S zueinander orthogonal sind, heisst Orthogonalsystem. Ist zusétzlich jeder Vektor in
S normiert, so heisst S ein Orthonormalsystem. Ist zusétzlich S eine Basis von V', so
heisst S je nach Fall eine Orthogonalbasis bzw. eine Orthonormalbasis von V.

Ein Tupel (v1,...,v,) mit v; € V ~ {0} und v; L v; fiir alle i # j heisst Orthogonal-
system. Ist zusétzlich jedes v; normiert, so heisst das Tupel ein Orthonormalsystem.
Ist das Tupel zusétzlich eine geordnete Basis von V', so heisst es je nach Fall eine
geordnete Orthogonalbasis bzw. geordnete Orthonormalbasis von V.

Proposition: Jedes Orthonormalsystem ist linear unabhéngig.

Proposition: Eine geordnete Basis B von V ist eine Orthogonalbasis genau dann,
wenn die Darstellungsmatrix des Skalarprodukts Mpg(( , )) eine Diagonalmatrix ist.
Sie ist eine Orthonormalbasis genau dann, wenn die Darstellungsmatrix die Einheits-
matrix ist.

Proposition: Sei B eine Orthonormalbasis von V', und sei v € V beliebig. Dann gilt
(b,v) = 0 fiir fast alle b € B, und v hat die Entwicklung

v o= Z/U),v} - b.

beB

10.8 Unterraume, orthogonales Komplement

Definition: Das orthogonale Komplement einer Teilmenge S C V ist die Teilmenge
St = {veV]vLlS}

Proposition: Das orthogonale Komplement ist ein Unterraum.

Beispiel: Es gilt {0}* = @+ =V und V+ = {0}.

Proposition: (a) Fiir jede Teilmenge S C V gilt S C (S+)*.
(b) Fiir je zwei Teilmengen S C T C V gilt S+ > T+,
(c) Fiir jeden Unterraum U C V gilt U N U+ = {0}.
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Proposition: Sei (by,...,b,) eine Orthonormalbasis eines Unterraums U von V', und
sei v € V. Fiir jeden Vektor u € U sind dquivalent:

(a) =73 0 (bi,v) - bi.
(b) v —ue UL,
(¢) [lv—ul| =min{|v - : v/ € U}.

Folge: Fiir jeden endlich-dimensionalen Unterraum U C V gilt V = U® U+ und somit
Ut S v/u.

Definition: Die Abbildung 7y: V' — U, die v € V auf das obige u € U abbildet,
heisst die orthogonale Projektion von V auf U.

Beispiel: Sei V' der Vektorraum aller stetigen Funktionen [a, b] — R mit dem Skalar-

produkt (f, g) f f(z)g(z) dx, und sei U C V der Unterraum aller Polynomfunktio-
nen vom Grad n. Fur Jede Funktion f € V ist dann 7y (f) die eindeutige Funktion
in U, welche f bestmdglich im quadratischen Mittel approrimiert.

Vorsicht: Fiir einen unendlich-dimensionalen Unterraum U kann U @ U+ ein echter
Unterraum von V' sein.
Beispiel: Sei V' der Vektorraum aller beschrénkten reellen Folgen z = (z,,),>1 mit
dem Skalarprodukt
TnlYn
) = S

n=1

Sei U der Unterraum aller Folgen mit der Eigenschaft Vn > 0: z, = 0. Dann gilt
U+ = 0. Die Folgen (m : 6,n)n>1 fiir alle m > 1 bilden eine Orthonormalbasis von U,
welche keine Fortsetzung zu einer Orthonormalbasis von V' hat.

Proposition: Sei U C V ein Unterraum mit V =U @ U*.

(a) Jede Orthonormalbasis von U zusammen mit jeder Orthonormalbasis von U+
bildet eine Orthonormalbasis von V.
(b) dimV =dimU + dim U*.

(c) U= (U")*.
(d) U =V genau dann, wenn U+ = 0 ist.
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10.9 Orthogonalisierung

Satz: (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) Fiir jedes linear unabhéngige Tupel T' =

(v1,...,v,) in V existiert genau ein Orthonormalsystem B = (by,...,b,), so dass gilt:
J

() V1<j<n: vj:Zaijbi mit a;; € R und a;; > 0.

i=1

Ist ausserdem T eine Basis von V, so ist B eine Orthonormalbasis von V.

Bemerkung: Die Bedingung (x) ist dquivalent dazu, dass die Basiswechselmatrix
pMr(idy) eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonaleintrigen > 0 ist, oder auch zu:

J
(xx) V1<j<n: bj:Za;jvi mit a;; € R und aj; > 0.
i=1
Konstruktion: Sind b4, ...,b,_1 bereits konstruiert, so setze
n—1 o
Uy = Uy — Z(%%) - b; und b, = ﬁ
5 Un
=1

Variante: Dasselbe mit einer unendlichen Folge linear unabhéngiger Vektoren 7" =
(v1, v, ...) und einem unendlichen Orthonormalsystem B = (by, bo, .. .).

Folge: Jeder endlich-dimensionale euklidische Vektorraum hat eine Orthonormalbasis.

Folge: Ist dimV < oo, so lasst sich jede Orthonormalbasis jedes Unterraums U zu
einer Orthonormalbasis von V' erweitern.

Satz: (Cholesky-Zerlegung) Fir jede positiv definite reelle symmetrische Matrix A
existiert genau eine reelle obere Dreiecksmatrix R mit allen Diagonaleintragen > 0, so

dass A = RTR ist.

Beispiel: Sei V' := R[X] mit dem Skalarprodukt (F,G) = f:F(t)G(t)w(t) dt wie in
gT0.51 Wiederholte Anwendung der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung auf die geord-
nete Basis (1, X, X?,...) liefert eine neue geordnete Basis (P, P, ...) bestehend aus
sogenannten orthogonalen Polynomen. Diese haben je nach Wahl der Gewichtsfunktion
@ verschiedene weitere interessante Eigenschaften.
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10.10 Orthogonale Gruppe

Definition: Ein Isomorphismus f: V = W zwischen zwei euklidischen Vektorriumen
(V,(, )y)und (W, ( , ),,) mit der Eigenschaft

Vo, o' € Vi (f(v), f(')w = (v,0)y

heisst orthogonal oder eine Isometrie.
Bedeutung: Eine Isometrie erhélt alle Abstande und Winkel.

Proposition: Zwischen beliebigen euklidischen Vektorrdumen derselben endlichen (!)
Dimension existiert eine Isometrie. Jede Komposition von Isometrien ist eine Isometrie.
Der identische Endomorphismus ist eine Isometrie.

Definition: Eine reelle n x n-Matrix A, fiir welche die Abbildung L,: R" — R" fiir
das jeweilige Standard-Skalarprodukt eine Isometrie ist, heisst orthogonal. Die Menge
O(n) = O0,(R) aller orthogonalen n x n-Matrizen heisst die orthogonale Gruppe vom
Grad n.

Proposition: Fiir jede reelle n x n-Matrix () sind dquivalent:

(a) @ ist orthogonal.
(b) Die Spalten von @ bilden eine Orthonormalbasis von R™ mit dem Standard-

Skalarprodukt.
(C) QTQ = I,.

Proposition: Die Menge O(n) ist eine Gruppe beziiglich Matrixmultiplikation.
Bemerkung: Die O(n) ist eine kompakte Teilmenge von Mat,,y,, (R) = R™.

Satz: (Variante der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) Sei V' ein euklidischer Vektor-
raum der Dimension > n. Fiir alle vy,...,v, € V existiert ein Orthonormalsystem
(by,...,b,) in V so dass fir alle 1 < j < n gilt

j
v = Zaijbi fiir geeignete a,; € R.
i=1

Satz: (QR-Zerlegung) Fiir jede reelle n x n-Matrix A existiert eine orthogonale Matrix
@ und eine reelle obere Dreiecksmatrix R, so dass A = QR ist.

Beispiel: Fiir jedes z € R gilt:

1 =z - L0y (1«
0 1 N 01 01
1 —T T
(1 0) _ (W ﬁ)( bt T)
z 1 Vi Ve 0 7=
Fiir x — oo bleibt ) in dem Kompaktum O(n) und das Wachstum findet nur in dem
Faktor R der Zerlegung Q)R statt.
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10.11 Volumen (nicht behandelt)

Die Anfithrungszeichen in den Sétzen dieses Abschnitts beziehen sich darauf, dass das
Volumen erst in der mehrdimensionalen Analysis richtig definiert wird.

»3atz“: Fiir jede reelle n x n-Matrix A und jede Teilmenge X C R" gilt
vol,(LA(X)) = |det(A)| - vol,(X),

sofern beide Seiten wohldefiniert sind.

»Folge“: Das Volumen des von beliebigen vy, . .., v, € R" aufgespannten Parallelotops
(oder Parallelepipeds oder Raumspats) ist

VOln({Z?:l tivi ‘ Vi:0 < tl < 1}) = ‘det(vl, o .,’Un)‘.

»Proposition-Definition“: Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum der Dimen-
sion n, und sei f: R® = V eine Isometrie (fiir das Standard-Skalarprodukt auf R™).
Dann ist fiir jede Teilmenge X C V das Volumen

vol,(X) = vol(f (X))

unabhéngig von f, sofern es existiert.
Betrachte nun Vektoren vy, . . ., vy, in einem beliebigen euklidischen Vektorraum (V, ( , )).

Definition: Die Gram-sche Determinante von vy, ..., v, ist

G = det({vi,v)))ij=1,.m € R.

»Satz“: (a) Es gilt stets G > 0.
(b) Esist G > 0 genau dann, wenn vy, ..., v, linear unabhéngig sind.

(c) Es gilt
vol, ({30 tiv | Vi 0< t; < 1}) = VG.

Beispiel: Fiir m = 1 ist das m-dimensionale Volumen die Ldnge

VOll({t’Ul ‘Ogtgl}) = (v,v1) = |vy.

Fiir m = 2 ist es der Flicheninhalt, zam Beispiel gilt fiir alle a, b € R mit v, := (1,0, a)”
und vy := (0,1,5)T

S

vols ({ t |s,t€[0,1]}) = /1+a®+0b%

as + bt
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10.12 Skalarprodukte und Dualraum
Proposition: (a) Die folgende Abbildung ist ein injektiver Homomorphismus:
§:V — VY :=Homg(V,R), v d(v):= (v, )

(b) Diese ist ein Isomorphismus genau dann, wenn dim V' < oo ist.

Vorsicht: Einen endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraum kann man deshalb
leicht mit seinem Dualraum verwechseln. Man soll diese aber nicht ohne Not identi-
fizieren. Wenn man sie auseinander hélt, kann man Fehler vermeiden, zum Beispiel
beim Verhalten unter linearen Abbildungen. Eine lineare Abbildung f: V' — V ent-
spricht unter dem obigen Isomorphismus im allgemeinen nicht ihrer dualen Abbildung

fY: VY = VY, denn

= 5 lofVos
& dof = fYol

& YeV: (f(v) = f(6@) = dw)of
& Yo,weV: (f(v),w)

f
f

und die letzte Eigenschaft ist nicht immer erfiillt.

Bemerkung: Sei V' ein K-Vektorraum fiir einen beliebigen Korper K, und sei U ein
Unterraum. Dann ist

{teVY | VueU: ((u)=0}

ein Unterraum von V'V, welcher auch oft das orthogonale Komplement von U ge-
nannt wird. Die Rechtfertigung dafiir besteht darin, dass dieser fiir jeden endlich-
dimensionalen euklidischen Vektorraum gleich §(U~) ist mit dem obigen Isomorphis-
mus 0.



gI0 Euklidische Vektorrédume Lineare Algebra 2018/19  Prof. Pink  Seite 104

10.13 Adjungierte Abbildungen

Seien V und W euklidische Vektorrdume und f: V' — W eine lineare Abbildung.

Proposition: Es gibt hochstens eine lineare Abbildung f*: W — V mit der Eigen-
schaft
YVoeVVYweW: (fv),w)= (v, f*(w)).

Definition: Diese heisst die Adjungierte (Abbildung) von f, wenn sie existiert.

Proposition: Ist f* die Adjungierte von f, so ist auch f die Adjungierte von f*, das
heisst, es gilt (f*)* = f. Man nennt f und f* daher auch zueinander adjungiert.

Beispiel: Die Adjungierte der Nullabbildung V' — W ist die Nullabbildung W — V.

Beispiel: Sei U C V ein Unterraum mit V = U & U+ und mit dem von V induzierten
Skalarprodukt. Dann ist die zur Inklusion iy: U — V', u — u adjungierte Abbildung
die orthogonale Projektion 7y : V' — U, und umgekehrt.

Vorsicht: Die Adjungierte existiert nicht immer, zum Beispiel nicht fiir die Inklusion
U — V in dem letzten Beispiel von I0.8

Proposition: Ist dim V' < oo, so existiert die adjungierte Abbildung f*. Genauer gilt
fiir jede geordnete Orthonormalbasis (b, ...,b,) von V

n

VweW: fi(w) = > (f(b),w)-b.

i=1

Proposition: Seien B eine geordnete Orthonormalbasis von V und B’ eine geordnete
Orthonormalbasis von W. Dann gilt

BMB’(f*) = B'MB(f)T'

Proposition: Fiir jede reelle m x n-Matrix A ist die Adjungierte von L4: R" — R™
fiir die jeweiligen Standardskalarprodukte gleich L, r: R™ — R™.

Beispiel: Jede orthogonale lineare Abbildung f: V' = W hat Adjungierte f* = f~L.

Definition: Eine lineare Abbildung f: V — V die ihre eigene Adjungierte ist, heisst
selbstadjungiert.

Beispiel: Ist B eine geordnete Orthonormalbasis von V', so ist f: V' — V selbst-
adjungiert genau dann, wenn ihre Darstellungsmatrix pMp(f) symmetrisch ist.

Beispiel: Die Abbildung L4: R™ — R” ist selbstadjungiert fiir das Standardskalar-
produkt auf R" genau dann, wenn A symmetrisch ist.
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10.14 Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen

Lemma 1: Alle komplexen Eigenwerte einer reellen symmetrischen Matrix sind reell.

Sei nun f ein selbstadjungierter Endomorphismus eines endlich-dimensionalen eukli-
dischen Vektorraums V.

Lemma 2: Ist dim V' > 0, so besitzt f einen Eigenwert in R.

Lemma 3: Fiir jeden Eigenvektor v € V von f ist die Zerlegung V' = Rov @ (Rv)*
invariant unter f, das heisst, es gilt f(Rv) C Rv und f((Rv)t) C (Rv)*t.

Spektralsatz: Fiir jeden selbstadjungierten Endomorphismus eines endlich-dimensio-
nalen euklidischen Vektorraums V' existiert eine Orthonormalbasis von V' bestehend
aus Eigenvektoren von f.

Folge: Jeder selbstadjungierte Endomorphismus eines endlich-dimensionalen euklidi-
schen Vektorraums V' ist diagonalisierbar.

Geometrische Bedeutung: Die von der Orthonormalbasis erzeugten Geraden heis-
sen Hauptachsen von f. Diese bilden ein kartesisches Koordinatensystem, in welchem
f durch je eine Streckung um voneinander unabhéngige reelle Faktoren in alle Koor-
dinatenrichtungen beschrieben wird.

Hauptachsentransformation 1: Fiir jede reelle symmetrische Matrix A existiert
eine orthogonale Matrix @, so dass Q 'AQ = QTAQ Diagonalgestalt hat.

Methode: Eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren findet man, indem zuerst an-
hand des charakteristischen Polynoms alle Eigenwerte bestimmt, dann zu jedem Eigen-
wert eine Basis des zugehorigen Eigenraums berechnet, auf die Basis jedes Eigenraums
das Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren anwendet, und zuletzt die so erhal-
tenen Basisvektoren zu einer Basis des Gesamtraums zusammenfiigt.

Beispiel: Die reelle Matrix

1 10 5 10
A = T 5 —14 2
10 2 —11

ist gleichzeitig symmetrisch und orthogonal. Ihr charakteristisches Polynom lautet
(X —1)(X + 1)% nach dem obigen Satz existiert also eine orthogonale Matrix @ mit

1 0 0
Q'AQ = [0 -1 0
0 0 —1

Die lineare Abbildung L4 setzt sich somit aus einer Punktspiegelung in einer Ebene
und der Identitdt in der dazu orthogonalen Geraden zusammen. Konkret sind die
Spalten von ) eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren, zum Beispiel findet man

5/4/30 0 1//6
Q= | 1/vV30 —2/v5 —1/v6
2/v/30  1/v/5 —2//6
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10.15 Normalform symmetrischer Bilinearformen

Eine reelle n x n-Matrix A kann genauso gut einen Endomorphismus von R™ darstellen
wie eine Bilinearform auf R", namlich

R x R* = R, (z,y) — 27 Ay.

Eine dquivalente Formulierung des Hauptachsentransformationssatzes ist daher:

Hauptachsentransformation 2: Fiir jede reelle symmetrische Matrix A existiert
eine Orthonormalbasis von R", beziiglich welcher die obige symmetrische Bilinearform
Diagonalgestalt erhélt.

Definition: Eine symmetrische Bilinearform [ auf einem reellen Vektorraum V' heisst
(a) nicht-ausgeartet wenn Yv € V.~ {0}: Jw e V: B(v,w) # 0;
(b) ausgeartet, wenn v € V.~ {0}: Yw e V: [(v,w)=0;
(c) positiv definit, wenn Yo € V . {0}: B(v,v) > 0.
(d) positiv semi-definit, wenn Yv € V: [(v,v) = 0.
(e) megativ definit, wenn Yv € V . {0}: B(v,v) < 0.
(f) negativ semi-definit, wenn Yv € V: B(v,v) < 0.
(g) indefinit, wenn Jv,w € V: p(v,v) > 0> f(w,w).

Eine reelle symmetrische n x n-Matrix A heisst entsprechend, wenn die zugehorige
Bilinearform die jeweilige Eigenschaft hat.

Bemerkung: Es ist § negativ definit genau dann, wenn — (5 positiv definit ist. Analog
fiir semidefinit, usw., sowie fiir A.

Sei (§ eine symmetrische Bilinearform auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V.

Satz: (a) Es existiert eine geordnete Basis von V| beziiglich welcher die Darstellungs-
matrix von [ eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen aus {+1,—1,0} ist.

(b) Die Anzahl dy der Diagonaleintrége 0 ist die Dimension des Kerns der linearen
Abbildung V' — VY, v — B(v, ).

(c) Die Anzahl di der Diagonaleintrage +1 ist die maximale Dimension eines Teil-
raums U C V, fiir den die Einschrinkung 45|y« positiv definit ist.

(d) Insbesondere sind die Diagonaleintrige bis auf Vertauschung unabhéngig von der
in (a) gewihlten Basis.

Definition: Das Tupel (d,,d_) oder (dy,d,d_) heisst die Signatur von f.
Die Zahl d, + d_ heisst der Rang von .
Die Zahl d, — d_ heisst der Index von (3.
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Zusatz: Fiir jede geordnete Basis B von V ist

d, die Anzahl der positiven Eigenwerte von Mp(f) mit Vielfachheiten,
d_ die Anzahl der negativen Eigenwerte von Mpg(/3) mit Vielfachheiten,
dy + d_ der Rang von Mg([).

Beispiel: Die Matrix A := (; :15) hat die Eigenwerte 4 und —2; der zugehérige Endo-
morphismus von R? ist daher diagonalisierbar zu (é _g). Die zugehorige Bilinearform
hat dagegen die Normalform (é 7(1))' Diese erreicht man durch Bestimmung der Eigen-

rdume oder durch geeigneten Basiswechsel mit einer Dreiecksmatrix, z.B. mit

A B GV R G

Beispiel: Das charakteristische Polynom der reellen symmetrischen Matrix

—_ = Q

11
a 1
1 a
ist (X — (a—1))*(X — (a+2)), woraus man schnell die Werte d,,d_, dy bestimmt.

Variante: Uber jedem Korper K mit 1 + 1 # 0 gilt:

Satz: Fiir jede symmetrische Matrix A iiber K existiert eine invertierbare Matrix U,
so dass UTAU eine Diagonalmatrix ist.

(a) Ist a;; # 0, setze S = ((1) _;:L/_al“) fiir den Zeilenvektor v = (aja,. .., ay,). Dann

ist STAS = (! 103) fiir eine symmetrische (n — 1) x (n — 1)-Matrix B, und die
Aussage folgt durch Induktion.

(b) Ist a3 = 0 # a;; fiir ein @ > 1, sei S die Permutationsmatrix zur Vertauschung
von 1 und 7. Dann gilt Fall (a) fiir die Matrix STAS.

(c) Ist a;1 = a;; = 0 # ay; fiir ein @ > 1, setze S := I, + E;;. Dann gilt Fall (a) fiir
die Matrix STAS.

(d) Ist ay; =0 fiirallei > 1, soist A = (g g) fiir eine symmetrische (n—1) x (n—1)-
Matrix B, und die Aussage folgt durch Induktion.
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10.16 Kiriterien fiir Positiv-Definitheit

Satz: Fiir jede reelle symmetrische n x n-Matrix A = (aij) ,, sind dquivalent:

ij=1,.,
(a) Die Matrix A ist positiv definit.

(b) Alle Eigenwerte von A sind positiv.

¢) Es existiert eine invertierbare Matrix B mit A = BT B.

)

(¢)

(d) Es existiert eine invertierbare obere Dreiecksmatrix R mit A = RTR.
)
)

(e) Es existiert eine invertierbare symmetrische Matrix C' mit A = CTC = C?.
(f) Die Determinante der Matrix A := (aij)
(Hauptminorenkriterium)

il k ist positiv fiir jedes 1 < k < n.

Beispiel: Die Hauptminoren der reellen symmetrischen Matrix

—_ = Q
—_Q =
Q==

sind @ und a*> — 1 = (a — 1)(a + 1) und @® — 3a + 2 = (a — 1)*(a + 2); daher ist die
Matrix positiv definit genau dann, wenn a > 1 ist. Im Fall a = 2 gilt zum Beispiel:

1 /1
2 1 1 \/51030 \/§§\£ NEREANE
1 21| = 5\/;0 0 3 Vil = |54t
11 2 11 4
Vi 0 0 /2
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10.17 Singulidrwertzerlegung

In den Abschnitten B.8 B3, 107 D010, I0.14 haben wir schon verschiedene

Matrixzerlegungen kennengelernt. Eine weitere ist:

Satz: Fiir jede reelle m x n-Matrix A vom Rang r existieren eine orthogonale m x m-
Matrix (), eine orthogonale n x n-Matrix R, und eine m x n-Matrix der Form

01

Oy

fiir reelle Zahlen oy > ... > 0, > 0 und allen {ibrigen Eintrédgen 0, so dass gilt

A = QDR.

2

Dabei sind die Zahlen o4, ..., 0, durch A eindeutig bestimmt. Genauer sind 0%, ..., o>

genau die von Null verschiedenen Eigenwerte von ATA, mit Vielfachheiten.
Definition: Die Zahlen o4, ..., 0, heissen die Singuldrwerte von A.
Tipp: Vergleiche mit der LR-Zerlegung aus 8.8 und der QR-Zerlegung aus §I0.10
Beispiel: Die Matrix (g g) hat die Singuldrwertzerlegung
(2 3) _ L(Q —1)_(4 O)L< 1 2)
0 2 Vi \1 2 0 1 VE\—2 1)°
Beispiel: Fiir jedes x € R sind die Singuldrwerte der Matrix ((1) f) gleich

Vi @+ /P2 +a2),

Fiir |x] — oo verhalten sie sich asymptotisch wie |z| und |z|7!, withrend die Faktoren
@ und R der Singuldrwertzerlegung in dem Kompaktum O(n) bleiben.
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10.18 Quadratische Formen

Zuerst seien K ein beliebiger Kérper und n eine positive natiirliche Zahl.

Definition: Ein Polynom der Form
q(z1,...,x,) = a+ E a;x; + E ;T
1<i<n 1<i<y<n

mit o, a;, a;; € K heisst eine quadratische Form in n Variablen tber K. Sind dabei
a=a;=...=a, =0, so heisst ¢ homogen, sonst inhomogen. Ubersetzt in Spalten-
vektoren x € K™ ist eine quadratische Form also ein Ausdruck der Form

q(r) = a+a'z+a"Ax
fiir beliebige o € K und a € K™ und A € Mat,, s, (K).

Proposition: Ist 1 + 1 # 0 in K, so besitzt jede quadratische Form iiber K eine
eindeutige Darstellung o + a”z + 27Ax mit A symmetrisch.

Betrachte nun eine reelle quadratische Form ¢(z) = a+a’z+2TAz mit A symmetrisch
sowie die zugehorige symmetrische Bilinearform

B:R" x R" = R, (z,y) — z'Ay.

Definition: Rang, Index und Signatur von [ heissen auch Rang, Index und Signatur
von q. Ist [ nicht-ausgeartet (also A invertierbar), so heisst ¢ nicht-ausgeartet.

Hauptachsentransformation 3: (a) Fiir jede reelle quadratische Form ¢ existieren
eine orthogonale Matrix () und f € R und b € R” sowie eine Diagonalmatrix D, so
dass gilt
9(Qy) = B+0"y+y'Dy.
(b) Ist zusétzlich ¢ nicht-ausgeartet, so existieren weiter v € R und ¢ € R", so dass
gilt
gle+Qy) = v+y' Dy = v+ > A}

1<i<n
Definition: Die Nullstellenmenge {x € R" | g(z) = 0} einer reellen quadratischen

Form ¢ wie oben mit A # 0 heisst eine reelle Quadrik.

Bedeutung: Der Satz liefert eine Normalform einer Quadrik bis auf Isometrie und
Translation. Ist ¢ nicht-ausgeartet, so erhalten wir ein neues kartesisches Koordinaten-
system im R"™ mit Ursprung im Punkt ¢ und den Koordinatenachsen {Qte;+c |t € R}
mit e; = (0;;),. Diese Koordinatenachsen heissen Hauptachsen von q. Diese sind gleich-
zeitig Symmetrieachsen der nicht-ausgearteten Quadrik, da die Quadrik invariant unter
der Spiegelung an der jeweils dazu orthogonalen Hyperebene ist.

Beispiele fiir Quadriken:
im R?: Ellipse, Hyperbel, Parabel, zwei Geraden.
im R?: Ellipsoid, einschaliges oder zweischaliges Hyperboloid, Doppelkegel, Paraboloid.

im R*: Lichtkegel im Minkowski-Raum z% + 23 + 23 — 23 = 0.
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10.19 Spektralsatz fiir normale Endomorphismen

Wie vorher sei V' ein euklidischer Vektorraum.

Definition: Eine lineare Abbildung f: V — V, deren Adjungierte f* existiert und
die Gleichung f* o f = f o f* erfiillt, heisst normal.

Proposition: (a) Jede selbstadjungierte lineare Abbildung ist normal.

(b) Jede orthogonale lineare Abbildung f: V = V ist normal.
Beispiel: Insbesondere ist nach (a) jede reelle Diagonalmatrix normal.

Beispiel: Fiir alle a,b € R kommutiert die Matrix A := (75 2) mit AT = (Z _Z); also
ist die Abbildung L4: R? — R? normal.

Bemerkung: Die Abbildung

C— Matgxg(R), a+ib— ( Z b)
— a

ist ein injektiver Ringhomomorphismus, also ein Ringisomorphismus von C auf sein
Bild. Man kann dies zur Konstruktion von C verwenden anstelle der iiblichen Identi-
fikation C = R2,

Spektralsatz: Fiir jeden normalen Endomorphismus f eines endlich-dimensionalen
euklidischen Vektorraums V' existiert eine geordnete Orthonormalbasis B von V| beziig-
lich welcher die Darstellungsmatrix von f die folgende Blockdiagonalgestalt hat:

ok bk) mit ay, by € R.

—br ag

D, . ay, mit a, € R oder
BMB(f) = mit Dk =
D, (
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10.20 Klassifikation orthogonaler Endomorphismen

Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum.

Proposition: Fiir jeden orthogonalen Endomorphismus f von V' gilt det(f) = +1.
Satz: Fiir jeden orthogonalen Endomorphismus f von V existiert eine geordnete Or-

thonormalbasis B von V', beziiglich welcher die Darstellungsmatrix von f die folgende
Blockdiagonalgestalt hat:

D +1 oder
1
sMp(f) = ( n ) mit Dy = (_Z: sz) mit ag, b € R
" und a% + bi =1.

Gilt weiter det(f) = 1, so kann man alle 1 x 1-Blockdiagonaleintrige gleich 1 wihlen.

Definition: Sind alle Blockdiagonaleintrige ausser einem gleich 1, und ist dieser

(a) gleich —1, so heisst f eine Spiegelung (an einer Hyperebene).

(b) gleich (_Z: 2’;), so heisst f eine Drehung um den Winkel + arg(ay + iby).
Proposition: Jeder orthogonale Endomorphismus von V' ist eine Komposition von
Spiegelungen. Insbesondere ist die orthogonale Gruppe O(n) von Spiegelungen erzeugt.

Definition: Ein orthogonaler Endomorphismus f mit det(f) = 1 heisst speziell or-
thogonal. Die Menge SO(n) = SO, (R) aller orthogonalen n x n-Matrizen mit Deter-
minante 1 heisst die spezielle orthogonale Gruppe vom Grad n.

Proposition: Jeder spezielle orthogonale Endomorphismus ist eine Komposition von
Drehungen. Insbesondere ist die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) von Drehungen
erzeugt.

Proposition: Jedes Element von SO(3) ist eine Drehung.

Folge: (,Satz vom Fussball“) In jedem Fussballspiel gibt es zwei Punkte auf der Ober-
fliche des Balls, die beim Anstoss zur zweiten Halbzeit dieselbe Lage haben wie beim
Anstoss zur ersten Halbzeit.

Bemerkung: Dass eine Katze sich in der Luft auf die Fiisse drehen kann, hingt unter
anderem damit zusammen, dass die Gruppe SO(3) nicht kommutativ ist.

Beispiel: Siehe §I0.141
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11 Unitare Vektorraume

Die Theorie komplexer Vektorrdume mit Skalarprodukt folgt denselben Linien wie die
Theorie reeller Vektorrdume mit Skalarprodukt; die meisten Definitionen und Resul-
tate sind sogar schon wortlich gleich oder gehen ineinander iiber durch systematisches
Ersetzen der folgenden Begriffe:

R C

euklidischer Vektorraum unitdrer Vektorraum
Bilinearform Sesquilinearform
symmetrische Bilinearform | Hermitesche Form
transponierte Matrix A7 | adjungierte Matrix A* = A7
orthogonale Abbildung unitdre Abbildung

11.1 Hermitesche Formen

Sei V ein C-Vektorraum.

Definition: Eine Sesquilinearform auf V ist eine Abbildung
v: VxV =C, (v,w)— v(v,w)
so dass fiir alle v,v",w,w" € V und A\ € C gilt:
Y(v,w+w') = y(v,w)+y(v,w') (rechts additiv)
v+ v w) = y(v,w)+ (v, w) (links additiv)
A, Aw) = A5 (0,w) (
y(Av, w) (

rechts homogen)

= X 7y(v,w) links halbhomogen)

Eine hermitesche Form auf V ist eine Sesquilinearform ~, so dass fiir alle v, w € V gilt
V(v w) = A(w,0).

Vorsicht: Welche Variable linear und welche semilinear ist, wird nicht einheitlich
gehandhabt. Die hier gewéhlte Konvention macht gewisse Formeln schoner.

Deﬁniti_on: Die komplex Konjugierte einer komplexen_ Matrix A = (age)re ist die
Matrix A := (@g)re, und die Adjungierte ist A* := AT. Analog fiir Spalten- und
Zeilenvektoren.

Definition: Eine komplexe Matrix A mit A = A* heisst selbstadjungiert oder hermi-
tesch.

Beispiel: Fiir jede komplexe n x n-Matrix A ist die folgende Abbildung eine Sesqui-
linearform:
va: C"xC" = C, (z,y) — x"Ay.

Diese ist hermitesch genau dann, wenn A hermitesch ist.



171 Unitdre Vektorrdume Lineare Algebra 2018/19  Prof. Pink  Seite 114

11.2 Darstellungsmatrix
Sei B = (vy,...,v,) eine geordnete Basis von V.

Definition: Die Darstellungsmatriz einer Sesquilinearform ~ auf V' beziiglich B ist
die n x n-Matrix

MB(’Y) = (V(Ukvvf))kgzl ,,,,, n'

)

Proposition: Fiir jede komplexe n x n-Matrix existiert genau eine Sesquilinearform
v auf V mit Mg(vy) = A.

Proposition: Eine Sesquilinearform auf V' ist hermitesch genau dann, wenn ihre Dar-
stellungsmatrix beziiglich B hermitesch ist.

Proposition: Die Darstellungsmatrix von v beziiglich jeder weiteren geordneten Basis
B’ von V ist
Mp/(v) = pMp(idv)" - Mp(7) - pMp (idv).

11.3 Komplexe Skalarprodukte

Proposition: Fiir jede hermitesche Form v auf V' und jeden Vektor v € V' gilt
v(v,v) € R.
Definition: Eine hermitesche Form
(,): VxV—=C, (vyw)— (v,w)

heisst positiv definit, wenn zusétzlich gilt:

VoeV~{0}: (v,v)>0.
Der Betrag eines Vektors v € V' beziiglich ( , ) ist dann die Zahl

loll == V{v,v) € R*.

Definition: Eine positiv definite hermitesche Form heisst ein Skalarprodukt. Ein C-
Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt heisst unitirer Vektorraum (V. ( , )).

Definition: Das Standard-Skalarprodukt auf C™ ist fir x = (xp)r und vy = (yx)x
gegeben durch

<':U7y> = SL’*y = flyl +...+ fnyn
Der zugehorige Betrag ist die o-Norm
2|l = l]z2+ .+ 2

Definition: Eine hermitesche n x n-Matrix A mit der Eigenschaft z*Ax > 0 fiir alle
0 # x € C" heisst positiv definit.

Proposition: Sei B eine geordnete Basis von V. Eine hermitesche Form ( | ) auf V ist
positiv definit genau dann wenn die Darstellungsmatrix Mg ({ , )) positiv definit ist.



171 Unitdre Vektorrdume Lineare Algebra 2018/19  Prof. Pink  Seite 115

11.4 Grundeigenschaften

Ab jetzt sei (V,( , )) ein unitdrer Vektorraum mit zugehoriger Betragsfunktion || ||.

Die Begriffe und Grundeigenschaften aus §10.6l insbesondere die Cauchy-Schwarz Un-
gleichung und die Definition von normiert und orthogonal, ausser dem Begriff des
Winkels und der letzten Proposition von §I0.6l gelten wortwortlich auch fiir unitére
Vektorrdume, mit den entsprechenden Beweisen. Dabei muss man lediglich beriick-
sichtigen, dass ein komplexes Skalarprodukt in der ersten Variable nur semilinear ist,
und in den Formeln darf man die Reihenfolge im komplexen Skalarprodukt nicht ver-
tauschen.

11.5 Orthogonales Komplement, Orthonormalbasen

Dasselbe gilt fiir die Begriffe Orthogonal- oder Orthonormalsystem oder -basis aus
J10.71 sowie die Begriffe orthogonales Komplement, orthogonale Projektion aus §10.8
und deren Grundeigenschaften.

Fiir die Beziehung zum Dualraum in §I0.12] gilt das dagegen nicht, da fiir einen
unitdren Vektorraum die Abbildung V' — V'V := Hom¢(V,C), v — (v, ) nicht C-
linear, sondern nur semilinear ist.

11.6 Orthonormalisierung

Dasselbe gilt auch fiir das Orthogonalisierungsverfahren aus §I0.9] genauer:

Satz: (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) Fiir jedes linear unabhéngige Tupel T' =

(v1,...,v,) in V existiert genau ein Orthonormalsystem B = (by,...,b,), so dass gilt:
‘
(*) V1<li<n: ngzakgbk mit ai € C und CLMER>O.
k=1

Ist ausserdem T eine Basis von V, so ist B eine Orthonormalbasis von V.

Bemerkung: Die Bedingung (x) ist dquivalent dazu, dass die Basiswechselmatrix
pMr(idy) eine obere Dreiecksmatrix mit allen Diagonaleintriigen in R ist.

Konstruktion: Sind b4, ...,b,_1 bereits konstruiert, so setze
n—1 o
Uy = Uy — Z(bk,vn) - by, und b, = ”f”
Un,
k=1

Folge: Jeder endlich-dimensionale unitédre Vektorraum hat eine Orthonormalbasis.

Satz: (Cholesky-Zerlegung) Fiir jede positiv definite hermitesche Matrix A existiert
genau eine komplexe obere Dreiecksmatrix R mit allen Diagonaleintrigen in R>?, so
dass A = R*R ist.
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11.7 Unitédre Gruppe

Die Begriffe und Grundeigenschaften aus §I0.I01 iibertragen sich auf unitire Vek-
torrdume, indem man jeweils reell, orthogonal, A” durch komplex, unitir, A* ersetzt.
Genauer haben wir:

Definition: Ein Isomorphismus f: V = W zwischen zwei unitiren Vektorriumen mit
der Eigenschaft

Vo, o' € Vi (f(v), f(V)) = (v,0")

heisst unitdr oder eine Isometrie.

Proposition: Zwischen beliebigen unitdren Vektorrdumen derselben endlichen Di-
mension existiert eine Isometrie. Jede Komposition von Isometrien ist eine Isometrie.
Der identische Endomorphismus ist eine Isometrie.

Definition: Eine komplexe n x n-Matrix A, fiir welche die Abbildung L,: C* — C"
fiir das jeweilige Standard-Skalarprodukt eine Isometrie ist, heisst unitdr. Die Menge
U(n) aller unitéren n x n-Matrizen heisst die unitire Gruppe vom Grad n.

Proposition: Fiir jede komplexe n x n-Matrix () sind dquivalent:
(a) @ ist unitér.
(b) Die Spalten von @ bilden eine Orthonormalbasis von C" mit dem Standard-

Skalarprodukt.

Proposition: Die Menge U(n) ist eine Gruppe beziiglich Matrixmultiplikation.

2

Bemerkung: Die U(n) ist eine kompakte Teilmenge von Mat,,.,,(C) = C"".

Satz: (Variante der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) Sei V' ein unitarer Vektor-
raum der Dimension > n. Fiir alle vy,...,v, € V existiert ein Orthonormalsystem
(by,...,b,) in V, so dass fiir alle 1 < £ < n gilt
¢
Vp = Z apeby  fiir geeignete azp € C.
k=1

Satz: (QR-Zerlegung) Fiir jede komplexe n x n-Matrix A existiert eine unitéire Matrix
@ und eine komplexe obere Dreiecksmatrix R, so dass A = QR ist.
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11.8 Adjungierte Abbildungen

Die Begriffe und Grundeigenschaften aus §10.13] gelten wortwortlich auch fiir unitére
Vektorriaume, mit denselben Beweisen, wobei jeweils nur A7 durch A* und symmetrisch
durch hermitesch zu ersetzen ist. Insbesondere gilt fiir jede lineare Abbildung zwischen
unitdren Vektorrdumen f: V — W:

Proposition: Es gibt hochstens eine lineare Abbildung f*: W — V mit der Eigen-
schaft
YoeVVweW: (fv),w)= (v, [*(w)).

Definition: Diese heisst die Adjungierte (Abbildung) von f, wenn sie existiert.

Proposition: Ist f* die Adjungierte von f, so ist auch f die Adjungierte von f*, das
heisst, es gilt (f*)* = f. Man nennt f und f* daher auch zueinander adjungiert.

Proposition: Ist dim V' < oo, so existiert die adjungierte Abbildung f*. Genauer gilt
fiir jede geordnete Orthonormalbasis (by,...,b,) von V

n

VweW: f'(w) = > (f(be),w) - by.

k=1

Proposition: Seien B eine geordnete Orthonormalbasis von V und B’ eine geordnete
Orthonormalbasis von W. Dann gilt

BMB/<JC*> = B/MB<f)*'

Proposition: Fiir jede komplexe m x n-Matrix A ist die Adjungierte der linearen
Abbildung L4: C* — C™ die lineare Abbildung L 4-: C™ — C".

Definition: Eine lineare Abbildung f: V — V die ihre eigene Adjungierte ist, heisst
selbstadjungiert.

Beispiel: Die Abbildung Ls: C* — C" ist selbstadjungiert genau dann, wenn A
selbstadjungiert, das heisst, hermitesch ist.

Bei den Grundeigenschaften ist ausserdem die Semilinearitéit zu beachten:

Proposition: Fiir alle linearen Abbildungen f, ¢ unitdrer Vektorrdume gilt, soweit
sinnvoll:

(a) (gof) = [ eyg",
(b) (f+9)" = ["+g",
(c) (ef)* =cf* fir alle c € C.
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11.9 Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen

Auch gI0.14 iibertrdgt sich entsprechend:

Spektralsatz: Fiir jeden selbstadjungierten Endomorphismus f eines unitédren Vek-
torraums V' gilt:

(a) Alle komplexen Eigenwerte sind reell.

(b) Ist dimV < o0, so existiert eine Orthonormalbasis von V' bestehend aus Eigen-
vektoren von f. Insbesondere ist f dann diagonalisierbar.

Hauptachsentransformation: Fiir jede hermitesche Matrix A existiert eine unitére
Matrix @, so dass Q 1AQ = Q*AQ eine reelle Diagonalmatrix ist.

Beispiel: Eine 2 x 2-Matrix ist genau dann hermitesch, wenn sie die Form (g Z) hat
fiir a,d € R und b € C. Eine direkte Rechnung liefert dann die reellen FEigenwerte

a+d+/(a—d)?+ 42
5 .

Weitere Beispiele siehe §IT.14]

11.10 Normalform hermitescher Formen

Die Begriffe ausgeartet oder nicht-ausgeartet, positiv oder negativ definit oder semi-
definit bzw. indefinit, und den Rang und und die Signatur, sowie deren Eigenschaften
aus JI0.T5 gelten wieder wortwortlich auch fiir hermitesche (anstatt symmetrischer)
Formen auf unitdren Vektorrdumen, sowie fiir hermitesche Matrizen, und mit densel-
ben Beweisen. Auch das symmetrische Gaussverfahren funktioniert analog, wobei man
in (c) allerdings S := I,, + cE;; fiir ein geeignetes ¢ € C setzen muss.

Beispiel: Fiir

A =

gilt



171 Unitdre Vektorrdume Lineare Algebra 2018/19  Prof. Pink  Seite 119

11.11 Kiriterien fiir Positiv-Definitheit

Auch JI0.16 besitzt ein direktes Analogon, ndmlich:

Satz: Fiir jede hermitesche n x n-Matrix A = (akg) sind dquivalent:

kl=1,...n

(a) Die Matrix A ist positiv definit.

(b) Alle Eigenwerte von A sind positiv.

(c) Es existiert eine invertierbare Matrix B mit A = B*B.
)

(d) Es existiert eine invertierbare obere Dreiecksmatrix R mit A = R*R.
(Cholesky-Zerlegung)

(e) Es existiert eine invertierbare hermitesche Matrix C' mit A = C*C' = C?.

(f) Die Determinante der Matrix A,, := (au)k i1 18t positiv fiir jedes 1 < m < n.
(Hauptminorenkriterium)

11.12 Singulidrwertzerlegung

Auch gI0.17 besitzt ein direktes Analogon, ndmlich:

Satz: Fiir jede komplexe m x n-Matrix A vom Rang r existieren eine unitére m x m-
Matrix @), eine unitidre n x n-Matrix R, und eine m x n-Matrix der Form

01

Oy

fiir reelle Zahlen o1 > ... > ¢, > 0 und allen {ibrigen Eintréigen 0, so dass gilt

A = QDR.

2

Dabei sind die Zahlen o4, ..., 0, durch A eindeutig bestimmt. Genauer sind 0%, ..., o>

genau die von Null verschiedenen Eigenwerte von A*A, mit Vielfachheiten.

Definition: Die Zahlen o4, ..., 0, heissen die Singuldrwerte von A.
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11.13 Spektralsatz fiir normale Endomorphismen

Wie vorher sei V' ein unitarer Vektorraum.

Definition: Eine lineare Abbildung f: V — V, deren Adjungierte f* existiert und
die Gleichung f* o f = f o f* erfiillt, heisst normal.

Proposition: (a) Jede selbstadjungierte lineare Abbildung ist normal.

(b) Jede unitiire lineare Abbildung f: V' = V hat Adjungierte f~! und ist normal.

Beispiel: Jede komplexe Diagonalmatrix D kommutiert mit ihrer Adjungierten D*;
also ist der Endomorphismus Lp von C" normal.

Proposition: Ist f normal, so ist f* normal.
Der Begriff ist weniger aus sich heraus interessant als wegen der folgenden Sitze:

Satz: Sei f ein normaler Endomorphismus von V| und sei A € C.

(a) Der Eigenraum von f zum Eigenwert A ist gleich dem Eigenraum von f* zum
Eigenwert \.

(b) Fiir jeden Eigenvektor v von f ist die Zerlegung V' = Cv @ (Cv)* invariant
unter f, das heisst, es gilt f(Cv) C Cv und f((Cv)t) C (Cv)t.

(c) Die Eigenrdume von f zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

Spektralsatz: Fiir jeden Endomorphismus f eines endlich-dimensionalen unitéren
Vektorraums V' sind dquivalent:

(a) Der Endomorphismus f ist normal.
(b) Es existiert eine Orthonormalbasis von V' bestehend aus Eigenvektoren von f.

Insbesondere ist jeder normale Endomorphismus diagonalisierbar.

Beispiel: Die Matrix A := ((1) }) kommutiert nicht mit A* = G (1]); also ist der Endo-

morphismus L 4: C* — C? nicht normal. Tatsiichlich ist er auch nicht diagonalisierbar.

Beispiel: Sei V' der Vektorraum aller beliebig oft differenzierbaren 2m-periodischen
Funktionen R — C mit dem Skalarprodukt (f,g) := fo% f(x)g(z) de. Dann hat die
lineare Abbildung

D:V =V f— ar

dx

die Adjungierte —D. Somit ist D normal. Die Eigenwerte von D sind die Zahlen in
fiir alle n € Z, jeweils mit der Multiplizitit 1 und der Eigenfunktion f,,(z) := ™*. Die
Funktionen f,/+/27 fiir alle n € Z bilden eine Orthonormalbasis des Teilraums aller
durch Polynome in ¢ und e~ ausdriickbaren Funktionen.
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11.14 Klassifikation unitirer Endomorphismen

Satz: Fiir jeden unitdren Endomorphismus f eines unitdren Vektorraums V' gilt:
(a) Alle Eigenwerte haben Absolutbetrag 1.

(b) Ist dimV < o0, so existiert eine Orthonormalbasis von V' bestehend aus Eigen-
vektoren von f. Insbesondere ist f dann diagonalisierbar.

Fir jede komplexe quadratische Matrix A sei exp(A4) = >~ % definiert wie in

Abschnitt 0.7 Zusétzlich zu den dortigen Eigenschaften gilt dann:

exp(AT) = (exp A)T und exp(A*) = (exp A)".

Proposition: Fiir jede hermitesche Matrix A ist die Matrix exp(A) hermitesch. Ist
weiter ) eine unitire Matrix und Q' AQ eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen

A, .oy Ay, 80 ist Q71 exp(A)Q eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen et ... et

Proposition: Fiir jede hermitesche n x n-Matrix A ist die Matrix exp(iA) unitir, und
jede unitdre Matrix ist in dieser Form darstellbar.
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12 Multilineare Algebra

12.1 Multilineare Abbildungen
Definition: Betrachte K-Vektorrdume Vi, ... V. und W. Eine Abbildung
o Vix. .. xV, =W, (v1,...,0.) = o(v1,...,0.),

die in jeder Variablen v; separat linear ist, heisst multilinear. Die Menge aller solcher
bezeichnen wir mit

Multg (Vi ...,V W).

Proposition: Dies ist ein Unterraum des Raums aller Abbildungen Vi x ... xV, — W.

Spezialfall: Fiir r = 1 ist Mult;(V; W) = Homg (V, W), vergleiche §5.91 Insbesondere
ist Mult g (V; K) = Homg (V, K) = VY der Dualraum von V', vergleiche §5.101

Spezialfall: Fiir » = 2 heisst multilinear auch bilinear. Insbesondere ist Multx (V, V; K)
der Raum aller Bilinearformen auf V', vergleiche §10.3

Proposition: (Funktorialitit) Lineare Abbildungen f;: V! — V; und g: W — W’
induzieren eine lineare Abbildung

Multg(Va,..., Vi W) = Multg(V7,..., Vs W),

) T

© = gopol(fix...xf).

Proposition: Betrachte Basen B; von V; sowie C' von W. Betrachte ein System von

.....

.....

Vi x...xV,— W, so dass fiir alle b; € B; gilt:
/
b, br) = Y af e

Umgekehrt hat jede multilineare Abbildung ¢: V; x ... x V., — W diese Gestalt fiir
eindeutige Koeffizienten aj .

Proposition: Fiir beliebige Vi, ..., V., W gilt, mit der Konvention co -0 = 0:
dimy Mult(Vi, ...,V W) = ( I1 dimK(W)> - dim (W).
i=1

Folge:
(a) Esist Multg(Vh,...,V,; W) # 0 genau dann, wenn alle V;, W # 0 sind.

(b) Esist Multg(Vi,...,V,; W) # 0 und endlich-dimensional genau dann, wenn alle
Vi, W # 0 und endlich-dimensional sind.
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12.2 Symmetrische und alternierende Abbildungen

Definition: Eine multilineare Abbildung ¢: V" — W heisst symmetrisch, wenn gilt
Yoi,...,0. € Vo €S, (U1, .., 05r) = p(V1,...,0,).

Sie heisst alternierend, wenn gilt
Vor, .. €V (3i#Ad s vi=vr) — o(vr,...,v) = 0.

Die Menge aller solcher bezeichnen wir mit

SymYy (V, W)  bzw. Alth(V,W).
Proposition: Dies sind Unterrdume von Multg (V,..., V;W).

Bemerkung: Da jede Permutation ein Produkt von Transpositionen benachbarter
Indizes ist, ist ¢ symmetrisch genau dann, wenn gilt

Vor,...,0, € VY2 <1 @o(ug, .0, Vim0, Uy Vi1, Vi1, - -, Up) = (01, ..., 0).

Variante: Eine multilineare Abbildung p: V" — W heisst antisymmetrisch, wenn gilt

Yoi,...,v, € V¥o €S, o(Vg1,...,0s) =sgn(o) - p(ve,...,0,).

Proposition: (a) Es gilt immer alternierend = antisymmetrisch.

(b) Ist 14+ 1 # 0 in K, so gilt antisymmetrisch < alternierend.
(c) Ist 1+1=0in K, so gilt antisymmetrisch < symmetrisch.

Der Begriff ,,antisymmetrisch® ist daher weniger wichtig als die iibrigen.

Proposition: (Funktorialitit) Lineare Abbildungen f: V' — V und g: W — W’
induzieren lineare Abbildungen
Sym (V,W) — Symi (V' W’),
Al (VW) — Alth (V! W),
= gopol(fx...xf).
Proposition: Betrachte Basen B von V und C von W, sowie eine multilineare Abbil-

dung ¢: V" — W mit Koeffizienten of, , € K wie in §I2.1l Dann ist ¢ symmetrisch
genau dann, wenn gilt

.....

Vbje BYee CVo €S, ay 4 =0y 4.

..........

Dagegen ist ¢ alternierend genau dann, wenn gilt

Vo €S, ajp . =sgn(o):ap

..........

Vb, € BVce C: {

------
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Im Spezialfall 7 = 2 bedeutet dies, dass fiir jedes ¢ € C' die Matrix A := (o, ;, )b, beB
symmetrisch ist, bzw. antisymmetrisch mit Diagonale Null.

Proposition:
dimg (VY) + 7 — 1
dimye Sym’(V, W) = < lmK(VT)” )~dimK(W),
dimg (VY
dimg ALt (V, W) = < e (V )> - dimg (W).
T

Folge: Fiir alle r > dimg (V) gilt Alty(V, W) = 0.
Fir r = dimg (V) gilt dimg Alty (V, K) = 1.

Beispiel: Die Determinante induziert eine von Null verschiedene alternierende multi-
lineare Abbildung

(K")" = K, (v1,...,0,) — det((vy,...,0,)).

Aus Dimensionsgriinden bildet diese eine Basis von Alt} (K™, K).

Satz: Fiir jeden Endomorphismus f eines K-Vektorraums V' der Dimension n < oo
und jedes ¢ € Alty(V, K) gilt

po(fx...xf) = det(f):p.
Bemerkung: Damit kann man die Determinante alternativ und basisfrei konstruieren.

Beispiel: Die k-te Ableitung einer C*-Funktion R® — R™ ist eine symmetrische
multilineare Abbildung (R")* — R™:; ihre Koeffizienten sind die partiellen Ableitungen
der Ordnung k.
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12.3 Tensorprodukt

Betrachte zwei K-Vektorraume V; und V5.

]?eﬁnition: Ein Tensorprodukt von Vi und Vs dbec K besteht aus einem K-Vektorraum
V und einer bilinearen Abbildung x: Vi x V5 — V' mit der universellen Eigenschaft:

Fiir jeden K-Vektorraum W und jede bilineare Abbildung ¢: Vi X Vo — W existiert
genau eine lineare Abbildung @: V' — W mit pox = ¢, das heisst, so dass das folgende
Diagramm kommutiert:

Vi x Vo —F W

7
X\ - P

%

Proposition: Ein Tensorprodukt ist eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie, mit an-
deren Worten: Ist sowohl (V) wie (V' ') ein Tensorprodukt von Vi und V5, so
existiert ein eindeutiger Isomorphismus i: V' = V’ mit i o k = #/, das heisst, so dass
das folgende Diagramm kommutiert:

/ ~

Vi x Vp — V"

Satz: Ein Tensorprodukt existiert immer.

Konvention: Wir fixieren ein fiir alle Mal ein Tensorprodukt (V, k) und bezeichnen
den Vektorraum V mit Vi ®g Vs oder kurz Vi ® V3, sowie die Abbildung s mit

‘/1 X‘/2_>‘/1®K‘/27 ('Ul,'UQ)'_)'U1®'U2.

Danach vergessen wir die Notation (V, k).

Bemerkung: Wir kiimmern uns also nicht darum, wie das Tensorprodukt genau kon-
struiert ist, sondern benutzen nur seine universelle Eigenschaft. Die Eindeutigkeit bis
auf eindeutige (!) Isomorphie bewirkt, dass jedes Element einer zweiten Wahl von
(V, k) einem eindeutigen Element der ersten Wahl entspricht, und dass diese Elemen-
te jeweils dieselben Formeln erfiillen und dieselben sonstigen Eigenschaften besitzen.

Rechenregeln: Die Bilinearitit von x iibersetzt sich in die folgenden Rechenregeln
fiir alle v;, v} € V; und A € K:

(V1 +0]) RV =1 QU + V] ® vy | Ay @ vy = A(v] ® v9)

U1 ® (Vg +vh) =0 Uy + v @V | V1 ® Avg = N(v] ® vy)
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Definition: (a) Ein Element von V; @ V5 heisst ein Tensor.

(b) Ein Element der Form v; ® vy heisst ein reiner Tensor.

Satz: Sei jeweils B; eine Basis von V. Dann sind die b; ® by fiir alle (by,by) € By X By
verschieden, und {61 ®bs } (b1,b9) € By X BQ} ist eine Basis von V] @i V5. Insbesondere
gilt

Proposition: Die reinen Tensoren erzeugen V) ®x V5.

Proposition: Betrachte Vektoren v;, v, € V;.

(a) Esist v ® vy # 0 genau dann, wenn vy, v9 # 0 sind.
(b) Im Fall (a) ist v;®vy; = v, ®v} genau dann, wenn I\ € K*: (v}, vh) = (Avg, A 1wy).
(c) Sind jeweils v;, v} linear unabhéingig, so ist v; ® vy + v} ® v} kein reiner Tensor.

Beispiel: Fiir alle natiirlichen Zahlen m,n existiert ein natiirlicher Isomorphismus

K™ @k K™ 5 Matyxn(K) mit v@w—v-w’,

Proposition: Fiir alle V' und W existiert ein natiirlicher injektiver Homomorphismus
VY @rg W — Homg(V, W) mit £@w— (v £(v)-w).

Sein Bild ist der Unterraum aller Homomorphismen von endlichem Rang. Insbesondere
ist er ein Isomorphismus genau dann, wenn V' oder W endlich-dimensional ist.

Proposition: (Adjunktionsformel) Es existieren eindeutige Isomorphismen

Hompg (Vi @k Vo, W) = Multg (Vi x Vo, W) = Homg (V;, Homg (Va, W))
W W W

f v (G
fur®@va) = p(v1,v9) = ¥(v1)(v).

Proposition: (Funktorialitit) Zu linearen Abbildungen f;: V; — V/ existiert genau
eine lineare Abbildung

mit

[1®fa: Vi*g Vo=V @ V) mit v @uy = fi(v1) @ fava).

Proposition: Fiir alle linearen Abbildungen V; LN V2 v gilt
(a) idy, ® idy, = idy,ev,-
(b) f1®0y, =0y, ® fo =0y01,-
(c) (g1 ®g2) 0 (1 ® f2) =(g10[1) ® (920 fa).
)

(d) Ist jeweils f; ein Isomorphismus mit Inversem g;, so ist f; ® fo ein Isomorphismus
mit Inversem g; ® go.



g2 Multilineare Algebra Lineare Algebra 2018/19  Prof. Pink  Seite 127

12.4 Korpererweiterung

Sei K ein Unterkorper eines Korpers L, das heisst eine Teilmenge, welche mit den
von L induzierten Rechenoperationen selbst einen Kérper bildet. Dann ist jeder L-
Vektorraum mit derselben Addition und der auf K eingeschrinkten skalaren Multipli-
kation auch ein K-Vektorraum. Insbesondere wird L selbst zu einem K-Vektorraum.

Proposition: Fiir jeden K-Vektorraum V' existiert genau eine Struktur als L-Vektor-
raum auf V ®x L, deren additive Gruppe die von V ®g L ist und fiir die gilt:
Ve,ye LVYveV:iz-(v®y) =v® xy.

Definition: Der L-Vektorraum V;, := V ®x L heisst die Basiserweiterung von V'
beziiglich K C L.

Proposition: Fiir jede Basis B des K-Vektorraums V' bilden die Elemente b ® 1 von
Vy, fiir alle b € B eine Basis By, des L-Vektorraums V7. Insbesondere gilt
Beispiel: Fiir jedes n > 0 existiert ein natiirlicher Isomorphismus von L-Vektorrdumen

K'®kg LS L™ mit v®x — zv.

Definition: Im Fall R C C heisst Vi die Komplexifizierung des reellen Vektorraums V.

Definition: Der komplex Konjugierte eines C-Vektorraums (W, +, -, 0y ) ist der C-

Vektorraum (W, +,~, 0y ), bei dem die skalare Multiplikation - ersetzt wurde durch
L CxW =W, (z,w) = zrw =z w.

So wie wir {iblicherweise (W, +, -, Oy) mit W abkiirzen, schreiben wir fiir (W, +,~, Ow)

nur kurz W.

Beispiel: Fiir jeden C-Unterraum W C C" existiert ein natiirlicher Isomorphismus

von C-Vektorrdumen

W= {w|weW}cC", ww— w.

Bemerkung: Fiir jeden C-Vektorraum W gilt (W) = W.
Bemerkung: Jede Basis von W ist auch eine Basis von W.

Proposition: (Vergleiche JI0.12lund §IT.0) Fiir jeden endlich-dimensionalen unitéren
Vektorraum W existiert ein natiirlicher Isomorphismus von C-Vektorrdaumen

§: W = WY := Homc(W,C), v 6(v) = (v, ).

Proposition: Fiir jeden C-Vektorraum W existiert ein natiirlicher Isomorphismus von
C-Vektorrdaumen

WepC-—WBW, vz~ (2 -w,27w).
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12.5 Hohere Tensorprodukte

Proposition: Es existieren eindeutige Isomorphismen, charakterisiert wie folgt:

Viok K=V, mit @1~ (Identitét)
ViRg Vo — Vo @k Vi mit 1] @ vy — vy ® vy (Kommutativitét)
(V1@Va)@Vs — Vi@(Vah@V3) mit  (v;Qvs)@us = v1@(12®v3)  (Assoziativitiit)

Damit lasst sich das Tensorprodukt einer beliebigen endlichen Folge von Vektorrdumen
Vi ®k ... ®k V, ohne Klammern definieren. Dieses trigt eine natiirliche multilineare
Abbildung

RVIX. .. xV,=>WVRk...0k V., (V1,...,0,) 211 ®...R,.

Zusammen haben diese die universelle Eigenschaft:

Fiir jeden K-Vektorraum W und jede multilineare Abbildung ¢: V4 x ... x V., = W
existiert genau eine lineare Abbildung ¥: V) ®k ... ®x V,, — W mit p ok = ¢, das
heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

Vix...xV, 4 |74

-

x (p

Vi®k...QkV,

Proposition: r
dimg (Vi @k ... @k V;) = [[dimg (Vi)
i=1

Definition: Fiir jede natiirliche Zahl r ist die r-te Tensorpotenz von V' definiert durch
Ve .= K bezichungsweise V& := V Qg ... ®x V mit r Faktoren fiir r > 1.

Definition: Der Raum 77(V) := V& @k (VV)®* heisst der Raum der r-fach kova-
rianten und s-fach kontravarianten Tensoren, oder kurz der Tensoren vom Typ (r,s).
(Nach einer anderen Konvention nennt man sie vom Typ (s,r).)

Bemerkung: Ist dimg (V) < oo, so liefert jede Basis von V' die zugehorige duale Basis
von VY und somit eine Basis von 7"%(V'). Insbesondere ist dann

dimK TT’S(V) = (dlmK V)TJFS.

Bemerkung: Je nach Situation kann eine n x n-Matrix einen Tensor vom Typ (0, 2)
oder (1,1) oder (2,0) darstellen fiir den Raum V' = K. Fiir jeden dieser Typen wird
der Basiswechsel mit einer Basiswechselmatrix U durch eine andere Formel beschrie-
ben, ndmlich durch A — UTAU bzw. U AU bzw. U 'A(UT)"!. Eine Verwirrung
vermeidet man am besten, indem man so lange wie moglich bei den abstrakten Be-
griffen bleibt, wo V und VY durch die Notation klar unterschieden werden.
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Proposition: Fiir jeden eindimensionalen K-Vektorraum V' existiert ein natiirlicher
Isomorphismus VY ®x V = K mit £ ®@ v+~ £(v).

Beispiel: Jede skalare physikalische Grosse liegt in einem gewissen eindimensionalen
R-Vektorraum, und die Wahl einer Grundeinheit entspricht der Wahl eines Basisvek-
tors. Nur physikalische Grossen derselben Art, also Elemente desselben Vektorraums,
sind miteinander vergleichbar. Beispiele:

Grosse | Vektorraum Grundeinheit Relation

Zeit T Sekunde, Stunde h = 3600s
Lange L Meter, Zoll i = 0.0254m
Masse M Kilogramm, Pfund | Ib = 0.45359237kg

Zusammengesetzte skalare physikalische Grossen liegen auf natiirliche Weise in gewis-
sen Tensorrdumen. Beispiele:

skalare Grosse Vektorraum Grundeinheit
Fliécheninhalt L®? m?
Frequenz T 1/s
Geschwindigkeit LeTY m/s
Beschleunigung L® (TV)®? m/ s
Kraft M®L® (TV)®? | N=kgm/s?
Energie M® L®? @ (TV)®? | J =kgm?/s*

Klassische vektorielle physikalische Grossen liegen in euklidischen Vektorrdumen. Zum
Beispiel sei R der dreidimensionale Ortsraum. Einige weitere Grossen sind dann:

vektorielle Grosse Vektorraum
Geschwindigkeit R®TY
Beschleunigung R® (TV)%?
Impuls M®@R®TY
Kraft M®R® (TV)®?
Spannung M®L® (TV)**® (RY)®?

Vergleiche dazu auch den Beitrag von Terence Tao:
http://terrytao.wordpress.com/2012/12/29/a-mathematical-formalisation-of-dimensional-analysis

Quantenmechanische physikalische Zustédnde liegen in unitiren Vektorrdumen, die oft
einen weniger direkten Zusammenhang mit dem klassischen Ortsraum haben.
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12.6 Symmetrische und alternierende Potenzen

Definition: Fiir jede natiirliche Zahl r besteht eine r-te symmetrische, bzw. alternie-
rende, Potenz von V idber K aus einem K-Vektorraum V' und einer symmetrischen,
bzw. alternierenden, multilinearen Abbildung x: V" — V mit der universellen Eigen-

schaft:

Fiir jeden K-Vektorraum W und jede symmetrische, bzw. alternierende, multilineare
Abbildung ¢: V" — W existiert genau eine lineare Abbildung @: V' — W mit pox =
©, das heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

Proposition: Eine symmetrische, bzw. alternierende, Potenz ist eindeutig bis auf
eindeutige Isomorphie, mit anderen Worten: Ist sowohl (V, k) wie (V’, &) eine solche
Potenz von V', so existiert ein eindeutiger Isomorphismus i: VSV mitiok = K,
das heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

Satz: Eine symmetrische, bzw. alternierende, Potenz existiert immer.

Konvention: Wir fixieren ein fiir alle Mal eine r-te symmetrische Potenz und bezeich-
nen den zugehorigen Vektorraum mit Si V' oder S"V, sowie die zugehorige symmetri-
sche multilineare Abbildung mit

V' — SEV, (v1,..0,0) 0100y

Wir fixieren ein fiir alle Mal eine r-te alternierende Potenz und bezeichnen den zu-
gehorigen Vektorraum mit A%V oder A"V, sowie die zugehorige alternierende multili-
neare Abbildung mit

V' —= ALV, (vr,...,0.) o AL Aoy

Rechenregeln: Die Multilinearitit und Symmetrieeigenschaften dieser Abbildungen
bedeuten gewisse Rechenregeln. Im Fall » = 2 sind die fiir alle v, w,w’ € V und A € K:

ve(wHw) =v-wtv-w vedw = Av-w) wev = v-w

vA(w+w') =vAw+vAw | vA M = ANvAw) | vAv =0
wAv = —vAw
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Spezialfall: Es gilt
Ve = 80V = A = K und
Vel =Sy = AV =V,

Satz: Sei B eine Basis von V, versehen mit einer Totalordnung < bzw. <. Dann bilden
die Elemente

by ---b. fiir alle b € B mit by X ... X b, eine Basis von S,V bzw.
by A...ADb, fiir alle b; € B mit by < ... < b, eine Basis von A} V.

Insbesondere gilt

di -1
dimg STV — < 1mK(V2 +7r >’
dimg ARV = .

r

Folge: Fiir alle r > dimg (V) gilt ARV = 0.
Fiir r = dimg (V) gilt dimg ARV = 1.

Proposition: (Adjunktionsformel) Es existieren eindeutige Isomorphismen

Hom (S5 V, W) —= Symy (V,W), f ((v1,...,0) = f(vr---v,)),
Homy (AL V, W) = Alth(V, W), f ((v1,...,00) = for Ao Ay)).

Proposition: (Funktorialitit) Zu jeder linearen Abbildung f: V — V' existieren
eindeutige lineare Abbildungen

ST SEV —= SV mit v = f(og) e f(o),

ANf: AV = ALV mit vy Ao Av = f(o) AL A fo).

Proposition: Fiir alle linearen Abbildungen V' EEING VORI v gilt
(a) S"idy = idgry und A"idy = idary.
(b) Ist f =0, soist auch S"f =0 und A" f = 0.
(c) S"goS"f=S5"(go f)und A"go A"f = A"(go f).
(d) Ist f ein Isomorphismus mit Inversem g, so ist S”f bzw. A" f ein Isomorphismus
mit Inversem S"g bzw. A"g.

Satz: Fiir jeden Endomorphismus f eines K-Vektorraums V' der Dimension n < oo
ist die Abbildung
AN ARV — ALV

gleich der Multiplikation mit det(f).

Bemerkung: Damit kann man die Determinante alternativ und basisfrei konstruieren.
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12.7 Tensoralgebra, symmetrische, dussere Algebra

Proposition: Fiir alle , s > 0 existieren eindeutige bilineare Abbildungen

®: VO x V& 5 Ve+) mit (1,0...00) Q@ (U1 ® ... QUrss) = V1 D ... ® Upys,
<0 STV x S8V — STV mit (V1) - (Vpg1 - Upgs) = V1 Upggy

A: NV X AV — A"V mit (o Ao AU) A (Upn Ao A pgs) = 01 A A Uy

Definition: (Fiir die fussere direkte Summe FH siche §5.41)

Tensoralgebra | TV := EE r50 VE | (&) r20 @ (1s)sz0 = (Zizo & ® 77tfr)t>o
symmetrische Algebra | SV := [ r50 9"V (& )0 (Ns)ss0 = (ZLO & 77tfr)t>o
dussere Algebra | AV = [ rs0 NV (& )rs0 A () ss0 = (ZLO &N nt,r)t>0

Proposition: Mit der Addition des unterliegenden Vektorraums und der angegebenen
Multiplikation sowie dem Einselement von K = V& = S0V = A%V ist dies jeweils ein
assoziativer unitdrer graduierter Ring.

Die in dem jeweiligen Ring geltenden Rechenregeln ergeben sich aus denen in §12.3]
und 2.0l sowie der obigen Definition.

Spezialfall: Fiir dimyg V' = 0 gilt V& = 5"V = A"V = 0 fiir alle » > 0, und daher
TV =5V =AV =K.

Spezialfall: Sei dimy V' = 1 mit Basis b. Fiir alle r > 0 gilt dann dimg (V®") = 1 mit
Basis b®" und dimg (S™V') = 1 mit Basis ", und es existieren eindeutige Isomorphismen
K[X] =TV =5 8V, Y jaX' = > 0aib® = > gab’, bzw.

K& Kb—AV mit bAb=0.

Proposition: (a) Fiir V' # 0 ist dimg (7TV) = dimg(SV) = oo.
(b) Fiir dimg (V) < oo ist dimg (AV) = 24mx(V) “andernfalls ist dimg (AV) = oo.

Proposition: (a) Der Ring SV ist immer kommutativ.

(b) Fiir dimg V' < 1 sind TV und AV kommutativ.

(¢)Ist 1+ 1=0in K, so ist AV kommutativ.

(d) In allen tibrigen Féllen ist TV bzw. AV nicht kommutativ.
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Proposition: Fiir alle 7, s > 0 und alle £ € A"V und n € A*V gilt

nAE = (=1)"-EAn.

Insbesondere kommutiert fiir gerades r jedes Element von A"V mit ganz AV.

Proposition: Ist dimg (V') < 00, so existieren fiir alle > 0 natiirliche Isomorphismen

AT(VY) —Ee AL (V, K)

(V).

~

Dabei ist der zweite Isomorphismus ein Spezialfall der Adjunktionsformel, und der
erste ist charakterisiert durch die Formel

ol ) (0r e vy) = ) sgn(o) - Ly(ve1) -+ Ly (Ver).

oESy
Proposition: Fiir alle r, s > 0 kommutiert das folgende Diagramm

Ar(v\/) % AS(VV) A Ar+s(VV)

Z\L‘Pr Z\L‘Ps ll‘PHs

Alt"(V, K) x Alt*(V, K) —2— Alt"™(V, K)

wobei die untere Abbildung A definiert ist durch die Formel

(SO A 1/})<U17 cee 7vr+s) = Z SgH(U) : @(Uoh cee 7U0r) . ’l/}<va(7"+1)7 cee 7UO'(7"+8))

und sich die Summe iiber alle o € S, s mitol <... <orundo(r+1) <...<o(r+s)
erstreckt.

Bemerkung: In der Vorlesung Analysis II werden Differentialformen oft als alternie-
rende Multilinearformen eingefiihrt und ihr dusseres Produkt durch die obige alternie-
rende Summe. Diese etwas kiinstlich wirkende Formel wird nach Ubertragung auf die
dussere Potenz A"(VY) viel einfacher und natiirlicher.
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12.8 Vektorprodukt im R?

Fiir jeden K-Vektorraum V' der Dimension n < oo induziert das dussere Produkt einen
natiirlichen Isomorphismus

A"V 5 Hompg (V,A"V), € (v EA).
Die Wahl eines Isomorphismus A"V = K liefert dann einen Isomorphismus
A"V 5 Homg (V, K) = VY.

Ist weiter V ein euklidischer Vektorraum, so induziert das Skalarprodukt wie in §10.12]
einen Isomorphismus V'V = V', insgesamt also einen Isomorphismus

AV SV
Im Spezialfall n = 3 liefert dies eine alternierende bilineare Abbildung
VxV = ANVSV, (vw)—=vAw— v Xw.

Fiir V' = R3 mit dem Isomorphismus det: A*(R?*) = R und dem Standard-Skalarprodukt
erhélt man so das Vektorprodukt

M n ToY3 — T3Y2
Rg X Rg — Rg mit To [ X| Y2 | = | T3Y1 — T1Y3
x3 Ys T1Y2 — T2Y1

Das Vektorprodukt hat viele Anwendungen in der dreidimensionalen Geometrie, Me-
chanik, Elektrodynamik, usw. Der natiirliche allgemeine Begriff dahinter ist jedoch
immer das dussere Produkt, welches eben in beliebiger Dimension existiert.

Grundeigenschaften: Nach Konstruktion ist das Vektorprodukt bilinear und alter-
nierend. Weiter gilt fiir alle u, v, w € R3:

(a) (u,v x w) = (uxv,w) = det(u,v,w).

(b) ux (vxw)=(u,w)- -v—(u,v) w (Grassmann-Identitit).

(¢) ux (vxw)+ovx(wxu)+wx (uxv)=0 (Jacobi-Identitit).
(d) v x w =0 genau dann, wenn v und w linear abhéngig sind.

Geometrisch ist das Vektorprodukt charakterisiert durch die Figenschaften:

(e) v x w ist orthogonal zu v und w.

(f) Sind v und w linear unabhéngig, so ist (v, w,v X w) ein Rechtssystem, das heisst,
es gilt det(v,w,v x w) > 0.

(g) |v x w]| ist der Flacheninhalt des von v und w aufgespannten Parallelogramms,
also |[v X w| = |v| - |w]| - | sin¥| wenn (v, w) = |v| - |w]| - cos V.
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