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Ubungsserie 13

Keine Abgabe

Aufgabe 1. Finden Sie alle reellwertige Losungen der folgenden Differentialgleichungen
zuerst allgemein und dann mit den Anfangsbedingungen.

(a) 29" =24y + 2y =0, y(0)=1, ' (0)=4,

(b) y"+y —6y=0, y(0)=1, ¢(0)=T7,

() y' =2y +2y=0, y(0)=0, y(0)=-1L

Was dndert sich, wenn wir komplexwertige Losungen erlauben?

Aufgabe 2. Finden Sie maximale reelle Losungen der folgenden Anfangswertprobleme

(a)
Va2 —y* =1, y(0)=0,

(b)
y — (%H)y:x“, y(1) = 1.

Aufgabe 3.  (a) Verwenden Sie die Substitution v = u/t zur Bestimmung der maximalen

reellen Losung des Anfangswertproblems
2/ (t) — tu(t) —u?(t) =12, wu(l) =1.

(b) Bestimmen Sie durch Separation der Variablen die maximale reelle Losung des An-

fangswertproblems
u'(t) — e =1, u(0) = —log 2

durch geeignete Substitution.
(c¢) Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung der linearen Differentialgleichung

u" (t) — 2u" (t) + 44/ (t) = 0.

Aufgabe 4. Eine Differentialgleichung

(x) pz,y(@)) + Q(lf y(z))y'(z) =0
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mit C'-Funktionen p,q heisst ezakt, falls das Vektorfeld (z,y) — (p(z,y),q(z,y)) ein
Potentialfeld ist: Also p = 0,F, ¢ = 0,F, so dass y genau dann eine Losung ist, wenn
x+— F(x,y(x)) konstant ist.

Eine reellwertige Funktion M heisst integrierender Faktor fiir (ED, falls M(z,y) # 0 fiir alle
(x,y) und

(x) Mz, y)p(z, y(x)) + M(z,y)q(z, y())y (x) =0
eine exakte Differenzialgleichung ist.

(a) Begriinden Sie, dass falls M ein integrierender Faktor ist, dann auch aM fiir jedes
a € R\ {0} ein integrierender Faktor ist.

(b) Schreiben Sie () und (*) im Falle, wenn ¢ = 1 und p linear in y ist (p(z, y) = po(z)+
p1(z)y mit po,p1 : (a,b) — R stetig differenzierbar), und M = M (z) unabhéngig
von y ist.

(c) Finden Sie einen integrierenden Faktor fiir den Fall aus (b).

(d) Lésen Sie die Differenzialgleichung () aus (b).

(e) Losen Sie (c) und (d) im konkreten Falle der Differenzialgleichung

;o 3y

y —x+1=($+1)4, y(0) = 2.

Aufgabe 5. Sei y@ + ag_1(2)y* Y + .-+ + ay(2)y + ap(x)y = 0 eine homogene lineare
Differenzialgleichung mit stetigen Koeffizienten a;: I — R definiert auf einem Intervall
I C R. Zeigen Sie

(a) y € CUI,C) ist genau dann eine komplexwertige Lésung wenn x — Re(y(z)) und
x +— Im(y(z)) Losungen sind.

(b) Die komplexwertige Losungen bilden einen Vektorraum V¢ iiber C.

(c) Ist B={y,...,ya} eine Basis des Vektorraums V C C4(I,R) iiber R der reellwerti-
gen Losungen, dann ist B auch eine Basis von V.

(d) Ist B ={z,..., 24} eine Basis von V¢ so ist eine Teilmenge von {Re(z1),Im(z1),...,Re(zq), Im(z4) }
eine Basis von V.

Aufgabe 6. Sei 2/(t) = F(t,z(t)) eine Differenzialgleichung mit Anfangsbedingung z(ty) =
xg. Die Picard-Abbildung von f bei (ty, zo) aus dem Beweis des Satzes von Picard-Lindelof
ist definiert als

T(y)(t) —:co+/ F(s,y(s)) ds.

to
Zeigen Sie, dass die Picard-Iterationen y, : [0,00) — R gegeben durch yo = 0 und y,.; =

T(y,) zum Anfangswertproblem

' (t) + 24/ |z(t)| = 2t, z(0) =0
in keiner Umgebung von ¢, = 0 punktweise konvergiert. Wie ist dies mit dem Beweis des

Satzes von Picard-Lindelof vereinbar?
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Aufgabe 7. Zeigen Sie: Fiir jede Funktion g € C([0, 1]) existiert eine Funktion f € C([0,1])

mit
f(x) / Ce () dt = g(x)

fir alle z € [0, 1].

Hinweis: Banachscher Fixpunktsatz.



