Analysis | & Il Prifung - Teil A ETH Zirich, 9. August 2021

Frage 1.

(a) Wie ist das Supremum sup A einer nichtleeren beschrankten Teilmenge A C R
definiert?

(b) Beweisen Sie, dass sup{sin(z) |z € Q} = 1.

Losung:
(a) Das Supremum s = sup A ist die eindeutige Zahl, so dass
o z < sfirallexz € A (s ist eine obere Schranke),

o falls 5 € R so ist, dass x < 5 fur alle x € A, dann ist s < § (s ist kleiner als
alle anderen oberen Schranken).

(b) Wir wissen, dass sin(z) < 1 fir alle x € R (und somit x € Q) ist. Ausserdem

gilt sin(3) = 1. Wahle eine Folge z,, € Q, so dass z,, — § (zum Beispiel z,, = 7 auf

n Nachkommastellen gerundet). Weil sin : R — R stetig ist, gibt es fiir jedes ¢ > 0
ein n, so dass sin(z,) > sin(5) — € = 1 — . Darum ist sup{sin(z) |z € Q} = 1.

Punkteverteilung:

(a) 4 Punkte

2P (A1) obere Schranke

2P (B1, B2) kleinste obere Schranke

max 3P keine explizite mathematische Definition

(b) 4 Punkte Official solution:

1P (C1, C2) sin(x) <1 oder |sin(z)| <1

1P (D1) dzp € R, sin(xp) =1

1P (E1) sin stetig

1P (F1) Schlussfolgerung durch Folge z,, — xo und Stetigkeit von sin
1P (F2, F3) Schlussfolgerung durch Q C R dicht und Stetigkeit von sin
1P (F4) Schlussfolgerung durch sin ist strikt monoton auf [0, 7/2] und stetig
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Frage 2. Wir wissen, dass 0%, 1/n? = 72/6 gilt.

(a) Was erhalten wir, wenn wir nur tiber die geraden natiirlichen Zahlen n sum-
mieren?

(b) Berechnen Sie

o0

Z 2k+1)

(c) Berechnen Sie das uneigentliche Riemann-Integral

/1 log(1 — x) p
——~dux.
0

T

Losung:
(a) Die Summe von 1/n? iiber gerade n ist

e 1
2y

2 2

1S 17 s
4; Y

(b) Die Summe ist genau die Summe von 1/n? iiber alle ungeraden n, also die
Summe iiber alls n minus die Summe iiber die geraden n:

SIS
o k+1)2 6 24 24 8

(c) Auslog(l—x):—(;E+%2+§+---)=—fo:1%folgt

/01 1og(1 — ) /

Punkteverteilung:

(a) 2 Punkte

je 1P fiir (A1) Summe als Formel, (B1) korrekter Wert
(b) 3 Punkte

o) 1 2

__Z*:_g-

je 1P fiur (C1) Summe iiber ungerade Zahlen, (D1) totale Summe minus Summe
tiber gerade Zahlen, (E1) korrekter Wert

(c) 3 Punkte

je 1P fiir (F1) Reihenentwicklung von log(l — z), (G1) Summe und Integral
vertauschen, (H1) korrekter Wert
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Frage 3. Bestimmen Sie die Koeffizienten ay, . . ., a7 des Taylorpolynoms von arccos
um z =0
arccos() = ag + a1x + - - - + azx’ + O(a®).

Losung: Die Funktion arccos : (—1,1) — R hat Ableitung arccos’(z) = —

1—x2"

Mit der Binomialreihe

k=0
fir —t* =z und a = —% erhalten wir
2y—1 - _% 2\k
-2y t=->(2)-1)
k=0

Mit dem Fundamentalsatz und dem Vertauschen von Integral und Reihe fiir Po-
tenzreihen:

arccos(y) = arccos(0) + / —(1—*)"2dt

T
2
™ 1k_% yt%dt
_5_;0(_) k:/o
TS a
2 = kE)2k+1
1 3 1 3 5 1 3 5 7
_T_ “2¥ T3 7Y T3 T Tl L g0
5 Yt 3 2 5t s 7 oW
3 5 7
@ vy’ 3y° Dy 9
Iy L 0
5 YT T a0 1z T OW)
Also
T 1 3 5
G =5, O -1, ay; =0, CL3——6, as =0, as 10 as =0, ay 112
Punkteverteilung:

8 Punkte: je 1P pro korrektem Koeffizienten

-1P fiir vergessen des Binominalkoeffizienten fiir Koeffizienten (einmaliger Abzug)
-1P pro Fehler (z.B Rechenfehler in Reihe, Ableitung)

-1P falls Vertauschung von Integral und Reihe nicht begriindet ist
Spezialpunkte falls Studierende:r < 2P fiir as — a7 hat.:

1P (B1) fiir Binominalreihe mit korr. Koeffizuienten

1P (F1) fiir Fundamentalsatz

1P (V1) fiir (Begriindung von) Vertauschen von Summe und Integral
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Frage 4. Wir wissen, dass ein metrischer Raum (X, d) vollstindig heisst, falls alle
Cauchy-Folgen in X konvergent sind.

(a) Wie sind Cauchy-Folgen in einem metrischen Raum definiert?

(b) Ist X = Z mit Metrik d: (n,m) — |n — m| vollstandig? Begrinden Sie Ihre
Antwort.

(c) Beweisen Sie, dass kompakte metrische Radume vollstandig sind.

Hinweis: Am besten verwenden Sie, dass fiir metrische Rdume Kompaktheit und Folgen-Kompaktheit

dquivalent sind.

Losung:

(a) Eine Folge (z,), in einem metrischen Raum (X, d) ist eine Cauchy-Folge, falls
es fur jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass d(z,,, — x,,) < € fiir alle m,n > N gilt.

(b) Ja, Z ist eine abgeschlossene Teilmenge des vollstandigen metrischen Raumes
R und d ist die induzierte Merik von R.

Alternativ (der direkte Beweis): Sei (z) eine Cauchy-Folge in Z. Fiir e = £ gibt es
cin N € N, so dass |z, — x,,| < 3 fiir alle m,n > N. Fiir m = N folgt |z, —ay| < 1
und weil z,,, zy beide in Z sind, muss darum z,, = zy fiir alle n > N gelten. Also
ist (x,) schliesslich konstant und konvergiert darum auch.

(c) Die Charakterisierung von Kompaktheit durch Folgen-Kompaktheit besagt,
dass alle Folgen in einem kompakten metrischen Raum eine konvergente Teilfolge
besitzen.

Sei also (X, d) ein kompakter metrischer Raum und (z,) eine Cauchy-Folge in X.
Da X kompakt ist, besitzt (z,,) eine Teilfolge (z,, ), welche konvergiert. Bezeichne
den Grenzwert als x € X. Doch dann konvergiert auch die urspriingliche Folge (z;,)
gegen x: Sei € > 0. Dann gibt es ein N1 € N, so dass d(z,,,z) < § fiir alle k € N
mit ny > Ny. Weil (2,) Cauchy ist, gibt es ein Ny € N, so dass d(z,, zn,) < § fiir
alle m,n > Ny. N = max{Ny, No}. Wihle ein beliebiges K € N, so dass ng > N.
Dann gilt fiir alle n > N:

d(z,x,) < d(@,zn, ) +d(@n,, ) <€/2+€/2=¢.

Punkteverteilung:
(a) 2 Punkte
(b) 2 Punkte
(c) 4 Punkte

je 1P fir (A1) Folgenkompaktheit, (B1) beliebige Cauchy-Folge hat Teilfolge mit
Grenzwert in X

2P (C2) Beweis: Cauchy-Folge mit konvergenter Teilfolge ist auch konvergent
max 1P (N1) falls nur "kompakt = abgeschlossen (und beschrankt)”
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Frage 5. Sei p: R? — R? die Abbildung ¢(z) = (2} — x5, 22 + x1), wobei x =
(ZL’l,ZEQ).

(a) Berechnen Sie die Ableitung D, fiir alle z € R?.
(b) Zeigen Sie, dass ¢: R?* — ¢(R?) ein Diffeomorphismus ist.

(c) Was ist der Flacheninhalt des Bildes ¢(Q) des Quadrats @ = [0, 1] x [0, 1]
unter ¢?

Losung:
(a) Die Jacobi-Matrix ist
(323 -1
(b) Weil det(D,p) = 323+1 > 0 fiir alle z € R? ist (also Determinante iiberall nicht

verschwindend), ist D, invertierbar. Darum ist D, ein lokaler Diffeomorphismus.

Um zu zeigen, dass ¢ ein Diffeomorphismus ist, miissen wir noch zeigen, dass ¢
injektiv ist. Nehmen wir also an, dass z,y € R? sind mit

p(r) = (2] — 22,22+ 11) = (4 — Y2, 42 +y1) = 9(y)-
Aus o = Yo +y1 — 11 = T3 — Y} + v folgt y1 — 21 = 23 — 37 und darum
0=2af =y} + (z1 — 1) = (1 — 1) (@] + 21 + 47 +1).

2
Da (m% + 191 + y% +1) = (xl + %) + % + 1 > 0 muss x; = y; sein. Damit folgt
auch zo = ys, also x = y und darum ¢ injektiv.

(c) Wir benutzen den Transformationssatz:

vol(p(Q)) = / 1 dvol(y / | det(D,)|dvol(z)
—// (323 + 1) doydzy = /0(3m1+1)dx1

= {xl + xl}o 2.

Punkteverteilung:

(a) 2 Punkte (nur 1P falls Losung transponiert ist)
(b) 3 Punkte

1P D,y ist invertierbar (Det(D,p) > 0)

2P ¢ ist injektiv

(c) 3 Punkte

2P Formel fir die Flache

1P Richtig integrieren
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Frage 6. Bestimmen Sie die Losungen folgender Anfangswertprobleme.
(@) y'(x) =1, y(1) =1, y(1) = 1.

() ¢'(z) = y(z) + , y(0) = 0.

(c) ¥'(z) = 2?y(x)?, y(0) = 1.

(d) y"(x) = ¢'(x), y(0) =0, ¥'(0) = 1.

Nur die Antwort zahlt.

Losung:
(a) Mit ¢/(z) =y (1) + [{¥"(t)dt =1+ 2 — 1 = z folgt

2 1 241
fdt =1 /tdt—l A
+/ + +2 2 5

welches fur z € R definiert ist.

(b) Weil ¢ =y Losung x +— Ce” hat, benutzen wir den Ansatz y(x) = C(z)e”. Es
folgt C'(x)e” = x, also C'(x) = ze~® und darum C(z) = —xe ™ — e + C. Aus
y(r) = —x — 14 Ce” folgt C' =1 mit y(0) = 0. Die Losung

ylx)=—x—1+¢€"

ist definiert fur alle x € R.

(c) Mit Separation der Variabeln folgt y'/y* = 2* und darum — = 2’ 1 C. Nach

y aufgelost: y(x) = 3+3C Mit y(0) =1 folgt C' = —1. Die Losung

ist definiert fiir x € (—oo, v/3).
(d) Aus y” =4 und y'(0) =1 folgt ¢ = e*. Also ist

+/ t)ydt=¢e"—1,

welches fur alle x € R definiert ist.
Punkteverteilung:

je 2 Punkte, nur das Resultat zahlt
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Frage 7. Sei M = {x € R®|z 25 + xow3 + x103 = 1}.
(a) Zeigen Sie, dass M eine Teilmannigfaltigkeit von R? ist.
(b) Geben Sie eine Basis des Tangentenraumes 7,M in p = (—1,2,3) € M an.

Losung:
(a) Sei F: R® — R gegeben durch F(zy, %9, x3) = 1179 + T273 + T123 — 1. Dann
ist M = F~1(0). Die Ableitung von F ist

DmF = (iIZ’Q + T3, Ty + T3, Tq -+ 513'2)

und verschwindet, falls xo = —x3 und 1 = —x3 und x; = —x5. Dies kann nur
passieren, wenn x; = x5 = x3 = 0 ist. Doch der Punkt (0,0,0) ist nicht in M.
Darum ist D, F fir alle z € M surjektiv und M nach dem Satz iiber den konstanten
Rang eine 2-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R3.

(b) Der Tangentenraum ist gegeben durch

T,M = ker D,F' = ker(5,2,1) = span —25 : ;
0 -5

(a) 4 Punkte
1P Definition von F' oder Erwéahnen des Satzes vom konstanten Rang
1P Ableitung von F
1P Beweis D, FF =02 =0
1P 0¢ M
(b) 4 Punkte
1P T,M = ker(D,F)
1P Berechnung D,F

2P Berechnung zweier Basisvektoren des Tangentenraumes
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Frage 8. Sei P C R? die Teilmenge
P={(r,y,2) ER*[0< 2 <1—2" —y’}.

(a) Ist P kompakt? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(b) Berechnen Sie das Volumen von P.

Losung:

(a) Seien Fy, Fy : R® — R die Funktionen definiert durch Fy(z,y,z) = z und
Fy(z,y,2) =1 — 22 —3y? — z. Dann ist P = F;*([0,00)) N F, 1([0,00)) der Schnitt
zweier abgeschlossenen Mengen, da Fi, F; stetig sind und [0, 00) abgeschlossen ist.

Aus z <1 — 2% — 32 folgt ausserdem z < 1,also 0 < 2 < 1. Aus 0 < 1 — a2 — 92
folgt auch, dass 0 < z,y <1 ist. Darum ist P beschrankt.

Mit Heine-Borel ist P kompakt, da abgeschlossen und beschrénkt.
(b) Wir berechnen mit Zylinderkoordinaten (z,y, z) = (r cos ¢, rsin ¢, z)

1 p2m pl—r?
vol(P) :/Pldvol(a:) :/0 /o /o r dzdpdr
1
:27r/ (r—r®) dr = g

0

Punteverteilung:

(a) 4 Punkte

2P Kompakt < abgeschlossen und beschrankt

1P Beweis von Beschranktheit (nur explizite Schranken werden akzeptiert)
1P Beweis von Abgeschlossenheit

(b) 4 Punkte

1P Volumen als Integral

1P Verwendung von Zylinderkoordinaten

2P Rechnung
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Frage 9. Berechnen Sie.

(a) [ o de

(b) 3° ,n2e™

(c) [4ldzdy, wobei A= {(x,y) € R?[|z|+ [y < 1}.
(d) lim, o 2200

Nur die Antwort zahlt.

Losung:
(a) /4 ﬁd:p = if—ll (ﬁ - ﬁ) dz = i [log | + 2| — log |z — 2Hl—1 - 10%3'
(b) Sei

Ze* =2 () = a e

—x
n=0 €

wobei wir die geometrische Reihe auf e™ angewendet haben. Die Gleichheit gilt
also fiir alle x, so dass e < 1. Leiten wir nach = ab, erhalten wir

e*(e’ — 1) — e%e” e’

I A e N

und
e’(e" —1)* —2e"(e” — 1)e" e +e”

Zn = (ev — 1)4 T (e 1

Also fiir z =1 (da e™! < 1 ist gilt die hergeleitete Formel)

o) 2
+e
" 1 :Z 2 -n _ € )

(c) Durch eine Rotation von A um den Mittelpunkt (0,0) mit Winkel § erhalten
wir das Quadrat A’ = [-¥2 ¥2] x [-¥2 ¥2] welches Fliche v/2 - v/2 = 2 hat. Da

2072 2072
das gesuchte Integral die Flache von A ist, und Rotationen Flachen erhalten, ist

Jaldzdy = 2.

in(zt . in(x? T
(d) hmz*)() ssln((2x4)) = hm;pﬁ(] 83574) sin2(24;4)

t — 0 kennen und er gleich 1 ist.

. in(t) o
= 3, da wir den Grenzwert S‘r;ﬁ fiir

Punkteverteilung:

je 2 Punkte, nur das Resultat zahlt
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Frage 10. Sei B;(0) = {z € R?||z| < 1} der Einheitsball mit Mittelpunkt 0 und
Radius 1.

(a) Formulieren Sie den Divergenzsatz fiir den glatt berandeten Bereich By (0).

(b) Zeigen Sie: Fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld v auf R? hingt
I, = / div ((CL’% + x5 + x%)”v(m)) dvol(x)
B1(0)
nicht von n € Zs( ab: I,, = I,,, fir alle n,m € Z>.

Losung:

(a) Der Divergenzsatz besagt, dass fiir alle stetig differenzierbaren Vektorfelder v

definiert auf R3
/ div(v) dvol(x) = / v-dn
B1(0) 0B1(0)

gilt.
(b) Mit dem Divergenzsatz folgt

I, :/ 2 .2 . 2\ym - dn.
o (@1 73+ 28) (@) - d

Doch weil wir iiber z € B;(0) integrieren ist x? + x3 + 22 = 1. Also folgt

I, = / v(x) - dn,
9B1(0)

welches unabhangig von m € Zx ist.
Punteverteilung:

(a) 4 Punkte

2P Annahmen (nur differenzierbar keine Punkte)
2P Integralgleichung

(b) 4 Punkte

2P Anwenden des Divergenzsatzes

1P Idee 22 + 23 + 22 = 1 fiir alle x € 0B;(0)

1P Unabhéngigkeit von n

10
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Aufgabe 1. Sei f: R — R die Funktion = — f(z) = [“"! cos(nt?) dt. Sie brauchen
das Integral nicht explizit zu berechnen.

(a) Ist f stetig differenzierbar? Ist sie beschrénkt? Ist sie eine gerade Funktion?
Begriinden Sie Ihre Antworten.

(b) Berechnen Sie die Koeffizienten ay, . . ., ay des vierten Taylor-Polynoms von f um 0:

1
f(z) = / cos(mt?)dt + a1z + asx® + azaz® + asx’ + O(2°).
1

(c) Finden Sie alle kritischen Punkte von f.

(d) Fiir die kritischen Punkte x = 0 und x = 1 entscheiden Sie, ob es sich um lokale
Maxima, Minima oder keines der beiden handelt.

Losung:

(a) e« Nach dem Fundamentalsatz ist f stetig differenzierbar mit Ableitung
f'(z) = cos (m(x + 1)?) — cos (w(z — 1)?).

o f ist beschrinkt: |f(x)| =

T T

[ cos(mt?) dt‘ < 7 cos(mt?)| dt < [FH1dt = 2.
o [ist gerade: f(—x) = [Z7] cos(nt®) dt = — [7) cos(ms®) ds = [;X) cos(ns?) ds.

(b) Da f gerade ist, sind a; = ag = 0. Die weiteren Ableitungen von f sind

f'(x) = =2m(x + 1)sin (r(z + 1)) + 27(x — 1) sin (7(z — 1)) ,
() = —4n*(x + 1)? cos (w(x + 1)?) — 2msin (w(x + 1)%)
+ 47*(x — 1)* cos (71'(1} - 1)2) + 27 sin (7‘(‘(1‘ — 1)2)
() = 873 (x + 1) sin (7T(ZL‘ - 1)2) —127%(x 4+ 1) cos (7r(:17 - 1)2)
— 873 (z — 1)*sin (7?(1: - 1)2) +127%(x — 1) cos (7r(:c — 1)2)
und darum
FO)=0,  fO)=0,  f7(0)=21n"
Die Taylorkoeffizienten aq, as, as, as von f bei x = 0 erhalten wir aus a,, = o,

n!

2
&1:0, (12:0, a3:0, aqg = T .
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(c) Wir finden die kritischen Punkte von f durch f'(z) =0, also
cos (7r:x2 + 7= 27T$> — CoS (71'[[2 + 7l + 27rx> =0
Mit der Formel 2sin asinb = cos(a — b) — cos(a + b) folgt
2sin(r(z? 4+ 1)) sin(27x) = cos (7rx2 + 7 — 27TI) — cos (7rx2 + 7+ 27Tx) = 0.
Entweder ist also 22 + 1 = n fiir ein n € Z oder 2x = m fiir m € Z. Die kritischen

Punkte von f sind
rt=4vn -1 und ym:%

fiir beliebige m € Z und n € N.
(d) Da f”(0) = f”(0) = 0 und f”(0) = 2472 > 0 ist, hat f bei x = 0 ein Minimum.
Fir z = 1 haben wir f”(1) =0

f///(l) — _1671'2,

Darum ist = 1 ein Sattelpunkt von f, weder Maximum noch Minimum.
Punteverteilung:

(a) 6 Punkte

je 2P pro Eigenschaft und Begriindung

(b) 8 Punkte

je 2P pro Koeffizient und Begriindung

je 1P pro Ableitung, aber falschem Koeffizient
(c) 3 Punkte

1P Ableitung Null setzen

je 1P pro Familie von Losungen

(d) 3 Punkte

1P Klassifizierung von 0

2P Klassifizierung von 1
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Aufgabe 2. Eine Folge von Funktionen f,: [—1, 1] — R sei durch folgende Rekursi-
onsrelation definiert:

fl(l') =0,

) = =252

, n > 1.
2

(a) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (f,)nen gleichméssig gegen eine stetige
Funktion auf [—1, 1] konvergiert.

(b) Berechnen Sie lim,, o £ (0).

(c) Zeigen Sie, dass es genau eine stetige Funktion f: [—1,1] — R gibt, so dass

flz) = 1 —xJQC(x/Z)
fur alle z € [—1, 1] gilt.

(d) Schreiben Sie diese Funktion f als Potenzreihe f(z) = >.0° a,2™ und bestimmen
Sie ihren Konvergenzradius.

Losung:
(a) Wir zeigen, dass die Abbildung T : C°[-1,1] — C°—1,1] gegeben durch
T(f)(x) = =212 gine Kontraktion ist:

[1af(@/2) 1 ag(e/2)
2 2

T(f)(x) - Tlg(e)) = Jlellg(w/2)~F/2) < 3 llg—1 |

Also ist 1
I7C) = T(9)lloo < SIS = glloe-

Mit dem Banachschen Fixpunktsatz folgt, dass die Folge definiert durch f; = 0
und f,11 = T(f,) in (C°[—1,1],]| - ||s) konvergiert, da letzteres ein vollstandiger
metrischer Raum ist. Die Konvergenz der Folge (f,,) in der || - ||oo-Norm entspricht der
gleichmassigen Konvergenz.

(b) Wir sehen, dass f,(0) = 3 fiir alle n > 2 gilt. Darum ist auch lim,,_ f,(0) = 3.

(c) Der Banachsche Fixpunktsatz besagt, dass der Fixpunkt eindeutig ist, darum gibt
es genau eine Funktion mit T'(f) = f.
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(d) Die Fixpunktgleichung liefert:

S 20,2 = 2f(w) = 1 —af(xf2) = 1= 3 Shpmtt — 1 = Y il
n=0 n=0 2n n—1 2n—
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir die Folge
ap—1
= - d n= — )
o = 3 un a o
Also
. Ap—1 . Ap—2 o (—1)”@0 . (—1)”@0 . (—].)n(lo . (-1)”
n = — on T onon—1 T o onon—1...91 o onA-(n—1)4+1 o 2(n+21)n - 2<n+21)n+1'
Der Konverganzradius der Reihe ist
R = lim |an—1| _ 1 |an—1|2n _
n—oo ’an| n—0o0 ’anill

Punkteverteilung:

(a) 8 Punkte
Beweis iiber den Banachschen Fixpunktsatz:

2P (A2) Definition T' (nur 1P wenn Definitions-/Zielraum nicht angegeben)
3P (B3) T ist eine Kontraktion

1P (C1) C([-1,1]) ist vollstandig

2P (D2) Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes
Direkter Beweis tiber Cauchyfolgen:

3P (A'3) Abschitrung [ fuct — fulloo < o — fuit]loo/2

1P (B’1) Abschitzung || fri1 — falloo <277

1P (C’1) (f,) ist eine Cauchy-Folge ist

1P (D’'1) C([—1,1]) ist vollstandig

2P (E’2) Schlussfolgerung beziiglich Existenz des Grenzwertes
Abstrakter direkter Konvergenzbeweis:

3P (A”3) Beweis der Existenz einer stetigen Funktion f auf dem Intervall [—1,1], so
dass f(z) = (1 —xf(x/2))/2 fir x € [—1,1] gilt
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2P (B"2) Abschitzung || fn = flloo < [lfn-1 = flloo/2
1P (C”1) Abschatzung || f, — fllcc < C27"

1P (D”1) Schlussfolgerung

Explizite Berechnung;:

4P (A”’4) Ausdruck f,(z) = Sp22(—1)kl+kk+1)/25k
1P (B”’1) Beweis, dass (f,) Cauchy ist

1P (C”’1) C([—1,1]) ist vollstandig

2P (D”’2) Schlussfolgerung

(b) 2 Punkte

(c) 3 Punkte
Beweis iiber Banachschen Fixpunktsatz:

3P (A3) Anwendung der Eindeutigkeitsaussage des Banachschen Fixpunktsatzes
(keine Punkte falls Kontraktion nicht definiert ist)

Beweis von Hand:

2P (A’2) Beweis, dass ||f — glloo < ||f — 9lleo/2 falls f und g die Fixpunktgleichung
l16sen

1P (B’1) Schlussfolgerung

(d) 7 Punkte

1P (A1) Gleichung mit Potenzreihen auf beiden Seiten
1P (B1) Anfangswert ag = 1/2

1P (C1) Rekursion a, 1 = —a,/2"™!

2P (D2) Losen der Rekursionsgleichung

2P (E2) Berechnung des Konvergenzradius
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Aufgabe 3. Sei A C R" eine nichtleere Teilmenge von R"™ und sei f: A — Ry,
x +— f(x) :=|z|, die Einschrankung der Euklidischen Norm auf A.

Zeigen Sie:

(a) Falls A abgeschlossen ist, dann nimmt die Funktion f auf A ein Minimum an (d.h.
es gibt eine Minimalstelle Py € A, so dass f(Fp) < f(P) fir alle P € A gilt).

(b) Die Aussage (a) ist im Allgemeinen falsch, wenn wir nicht annehmen, dass A
abgeschlossen ist.

(c) Falls A konvex ist, dann wird das Minimum in héchstens einem Punkt von A
angenomimen.

(d) Sei 0 ¢ A. Dann ist Py € 0A fir alle Minimalstellen Py € A von f.

Erinnerung: Eine Teilmenge A C R"™ heisst konver, falls fir alle P,QQ € A die Strecke PQ in A
enthalten ist. Der Rand 0A von A C R™ besteht aus den Punkten des Abschlusses von A, die keine
inneren Punkte von A sind.

Losung:

(a) Sei B, = {x € R"||z| < r} der abgeschlossene Ball mit Radius r und Mittelpunkt
0. Da A nichtleer ist, konnen wir ein genug grosses rq wahlen, so dass A’ = B, N A
nichtleer ist. Weil B, und A beide abgeschlossen sind, ist A" auch abgeschlossen. Weil
ausserdem A" C B, ist, ist A’ beschrankt und darum nach Heine-Borel kompakt.
Die stetige Funktion f auf A’ eingeschrinkt nimmt wegen Kompaktheit von A’ ihr
Minimum an. Sei Py ein Minimum von f auf A’, also f(Fy) < f(P) fir alle P € A,
bemerke auch f(Fy) < r. Da ausserdem f(P) > r fur alle P € A\ A’ gilt, folgt
f(Py) < f(P) fir alle P € A.

(b) Gegenbeispiel: n =1, A= (0,1). Dann ist f(A) = (0, 1), welches kein Minimum
auf A annimmt.

(c) Wir zeigen zuerst, dass fiir zwei Punkte z,y € R? in der Dreiecksungleichung
|+ y| < [z +[yl,

genau dann Gleichheit gilt, wenn z = Ay mit A > 0. In der Tat folgt aus Cauchy-
Schwarz:

|z +y|* = |z> + 22y + y)* < |2+ 202|ly| + yI* = (2| + [y])%,

mit Gleichheit genau dann wenn z - y = |z||y|, welches mit Cauchy-Schwarz genau
dann passiert, wenn x = Ay mit A > 0.
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Seien nun Fy, P; beides Minimalstellen einer konvexen nichtleeren Menge A mit
|Py| = |P1| = r. Definiere den Punkt P = 245 welcher nach Konvexitét auch in A
liegt. Dann ist wegen Minimalitét von r auf A

Po+ P
2

1 1
r<ip| = 1P+ P < S(Po|+ R =7

T2

Also sind alle Ungleichungen Gleichungen. Aus der Gleichheit in der Dreiecksunglei-
chung folgt also, dass Py = AP, mit A > 0 ist. Doch weil |Fy| = |Py| ist, muss A =1
sein und darum Fy = P;, was beweist, dass es nur eine Minimalstelle von f gibt.

(d) Sei 0 ¢ A und Py € A eine Minimalstelle von f. Sei Py nicht in 0A, also P, ein
innerer Punkt. Wir fithren das zum Widerspruch. Per Definition gibt es ein ¢’ > 0, so

dass B (Py) C A. Sei € = min{¢€/, |Py|}. Dann ist auch P, := Py — 2?;& € B.(FRy) C A,
da [Py — Py| = § ist. Ausserdem ist
eby €| Rl €
P) =P - — || - —lf(R)| - <
f( 1) 0 2|P0| | 0| 2|P0| ’f( 0)| 9’

wobei wir in der zweiten Gleichung benutzt haben, dass € < |Fp| ist. Dies ist ein
Widerspruch dazu, dass f(F,) minimal ist. Also muss Py € 0A sein.

Punkteverteilung:

(a) 5 Punkte

1P (1A) Idee den Schnitt mit einem grossen Ball zu nehmen

2P (2B) Heine-Borel korrekt anwenden

1P (1C1) stetige Funktionen nehmen ihr Minimum auf kompakter Menge an
1P (1C2) Schlussfolgerung

Alternativ:

1P (1A’) Kontruktion einer Folge (z,) so dass (f(z,)) gegen das Infimum von f auf
A konvergiert

2B’ Begriindung, dass (x,,) beschrankt ist und mit Bolzano—Weierstrass eine konver-
gente Teilfolge (y,) besitzt

1C’ A ist abgeschlossen, also ist der Grenzwert y of (y,,) in A
1D’ Der Grenzwert f(y) of f(y,) ist gleich das Infimum von f auf A.
(b) 3 Punkte
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3P (3D) Gegenbeispiel (2P (2D)) falls korrektes Gegenbeispiel mit falscher Be-
grindung)

(c) 7 Punkte
1P (1E) Punkte auf einer Linie zwischen Minima sind auch in A

2P (2F, 2F’) Cauchy—Schwarz Ungleichung korrekt angewendet oder korrektes geo-
metrisches Argument (falsch angewendet 1P (1F”))

2G1 Gleichheit in Cauchy-Schwarz impliziert, kolinear

2G2 Minima missen also gleich sein

Alternative:

1P (1E) wie oben

3P (3F”) Pythagoras auf Mittelpunkt angewendet

3P (3G”) Begriindung, warum man Pythagoras anwenden kann

(d) 5 Punkte

2P (2H) Falls Minimum im Innern ist, gibt es einen Ball darum in A

3P (31) Beweis, dass es einen Punkt im Ball gibt, welcher nidher an 0 ist (1P (1I)
ohne oder mit falscher Begriindung)

(d) alternative 5 Punkte
3H’ the derivative of f at point x does not vanish if x # 0 (+ writing the matrix)
1H’ if they don’t write what the derivative is or if they write it wrong.

21’ therefore f does not have extrema in the interior
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Aufgabe 4. Seien a,b € R3, mit a1, as, a3 > 0 und b # 0. Finden Sie die Extremwerte
max{f(z) |z € E}, min{f(x)|x € E} der linearen Funktion f(z) = bz + bexs+ b3zs
auf dem Ellipsoid
o2 22
a3
I 1}

al a2 a3

E:{x€R3

und bestimmen Sie die Punkte von E, wo diese Extremwerte angenommen werden.

Losung: Da das Ellipsoid E kompakt ist finden wir alle Extrema durch Lagrange-
Multiplikatoren. Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch

22 2% al
L(ZL’l,l’Q,JIg,/\) —b1I1+b2£2+b31}3—)\ ) —f—*‘i‘*—l
ai a3 a3

Wir berechnen die Ableitungen und setzen sie 0:

2\
0= 8x1L(fL'1, T2, X3, )\) - bl o
ag
2\
0 = Oy, L(w1, 22, 23, \) = by — ;62
az
2\
0 = 8x3L([I)1, To, T3, )\) = bg — :2[;3
as
2 2 2
O :aAL(Jfl,IQ,ZEg,/\) = —% - % - l%‘f“l

Weil per Annahme b # 0 ist, kann A = 0 nicht sein. Fir ¢ € {1,2,3} erhalten wir
bja?

r; = 53+ und darum mit der letzten Gleichung:
. bia? + b3a3 + bia?
4A\?
und darum
bia?
A=+= \/blal b3a3 + b3a3 und  af :
\/ biai + b3aj + bia3

Die Funktionswerte bei den zwei kritischen Punkten sind

bQ 2 b2 b2
f(ot,af,at) = + 2 1%
\/b%a% + b3a3 + bla?

= i\/blal b3a3 + bia3.

Das Minimum ist also bei = und das Maximum bei 2.

Punkteverteilung:
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10P (Lagrange-Gleichungen)

4P (A) Lagrange-Funktion. Nur 1P fiir f — Ag = 0. Nur 1P fiir ¢ — A\f oder
nur Erwahnung von Lagrange-Multiplikatoren.

2P (B) Idee Ableiten 1P und Nullsetzen 1P
4P (C) je 1P pro Ableitung.
10P (Auflosen der Gleichungen)

D 2P Aufstellen der korrekten Relationen fiir x; (in Abhédngigkeit von \)
E 1P Begriindung, warum A # 0 gelten muss

F 2P Einsetzen in die Nebenbedingungen

G 1P Auflésen der Gleichung nach A

Alternative:

D 2P Aufstellen der Relationen fir z5, x3 (in Abhéngigkeit von z;). Nur 1P fiir
keine Besprechung von z; # 0

E 1P Korrekte Fallunterscheidung b; # 0

F 2P Korrektes Einsetzen in die Nebenbedingungen
G 1P Auflosen der Gleichung nach x;
Schlussfolgerung:

H 2P Berechnung der Vektoren z*. Keine Punkte, falls die moglichen Vorzei-
chen als voneinander unabhéngig interpretiert werden, also insgesamt acht
kritische Punkte entstehen

J 1P Berechnung der Werte von f an den Punkten x™*

K 1P Korrekte Identifikation des maximalen und des minimalen Werts

10
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Aufgabe 5. Sei a > 0. Wir betrachten die durch die Potenzreihe
< I'(a+1)

ha(@) = > T

—xn
= T(n+a+1)
definierte Funktion (I" ist die Eulersche Gamma-Funktion).
(a) Beweisen Sie: Die Reihe h,(x) konvergiert fiir alle z € R und a > 0.
Hinweis: Sie kénnen zum Beispiel zeigen, dass I'(n +a+ 1) > n!'(a + 1) fiir @ > 0 und n € Z3q gilt.

(b) Zeigen Sie, dass y(x) = ha(x) eine Losung der Differenzialgleichung
ry =(x—a)y+a
ist.

(c) Finden Sie alle weiteren fir z € (0,00) definierten Losungen z +— y(z) dieser
Differenzialgleichung.

(d) Zeigen Sie: Wenn a € Zsg, dann ist
tialreihe

CEm +1) —has1(2) der a-te Restterm der Exponen-

2 70 .%'(H—l
6 —1+$+§+ +J+mha+1(l'>
Losung:

(a) Wir zeigen den Hinweis:

I'(n+a+1) = (n+a)(n+a—1)--- (a+ Dl'(a+1) > n(n—1)---1'(a+1) = nll'(a+1).

Weil ‘ (at1) ‘ < @—,' und >°°°

F(n+a+1
auch die Potenzreihe h,(z) fiir alle x durch das Majorantenkriterium.

o n, = exp(|z|) fur alle x konvergiert, konvergiert

(b) Berechnen wir

nl'(a+ 1) < nl(a+1)

hl — - ’nfl:
ha (@) x;F(n+a+l)x ;F(n+a+1)x

n

= T(a+1) > TI'(a+1) (a+1)
ha — n+l _ " n
wha(v) = 2 n+a—|—1)x ZF(n—f—a nzl n—l—a—i—l) v

3 n
ey LD ) ey

n:OF(n—l—a—irl) = T(n+a+1)

erhalten wir zy’ = (z — a)y + a.

11
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a

(c) Mit Separation der Variabeln folgt fir die homogene DGL: %H =1—2und

darum log(yy) = = — alog(z) 4+ C. Darum gilt g = C(e*~*'°8). Mit der partikuliren
Losung h, folgt darum, dass die allgemeine Losung

y = C(épfalogz) 4 ha(ﬂf)

fir eine konstante C' € R ist.

(d) Wir formen um:

1‘2 :L.a 00 .’L‘n [e%¢) wn—}—a—i—l
*_ (1 oy = TN
‘ ( SRR RllD Dfie e DY b1

N (S D]
C(a+ )= (n+a+1)
ottt & T(a+2)2”
_(a—i-l)!nZ::OF(n—i—a—i—Q)

Punkteverteilung:

(a) 5 Punkte

2P Beweis Hinweis

3P Schlussfolgerung

(b) 2 Punkte, keine Punkte bei unvollstandiger Rechnung
(c) 8 Punkte

2P Homogene DGL

3P Losung homogene DGL
3P Losung inhomogene DGL
(d) 5 Punkte

2P Idee Differenz nehmen
1P Indexwechsel

2P Resultat
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